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Teoria de Informacién: Codificacion

Instituto de Ingenieria Eléctrica

Parte |: Canal simétrico con borrado

En este ejercicio trataremos de evaluar qué ventajas puede tener enriquecer el
bloque de decisién con la posibilidad de contestar “no sé” ante una entrada
muy sobre el borde de la region de decisién. Esto resulta en lo que se denomina
habitualmente canal con borrado, si bien el término resulta un tanto enganoso
pues el decodificador tomara en cuenta este nuevo simbolo.
Formalmente, un canal binario simétrico con borrado se define de la siguiente
manera. La fuente X emite sfmbolos de un alfabeto A = {xg,z1}. En el canal
se introduce ruido, y el receptor decide entre 3 simbolos posibles a la salida: la
variable aleatoria Y en el receptor toma valores en el alfabeto B = {zg, e, x1}.
El simbolo e (del inglés erasure) corresponde a una zona de deteccién entre el
zo v el x1 donde el receptor no se arriesga por xg 0 x7.
Los simbolos a la entrada del canal se generan en forma independiente y con
probabilidades:

P(X=z9)=a

Ple — 21) — (1)

(x=x1)=1-a

Las probabilidades condicionales con que se reciben los simbolos son:
PY =2|X =20) =P(Y =a1|X =21) =1 -p—g¢

PY =xo|X=21)=PY =x1|X =29) =¢q (2)
PY=cX=x9)=PY =¢X=x1)=0p

(a) Hallar la probabilidad de que un sfmbolo sea borrado por el algoritmo de

deteccion.

(b) Calcular los bits de informacién por simbolo transmitido. Graficar en fun-
cién de a.

(¢) (En qué condiciones se obtiene méxima incertidumbre sobre el simbolo
que se va a transmitir? Indicar este resultado en la gréafica anterior.

(d) ;Se podria modificar un sistema BPSK de tal manera que este modelo
de canal sea adecuado? Dada su modificacion, y considerando un canal
AWGN, ;cémo calcularia las probabilidades p y ¢7

Nos enfocaremos en una situaciéon de SNR razonable, por lo que p serd pequeno.

(e) Dado lo anterior, jle parece razonable asumir que ¢ es despreciable? Jus-
tifique y en lo que sigue actie en consecuencia.



(f) Calcular las funciones H{Y }, H{Y| X}, H{X|Y}, e I{X;Y}. Dar una in-
terpretacion intuitiva a estas expresiones. ;Cudnto vale la capacidad de
este canal?

(g) Compare la capacidad del canal anterior con el del canal BPSK “tradicio-
nal” (es decir, con solo dos simbolos a la salida) para idénticas condiciones
de ruido y potencia de senal. Es decir, para ciertos valores de tasa de error
de bits en el BPSK original, calcule p (y q) para el sistema modificado (pa-
ra lo que deberd usar su disefio de la parte (d)) y compare las capacidades
resultantes. ;Es mds conveniente este sistema modificado?

Parte II: Algoritmos de decision iterativaH

El wordle es un juego web (https://www.nytimes.com/games/wordle/index.
html) donde el objetivo es adivinar en un méaximo de seis intentos una palabra
en inglés de cinco letras. En cada intento, el juego nos va a devolver un patrén
de colores, indicando para cada letra si:

I:] La letra esta en el lugar correcto.
D La letra esta en la palabra, pero en el lugar incorrecto.

! La letra no estd en la palabra.

Por ejemplo, si la palabra secreta es scale y nosotros ingresamos crane el juego
nos devolvera l:.l:.:' Esto pues la ¢ estd en la palabra pero no en el
primer lugar, la r y la n no estdn en scale, y tanto la a como la e estan en
el lugar correcto. Es importante remarcar que no se puede ingresar cualquier
palabra (deben existir en una lista bastante extensa) y la solucién (que cambia
todos los dias) siempre pertenece a esta lista.

Un ser humano juega basicamente abriendo con una palabra, y para el segundo
intento busca en su vocabulario una palabra que cierre con los patrones que vio
hasta el momento. Siguiendo con el ejemplo anterior, la siguiente palabra podria
ser place, que cierra con lo que sabemos hasta el momento (deja quietos la a y
la e, cambia de lugar la c y prueba con la p y la 1).

Como estudiantes de ingenierfa que somos, vamos a pensar mateméticamente
en el problema y cudl seria una buena forma de resolverlo. En particular, ataca-
remos el problema usando teoria de informacién. Sea X el simbolo aleatorio que
representa la palabra oculta. Sean x; la palabra que ingresamos en el intento k-
ésimo, Y}, el patrén (aleatorio) correspondiente y X el conjunto de palabras que
concuerdan con los patrones yi,¥o, ..., yr que hemos observado hasta ahora.

(a) Argumente por qué Y%, si bien es aleatorio, es una funcién de X y zj. De
ahora en més, para hacer esto explicito puede usar Yy, = f(X, z)

(b) {Qué representa intuitivamente H{X|Y}}?

Trataremos de darle sentido cuantitativo a lo anterior.

1Este ejercicio estd basado en el video lhttps://youtu.be/v68zYyaEmEA| del usuario
3BluelBrown y el cédigo que comparte en https://github.com/3blb/videos/tree/master/
_2022/wordle
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(c) Halle una expresién que relacione H{X|Y; = yx} con el tamano del X}
resultante de observar Y; = yi. Puede suponer que, al momento de hacer
el intento k-ésimo, la palabra oculta X se encuentra uniformemente dis-
tribuida en Xj;_1. En base a lo anterior, escriba H{X Y%} en términos de
una esperanza respecto del tamano de XJ.

(d) Dada surepuesta a las dos ultimas partes, argumente por qué nuestra elec-
cién de xj, deberia buscar maximizar la entropia de Yj. Para eso, desarrolle
la entropia condicional y aplique la observacién de la parte (a).

Usaremos una implementacion de lo anterior para verificar los beneficios de este
algoritmo sencillo.

(e) Siendo X} las palabras que concuerdan con los patrones vistos hasta ahora,
;,cémo podria calcular la probabilidad de cada patréon para cierto xy € X7
Cémo podria entonces calcular la entropia de Y, = f(X,x) para todos
los x, € X7

En el EVA del curso se puede encontrar un programa en Python con el que pro-
bar este algoritmo (i.e. elige argmax, . H{f(X,x)}). También cuenta con
una implementacion que elige al azar entre cualquiera de las palabras en A},
simulando asi un ser humano que busca una palabra cualquiera que cierre con
los patrones. La tnica diferencia con el juego es que permite una cantidad ilimi-
tada de intentos. El programa evalia el desempeno del algoritmo usando como
solucién todas las posibles palabras una por una, y reporta la cantidad prome-
dio de intentos que necesité el método para hallar la respuesta. Cuidado porque
la primer palabra debe elegirla usted, e influird naturalmente el desempeno del
algoritmo.

(f) Corra ambas versiones (al azar y maximizando la entropia) y reporte el
desempeno de cada método. Verifique que el puntaje obtenido por el alea-
torio es similar al de un humano.

Parte Ill: Compresion de la fuente

En esta parte se trabajara con extensiones de la fuente y el algoritmo de Huff-
man para verificar su capacidad de compresién. Se usardan los archivos de texto
adams.txt, mensajel.txt y mensaje2.txt como fuentes. Se utilizara un script
de Python a descargar del EVA del curso para realizar la compresién.

Para el archivo indicado en la variable archivotxt el script primero lo inter-
preta como binario, luego toma extensiones de ese alfabeto de distintos 6rdenes,
calcula la distribuciéon empirica de los simbolos en el mensaje, calcula la en-
tropia resultante y finalmente aplica el algoritmo de Huffman para hallar el
c6digo “6ptimo”. Ademas, calcula la tasa de compresion del cédigo comparando
el tamano en bits del archivo codificado y el original.

(a) ¢(Porqué la palabra dptimo estd entre comillas en el parrafo anterior? ; Qué
hipotesis del algoritmo de Huffman no se cumple?

(b) Observe las entropias resultantes para los tres archivos usando las diferen-
tes extensiones de la fuente, y comparelas entre ellas. Modifique el cédigo
de manera de graficar la distribucién empirica, y use alguna de estas grafi-
cas para explicar los resultados obtenidos.



(c)

(d)

Modifique el cédigo para que para cada extensién de fuente, imprima el
c6digo de Huffman por orden del tamano de palabra codificada. ;Qué
observa para los distintos archivos?

Compare el tamano del mensaje codificado para los diferentes archivos y
explique los resultados obtenidos. A modo de referencia, tome el archivo
original y comprimalo usando alguna herramienta de su sistema operativo
(como generar un zip o similar). jEl algoritmo de Huffman logra resul-
tados similares? ;Es correcto tomar en cuenta unicamente el tamano del
archivo codificado por Huffman al momento de comparar?

Parte IV: Codificacidn para correccidn de errores

(a)

Realizar al menos los ejercicios 9.4, 9.6 y 9.7 del capitulo 9 de las notas
de Belzarena y Larroca. En particular, en el ejercicio 9.7 se necesita un
archivo en formato wav. Hay una variada selecciéon en https://iie.fing.
edu.uy/ense/asign/tallerinte/repo/canciones/. Ademas, la versién
con cédigo corrector de errores que pide la parte (c) se la brindamos ya
implementada para su comodidad.
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