Instituto de Computacion Facultad de Ingenieria Logica 2025

Practico 6
Logica de Predicados

Ejercicio 2
Bosquejo de solucion

Como primer paso debemos identificar el lenguaje de primer orden, con dos simbolos de pre-
dicado P; (binario) y P, (unario), un simbolo de funcion f; (unario) y un simbolo de constante
C1.

a. x; es la madre de Juan.
filer) = o

b. x1 es la madre de algin estudiante.
Es equivalente a pensar que existe algin estudiante que tiene a x; por madre:

((Fr2)(Pa(2) A fi(m2) =" 21))

c. Todos los estudiantes son hermanos de Juan.
Si una persona es estudiante, deberd ser hermana de Juan:

(Vay)(Po(w1) = Pi(z1, 1))

d. Todos los estudiantes tienen hermanos.
Si una persona es estudiante, debera tener al menos un hermano:

(Va1)(Pa(z1) = ((B2) Pi(21,22))))
e. Juan tiene por lo menos 2 hermanos.
Hay al menos dos personas distintas, que son hermanas de Juan:

((321)((Fr2)((mz1 = 29) A Pr(z1,00) A Pi(2,01))))

f. 1 es una persona tal que todos sus hermanos son estudiantes pero él no lo es.
Todas las personas que sean hermanas de x; deberan ser estudiantes. Ademas x; no lo
es.

(Vo) (Pr(z2, 21) = Po(2))) A (mFa(21)))
g. No hay personas que sean estudiantes.

(=((Fz1) P2(71)))

Equivalente a pensar que toda persona no es estudiante: ((Va1)(—=P(z1)))

h. Los estudiantes no tienen hermanos.
Toda persona que sea estudiante no tiene ningtin hermano.

(V1) (Pa(21) = (=((322) Pr(z9,71)))))
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Ejercicio 9

Bosquejo de solucion

a. Definimos TERM¢ de la siguiente forma:

» ¢; € TERMg
» Sit € TERMy, entonces f; (t) € TERM¢
» Sity,ty € TERM¢, entonces f (t1,t2) € TERMg

Notar que no se incluyen las variables, ya que TERMz es el conjunto de los términos
cerrados.

b. Definimos la funciéon F' siguiendo el ERP para TERM..

» Fg)=1
= F(fi(t)=F()
= F(fa(tr,t2) = F (t) + F (t2)

c¢. Como indica la letra, utilizaremos induccién en TERMs para probar que para todo t €
TERM¢ se cumple la propiedad:

Paso Base.
T) P(cy): F(e1) >0
Demo)

Por definicién de F', F'(¢;) =1 > 0.
Paso Inductivo 1.
H) P(t): F(t) >0
T) P(i(1)): F(f1(8) >0

Demo)

F(fi(t))

= (Por def. de F)
()

> (Por (H))

0

=

F(fi(t) >0

Paso Inductivo 2.
T) P(fa(tr,t2)) : F(f2(t,t2)) >0
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Demo)

F(fa(t1,t2))
= (Por def. de F)
F(t) + F (t2)
> (Por (H))

0

=

F(f2(ti,t2)) >0

Como nos encontramos en las hipotesis del PIP para TERMy, podemos afirmar que para
todo ¢t € TERM¢ se cumple que F'(t) > 0.

Ejercicio 10
Bosquejo de solucion

Antes de comenzar con las partes vamos a definir TERM y FORM.
Observar que como no hay simbolos de funciéon ni constantes, TERM solo contiene variables por
lo que TERM = V.
Definicién inductiva de FORM

I 1 € FORM

11 Si x € V entonces P(z) € FORM

11 Six, y €V entonces x =" y € FORM

1v Si o € FORM entonces (—«) € FORM

v Si «, € FORM entonces (« * ) € FORM
VI Si o € FORM entonces ((Vz;)a) € FORM

VIl Si « € FORM entonces ((Jz;)«) € FORM

a. Siguiendo el ERP para FORM definimos la funcion #x,
#,, : FORM — N

1

Pi(z;)) = #4, (1)

#m T =’ '7:]') = #1‘1 ('TZ) + #361 (.CE])
ax* 3)) = #e () + #4,(8)

)
_J#ale)  siztn
#ﬂm (Vl‘z)Q)) — {1 + #11 (a) six; =a

(o)) = {fﬁ i;f) o) o

b. Siguiendo el ERP para FORM definimos la funcién #a5
b :FORM — N
2 (L) =0

1
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1+#m106 sixi:xl

b () { si x; # x4
(

c. Queremos probar (V¢ € FORM)(z; estd libre para y en ¢ entonces #° (p[z1/y]) = #° (¢))

1

Demostracion por PIP en FORM.

Identificacién de la propiedad: Q(p) := z; libre para y en p = #° (p[z1/y]) =
m
= (#)

Paso Base 1

T) Q(L): z libre para y en L = #Zl(J_[a:l/y]) = fcl(J_)
Demo)

v, (L[r1/y])

= (definicién de sustitucion)
v (L)

1

Como se cumple el consecuente de la propiedad, entonces se cumple:

x1 libre para y en L = #gl(J_[asl/y]) =40 (1)

Tl
Paso Base 2

T) Q(P(x;)) : xp libre para y en P(x;) = #gl(P(mZ)[:pl/y]) = Zl(P(xZ))
Demo)

b (P(x;)21/y])
(deﬁn1c1on de #b )(*)
0
= (definicién de #21)

2 (P(2))
Como se cumple el consecuente de la propiedad, entonces se cumple:

@y libre para y en P(w;) = #, (P(x;)[z1/y]) = #5, (P(x:))
(*)Observar que para definir #° (P(x;)) no se tiene en cuenta si z; es 1 por lo
que el resultado es independiente de la sustitucion.
Paso Base 3

T) Q(z; = ;) : a1 libre para y en z; =" x; = #° (v; = x;(x1/y]) = #% (v; = x;)
Demo)

o (@i =" zj[21/Y))

(deﬁnlcmn de #b )( )
0

(deﬁnlClon de #bl)

; o (T = 7))
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Como se cumple el consecuente de la propiedad, entonces se cumple:

zy libre para y en P(x;) = #5, (P(x)[21/y]) = #3, ([21/y])

(*)Observar que para definir #° (x; =" ;) no se tiene en cuenta si 2; es 1 por
lo que el resultado es independiente de la sustitucion.

Paso Inductivo 1

H) Q(p) : z libre para y en ¢ = #5 (¢[z1/y]) = #5, ()
T) Q((—p)) : 21 libre para y en (—p) = #5 ((-@)[x1/y]) = #% ((—¢))

Demo)
Supongo 7 libre para y en (=) por lo que x; libre para y en ¢ (A).

v ()1 /y])

= (definicién de sustitucién)

b ((melzy/y]))

= (definicién de #gl)
gl (¢lz1/y])

= ( hipdtesis y (A))

b
(%)
= (definicién de #21)

w ((79))

Paso Inductivo 2

H) Q(p1) : @y libre para y en o1 = #5, (01[21/y]) = #, (1)
Q(p2) : @1 libre para y en @y = #, (0afz1/y]) = #2, (2)
T) Q((¢1xp2)) : x1 libre para y en (pixpa) = 3, ((prxp2)[21/y]) = #5, ((01%¢2))
Demo)
Supongo 1 libre para y en (7 * @) por lo que z; libre para y en ¢1 (A) y 24
libre para y en @9 (B).
o (o1 % @) 21/y])

= (definicién de sustitucion)

#a, ((prlr1/y] * eal1/y])

= (definicién de #5. )

2 (1lz/yl) + #2, (02(21/y])
= ( hipétesis, (A) y (B))

#0 (01) + #5, (02)

= (definicién de #31)
Zl (1 * ©2))
Paso Inductivo 3

H) Q(p) : x libre para y en ¢ = #5 (p[z1/y]) = #%, (¢)

T) Q(((Yz:)¢)) : 1 libre para y en ((Vz:)p) = #4, ((Vz:)@)[1/y]) = #2, (Vz:)p))

Demo)
Supongo x; libre para y en ((Vx;)e).
Repasando la definicion de libre para, esto quiere decir que:

a) y & FV(((Vei)p))

o
b) x; & FV(x1) y z1 esta libre para y en ¢
Separaremos en casos segun la definicion de libre para:
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Caso a)
w (Vo)) [1/y])
= (y € FV(((Vz;)p)) y def sustitucién)
o (((Vzi)9))
Caso b)

b ((Vay)@)[x1/y])

= (0 se cumple y ¢ FV(((V2:)¢)) por lo que y # z; (*))

o (Yz)elz1 /y])

= (definici6én de #21 vz €FV(z1))
= (el /y])

= ( hipétesis y z1 estd libre para y en @)

5. ()

= (definici6én de #lg’;l ya; €FV(z1))

2 (V2:)9))
(*) Si no se cumple y € FV(((Vz;)¢)) es porque o bien y € FV(((Vx;)p)) v

entonces y # x; o bien y & V(((Vz;)p)) v entonces y # x;. Observar que si se
cumplen ambos casos a la vez, la demostracion para el Caso a) siempre vale.

Paso Inductivo 4

H) Q(¢) : 21 libre para y en ¢ = #5 (¢[z1/y]) = #2 (¢)

T) Q(((3z:)p)) : 21 libre para y en ((Bwi)e) = #5, (((3z:))[21/y]) = #:,((Cx)p))
Demo)

Supongo x; libre para y en ((3x;)p).

Repasando la definiciéon de libre para, esto quiere decir que:

a) y € FV(((3zi)¢))

o
b) z; € FV(x1) y x; estd libre para y en ¢
Separaremos en casos segun la definicion de libre para:

Caso a)
o ((Fzi))[21/y])
= (y € FV(((3z;)p)) y def sustitucién)
v ((Bzi)e))
Caso b)

w ((Bz)@)[1/y])

= (n0 se cumple y ¢ FV(((32:)¢)) por lo que y # z; (*))

2 ((Bz)elz1/y])

= (definici6én de #21 vy €FV(z1))
= (el /y])

= ( hipétesis y z1 estd libre para y en ¢)

v (%)
= (definicién de #lg’;l ya; €FV(z1))

2 (F7:)9))
(*) Si no se cumple y € FV(((3z;)¢)) es porque o bien y € FV(((Ix;)p)) v

entonces y # x; o bien y & V(((3z;)p)) v entonces y # x;. Observar que si se
cumplen ambos casos a la vez, la demostracion para el Caso a) siempre vale.

Entonces, como se cumplen las hipotesis del PIP podemos afirmar que:

(Vi € FORM)(z; estd libre para y en ¢ entonces #° (p[z1/y]) = #2 ()

1
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Ejercicio 13

Bosquejo de solucion

a. Teniendo en cuenta el tipo de similaridad del lenguaje, definimos TERM como:

» 1; € TERM (i € N)
» Sit € TERM, entonces f (t) € TERM
» Sity,ty € TERM, entonces g (t1,ty) € TERM
» Sity,ty € TERM, entonces h (t1,t3) € TERM
b. Definimos la funcién C' siguiendo el ERP para TERM, y ademas cumpliendo el requisito
de que la funcién debe ser biyectiva. Esto ultimo nos indica que todas las formulas de

PROP- v deben ser alcanzadas por la funcién, y que si aplicamos C a dos términos
distintos, obtenemos imagenes distintas.

= C(z;) = pi

= C(f (1) =(=C ()

» C(g(t1,t2)) = (C(t1) ANC (t2))
w C(h(ty,t2)) = (C(t1) VC(t2))

Podemos verificar facilmente que la funcién cumple que C(g(z1,x3)) = (p1 A p3).

c. Teniendo en cuenta la siguiente propiedad vista en practico 3, la cual es una de las leyes
de De Morgan:

@ Vipeq (o A )

Definimos la funcién R siguiendo el ERP para TERM:

» R(x;) =y

= R(f(1) = f(R(1))

= R(g(t1,t2)) = g(R(t1),R(l2))

n R(h(tr,t2) = [(g(f (R(t)), f(R(2))))

d. Utilizaremos el PIP para TERM y los conocimientos obtenidos sobre semantica de la logica
proposicional del practico 3; en particular, la ley de De Morgan mencionada antes.

Identificacién de la propiedad: P(t) := C(t) eq C(R(t)).

Paso Base

T) P(z;): C(x;) eq C (R (x;))
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Demo)

(Por lo visto en préactico 3)

=pi < pi
= (Por definicién de eq)

Pi €q pi
—=> (Por definicién de C)
C (z;) eq C (z;)
=> (Por definicién de R)
C (7)) eq C (R (%))
Paso Inductivo 1
H) P(t): C(t) eq C(R(1))
T) P(f(t): C(f (1) eq C(R(f(1)))

Demo)

C(f @)

€q (Por def. de C)

(=C @)

€q (Por (H) y Teorema de Sustitucién)

(~C (R (1))

€q (Por def. de C)

C(f(R(1)))

€q (Por def. de R)

C(R(f (1))

=> (transitiva eq)
C(f(t) eq C(R(f (1))
Paso Inductivo 2
H) P(t) : C(t1) eq C(R(t1)) y P(t2) : C(t2) eq C (R (t2))
T) P(g(t1,t2)) : C(g(t1,t2)) eq C (R (g (t1,t2)))
Demo)

C(g(t1,t2))

€eq (Por def. de C)

(C () AT (t2))

€q (Por (H) y Teo. de Sustitucién)
(C(R(t1)) NC(R(t2)))

eq (Por def. de C)

C(g(R(t1),R(t2)))

€q (Por def. de R)
C (R (g (t1,12)))

= (transitiva eq)
C (g (ti,t2)) eq C(R(g(t1,t2)))
Paso Inductivo 3
H) P(t1) : C(t1) eq C(R(t1)) y P(t2) : C(I2) eq C(R(t2))
T) P(h(tl,tg)) . C (]'L (tl,tg)) eq C (R (h (tl,tg)))
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C (h(t1,t2))

€q (Por def. de C)

(C (1) vV C (1))

€q (Por ley de De Morgan)

(20 () A=C (L))

€q (Por (H) y Teo. de Sustitucién)
~(2C (R (1)) A =C (R (1))

€q (Por def. de C)

~(C(f (R () ANC(f (R(E2))))
€q (Por def. de C)

~(C g (f(R(t)), f(R(t)))))

€q (Por def. de C)

C(flg(f(R(t)), f(R(t)))))

€q (Por def. de R)
C (R (h(t1,t2)))
= (transitiva eq)

C (h(t1,t2)) eq C (R (h(t1,t2)))

Como se cumplen las hipotesis del PIP para TERM, podemos afirmar que para todo término
t € TERM se cumple que C (t) eq C (R (1)).
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