Comunicaciones Digitales

Préctico 7

Teoria de la Informacién: informacién mutua y canal binario simétrico

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente

escala: 4 bésica, % media, % avanzada, y % dificil.

+ Ejercicio 1

Demostrar que si X e Y son simbolos discretos, aleatorios e independientes, se
cumple que su entropia conjunta es la suma de sus entropias.

+ Ejercicio 2

Sean X e Y simbolos discretos, aleatorios e independientes. Las entropias con-
dicional H{X|Y'} y conjunta H{X;Y} se definen como:

H{X|Y} = E{log, m}
H{X;Y} = E{log, m}

(a) Halle una expresién que relacione ambas definiciones y dé una interpreta-
cién a dicha relacién.

(b) Defina la informacién mutua I{X;Y} a partir de la expresién anterior y
dé una interpretacion a dicha definicién.

*x Ejercicio 3
Sea p(z,y) dado por las siguientes probabilidaes hallar:

Y
X

(e}

—_ O
O wi=
S| D] —

) H{X}yH{Y}

) H{X|Y}y H{Y|X}.
) H{X,Y}.

) H{X;Y}

)

Realice un diagrama de Venn relacionando todas las cantidades anteriores.



*x Ejercicio 4

Canal Binario Simétrico. Considerar el modelo de un canal binario simétrico,
representado en la figura:

1-alfa

2 O =) ”
1-alfa

donde: P(z1) =py P(y1|z2) = P(y2|z1) = .
(a) Calcular la informacién mutua en funcién de p y «

(b) Discutir qué valores toma « cuando la potencia del ruido es muy pequena
o muy grande.

* Ejercicio 5

Se considera un archivo en una computadora de largo M bits (con M suficiente-
mente grande a todos los efectos), tal que la ocurrencia de 0s y 1s son iid y con
probabilidad de que un bit sea 0 igual a py. Dado que pg es relativamente alto,
se considera una codificacién alternativa donde se indicard cuantos Os sucesivos
hay previo a cada 1 (una variacién del denominado Run-length encoding, donde
supondremos que todos los archivos terminan en 1). Por ejemplo, si el archivo
comienza con 00110001, las primeras 3 salidas del codificador serdn X; = 2,0,3
para i =1,2,3.1

(a) Calcule el largo medio del archivo re-codificado en funcién de py y M.
Grafiquelo en funcién de py junto con el largo promedio que obtendria
un codificador binario éptimo y verifique que este 1ltimo es mayor para
muchos valores de py. Argumente por qué esto no contradice el teorema
de codificacion de fuente.

(b) Calcule la entropia del archivo re-codificado. Verifique que es igual a la
del archivo original. Argumente por qué es esperable este resultado.

'Pueden ser ttiles para el ejercicio las igualdades ;w0 kp* "t =1/(1—p)2 y S psop® =
/(1 - p). ) )



Solucion

Ejercicio 1

Debemos probar que si X e Y son simbolos discretos, aleatorios e independientes,
se cumple que:
H{X;Y}=H{X}+ H{Y}

Partimos entonces de la definicién:
H{X:Y} =3, p(2i,9:) 108 557
= >, p(:)p(y;) (10g2 sy +logs @)
= H{X}+H{Y}
Ejercicio 2
(a)

H(X,Y) = E{log, }

(ly)
- ;p(%y)'logz (17(931@/))
- e ion ()

= Xz;p(ﬂf,y)- (logz <p(y)) + logs (p(;ly)»

1
= 2 ple) l"gz( (y) 2 plaalo ( <x|y>>
1 1
= E{log, @} + E{log, pi(a:|y)}

= H(Y)+ H(X|Y)

De la expresion anterior, al ser H(X,Y) la incertidumbre de las variables con-
juntas X e Y’; se puede deducir que H(X|Y) es la incertidumbre faltante de la
variable X tras conocer la variable Y.

(b) Retomando la expresién de la parte anterior se deduce que

HX)Y)=H(Y)+ HX|Y)=HX)+ HY|X),
y por lo tanto
HX,)Y)-HX|Y)-HY|X)=H(Y)-H(Y|X)=H(X)-H(X|Y)=I1(X,Y).

Definimos la informacién como la resta entre la entropia conjunta (la cudl re-
presenta la maxima cantidad de incertidumbre) y las entropias condicionales de
ambas variables. El resultado entonces es la reduccién de incertidumbre de una
variable aleatoria al conocer la otra, o en otras palabras, la informacién que me
aporta conocer conocer la variable Y respecto de X (o viceversa).



Ejercicio 3

(a)
2 2 1 1 .
H{X} = TGZXPX z)logapx () = —3loga <3) - 3log <3) ~ 0.918 bits.
2 2 1 1 .
H{Y} = ZPY Jlogapy (y) = —glogz <3) — glogg (3) ~ 0.918 bits.
yey
(b)
2 /1 1 _
H{X|Y} =Y H{X|Y =y}pyv(y) = 22 5 | + 32(0) ~ 0.67 bits.
3 2 3
yey
2 (1 1 _
H{Y|X} = Z H{Y|X =a}px(z) = =Q () + -Q(0) = 0.67 bits.
aex 3 2 3
(c)

1 1 .
H{X,Y}= —pr,y(x,y)logz(z,y) = -3 X {3[092 (3)} ~ 1.585 bits.

m’y
(d) Por definicién:

I{X:Y) = H{X,Y} — H{X|Y} — H{Y|X} ~0.251 bits.
(e) Ver figura® 1.

Ejercicio 4
(a)

(y]/xl)

17y
I(X,)Y)= P(x;,y,).loga———~="—~ ] E P(x;,y,).loga Py
XY

by P ( Yj)

P(y1) = P(x1)P(y1/71) + P(z2)P(y1/72) = p(1 — ) + (1 — p)a
P(y2) = P(21)P(y2/21) + P(x2)P(y2/72) = pa + (1 = p)(1 — a)

P(y1/$2)
P(y1)

P(yl/xl)

P(yl)

P(y2/71)
P(y2)

I(X,Y) = P(x1)P(y1/x1).logs + P(x2)P(y1/22).loga + ..

P(y2/72)

P(x1)P(y2/1).l0gs P(y2)

+ P(x2)P(y2/22).logs

Sustituyendo queda:

2By KonradVoelkel - Own work, Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11245361.
28 de mayo de 2021.
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Figura 1: Diagama de Venn conceptual relacionando entropia, entropia conjunta,
entropia condicional e informacién mutua.
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(b)  Si la potencia del ruido es muy grande, se tiene igual probabilidad de
recibir y; o yo (el ruido hace que lo recibido sea aleatorio e independiente de la
entrada). Por lo que en este caso o toma valores cercanos a %

Si la potencia del ruido es muy pequena, entonces cuando se envia un simbolo
(por ej x1), siempre se recibe el mismo simbolo en la recepcién ya sea y; 0 ya.
En este caso o toma un valor cercano a 0 o a 1.

Ejercicio 5

(a) Ellargo del archivo re-codificado serd cudntos 1s hay en el archivo original.
Por lo tanto, y dado que la probabilidad de cada 1 es (1 —pyp), resulta M (1 —py).
Por otro lado, un codificador binario éptimo va a lograr como minimo un largo
medio igual a la entropia de cada bit multiplicado por M (es decir, la entropia
del archivo original). Por lo tanto, el tamafio minimo seré:

Lnin = —M (po logy(po) + (1 — po)loga (1 — po)) - (1)

Es facil verificar realizando la curva de la entropia y (1 — pg) que para todos
los valores de py de interés de este ejercicio (py cercano a 1) la entropia es
mayor (figura 2). Incluso para el caso de pg = 0.5 el largo medio del c6digo
binario éptimo es M, pero para el cédigo estudiado aqui es M /2. La aparente
contradiccién con el teorema de codificacion es que el codigo estudiado aqui no
es binario y usa todos los naturales.
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Figura 2: La entropfa de cada bit y la funcién (1 — pp).

(b) Como cada bit es iid, la cantidad de Os consecutivos antes de cada 1
también serdn iid. En particular, la probabilidad de que la cantidad de veces
seguidas que aparece un 0 sea k es:

P(X =k)= (po)k(l —Po)-

Tenemos entonces que los simbolos posibles en nuestro alfabeto son los naturales,
son iid y con la distribucién anterior. Por lo tanto, la entropia total del archivo
re-codificado serd su largo medio por la entropia de cada simbolo.

Esta entropia es:

H{X} == pb(1—po)logy (p6(1 — po)) @)
= — 2,26 (1 = po) logy (p§) — >4 26 (1 — po) log, (1 — po)

= H{X} = —(1 - po)logs(po) Y _ptk — (1= po)logy(1 —po) Y _p,  (3)
k k

donde se usaron propiedades bésicas de logaritmos. Usando las formulas para
series que se dan en la letra lo anterior resulta:

H{X) = ~logy(po) 72~ ~ loga(1 ~ o) (4)

Como el largo medio del archivo re-codificado es (1 — pg)M, la entropia total
resulta

M(1 = po) H{X} = M(1 = po) (~loga(po) 122 ~ logy(1 — po))

1—po
= —M (po logy(po) + (1 — po) logs (1 — po)) s

igual a la del archivo original. Esto debe ser asi pues simplemente estamos
sustituyendo una representacion del mismo archivo por otra, sin perder infor-
macién en el proceso (es decir, se puede recuperar el archivo original con el
re-codificado). En la entropia entran tnicamente las probabilidades de cada
evento o simbolo (o archivo en este caos), y no su representacion.
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