Solucion del examen de Electromagnetismo
10 de febrero de 2025

Problema 1

a. Al ser el medio para r > R 6hmico, homogéneo y lineal la densidad de corriente
satisface la ley de Ohm:
J=gE.
Como el sistema se encuentra en estado estacionario la ecuacion de continuidad
op+V- J= 0, queda:
0=V.-J=gV-E.

Ademas, también debido a que el sistema se encuentra en un estado estacionario,
el campo eléctrico deriva de un potencial:

E = -Vg.

Por lo tanto:
0=V E=-V.

Es decir, vale la ecuacion de Laplace para r > R.

b. Primero determinemos la condicion de borde lejos de la esfera. La esfera cons-
tituye una regidn acotada. Por ende el campo eléctrico que generan las cargas en
la esfera tiende a cero a gran distancia. Es decir, el campo eléctrico lejos de la
esfera es el mismo que habia previamente a incluirla. Debido a la ley de Ohm
dicho campo es:

)
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Es decir, el campo lejos de la esfera es uniforme con la direcciéon de J || Z. Por
ende el potencial eléctrico lejos de la esfera varia linealmente con la coordenada

z: J J
0 0
¢ ~——z=——rcosé.
8 8
donde se utiliz6 el pasaje de la coordenada cartesiana a las coordenadas esféricas
z=rcosé.

Ahora determinemos la condicién de borde sobre la superficie de la esfera.
Como la esfera es aislante la carga no puede desplazarse dentro de la misma o,
lo que es lo mismo, la densidad de corriente es cero dentro de la esfera. Ahora
bien, el sistema estd en estado estacionario por lo que si tomamos un pequefio
cilindro con parte adentro y parte afuera de la esfera la carga dentro de dicho
cilindro no cambiara con el tiempo o, equivalentemente, el flujo de la densidad
de corriente en dicho cilindro serd nulo:

36 J-hdS = 0.
cilindro



Como se puede tomar el cilibro con el borde muy pequefio el flujo a través de la
superficie lateral es despreciable y s6lo cuenta en flujo a través de las tapas. Es
decir, dado que un vector normal a las tapas es é,:

J(r=R")=J.(r=R").

Como ya vimos que la densidad de corriente dentro de la esfera es nula con-
cluimos que la condicién de borde sobre la esfera es:

J(r=R"H=0

0, equivalentemente,
E(r=R")=0

. El problema planteado tiene simetria azimutal pues todas las condiciones de bor-
de son invariantes bajo rotaciones alrededor del eje Oz. Ademds, como ya vimos,
el potencial eléctrico cumple con la ecuacién de Laplace. Finalmente, la regién
r > R es tal que el angulo 6 de las coordenadas esféricas puede variar desde 6 = 0
hasta 6 = 7 (con los bordes incluidos). Dadas estas tres propiedades, se prob6 en
el teérico mediante el método de separacion de variables que la solucién de la
ecuacion de Laplace tiene la forma sefialada en la letra.

. Para hallar la forma del potencial eléctrico imponemos a la forma general para
este tipo de geometrias las condiciones de borde. Primero imponemos la condi-
cién de borde para r — oco. Como en ese limite el potencial crece linealmente
conr (¢~ —%z = J” 2 rcos ), concluimos que A, = 0 paratodon > 2y que

dénde se utilizé que P(cosf) = cos 6.

Sin pérdida de generalidad se puede elegir una constante aditiva del potencial
libremente por lo que tomaremos Aj = 0.

Habiendo tomado en cuenta la condicién de borde para r — oo el potencial
queda:

J B
o(r,0) = —Eor cosf + Z rnfl P, (cos ).
n=0

Procedamos ahora a imponer la otra condicion de borde. Para ello calculamos la
componente radial del campo eléctrico:

E.(r,0) = _6¢g 0 _ JO 080 + Z(n + 1) — P, (cos 6).

Dicha expresion, en r = R* queda:

P,(cos6).

"
E.(r=R",0) = Ecos9+2(n+ l)Rn+2



Ahora bien, los polinomios de Legendre son funciones linealmente independien-
tes por lo que, Bp =0, B, = O paratodon > 2y
Ji
By = —-2R3.
2g
dénde nuevamente se utilizé que P(cos ) = cos 6.
El potencial eléctrio resultante es:

Ji Jo R?
o(r,0) = ~Vrcosh- 2= cosé.
g 2g 12

. Debido a la ley de Ohm el campo densidad de corriente para r > R es:

J= —gVo.

Consecuentemente, como el potencial eléctrico es invariante bajo rotaciones al-
rededor del eje Oz:
J,=0.

La componente radial de la corriente es:

Ae(r, 0 R’
Jr=-g 9(r.0) =J0c0s9(1——3).
or r
Finalmente, se tiene que
1 9¢(r,0) _ R’
ng—g; 30 = —Josiné 1+ﬁ'



Problema 2

Definimos cémo vamos a orientar las corrientes y los voltajes en cada componente:
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a. Empecemos planteando mallas y nodos. Tomamos dos mallas, primero la que
pasa por la fuente, R, L; y L, y luego la que pasa por L, y C. Esto nos queda:

Vo=Vr+ VL| + VL2

ey
Vi, = Ve

La ley de nodos queda:

L =L+ 1I¢ 2)

Tenemos que ver como queda el voltaje en bornes de las inductancias ya que éstas
tienen mutua. Para eso veamos como es el caso canénico y luego comparamos
con cémo definimos los voltajes y corrientes para este ejercicio particular. El
caso canénico es el siguiente:



Donde Vp y Vs se miden con el positivo en el punto y Ip e Is entrando por el
punto. Con esta convencidn, los voltajes Vp y Vs cumplen:

Vp = jwLiIp + jwMIg )
Vs = jwLyIs + joMIp

Si observamos nuestro circuito podemos ver que para L;, el voltaje V;, no lo
medimos con el positivo en el punto sino que lo tomamos al revés. Algo similar
sucede con la corriente /7, no la tomamos entrando por el punto sino que saliendo
por el punto. Para L, si mantenemos la misma convencion que el caso canénico.
De esta forma vemos que:

Vp S _VLI VS - VLz

4
Ip = -1, Is =1 @)

Sustituyendo esto en 3 podemos ver como quedan los voltajes en bornes de las
inductancias:

=V, = jwLi(-1)) + joMI,

. : &)
VL2 = ]wL212 +Ja)M(—11)
Con esto la ecuacion de mallas 1 queda:
Vo =RILL + ijlll - ja)Mlz + ja)L212 - j(/.)MIl (6)
. . Ic
]a)L212 - ](/.)MI[ = (7)
JjwC
De la ecuacion 7 se puede despejar I¢:
Ic = —w*L,Ch + w*CMI, ®)



Con esto y la ecuacion de nodos podemos hallar una relacién entre [ e I:

Ic = —w*L,Cl + w*CMI, 1 - w?CM)
= bL=1 )
L =0L+I¢ l—a)szC
Ahora de la ecuacion 6 sacando de factor comun /; e I, tenemos:
Vo= (R+ jo(Li = M)y + jw (L — M) I (10)

Ahora juntando 9 y 10 podemos despejar I;:

V() (1 - a)2L2C)

I =
R(1 — w2L,C) + jw[ (L1 = M)(1 = w?L,C) + (Ly = M) (1 — w*CM)

Sabiendo I}, con 9 podemos hallar I:

L Vo (1 - w’CM)

R(1 = w?L,C) + jw[ (L1 = M) (1 = 2LsC) + (Lo — M) (1 — w2CM)]

Por dltimo con I; e I, podemos usar la ecuacién 8 para hallar /¢:

w2CV0 (M — Lz)

I =
R(1 - 0?L,C) + ja)[ (L = M) (1 = 02LsC) + (Ly - M) (1 — wzczw)]

b. La frecuencia w; que anula la corriente por la fuente, es aquella que cumple:

1
L(w)=0= w = 11
1(wr) N 11
Observando la expresion para la corriente I}, vemos que para w; = ﬁ se anula

el numerador sin que se anule el denominador, entonces esa frecuencia es la buscada.
Ahora evaluemos I, e I en esa frecuencia:

Vo Vo VIZC
I = = 12
X0 = S - - M) (12
Ic(a)l) _ —w1CV0 _ V() VLzC (13)

JA—-w?CM)  j(Ly - M)
Podemos ver que este resultado es coherente con la ley de nodos que decia I} =
I, + I¢, pero como para w; se anula /; entonces se tiene que cumplir que: I, = —I¢.



c. Ahora de forma similar hallemos w, de forma que se anule /;:

D(w) = 0 = wy = — (14)

vem

Nuevamente observando la expresion de I, podemos observar que la frecuencia
1

w2 = s cumple que anula el numerador sin anular el denominador, por lo tanto esta
frecuencia es la buscada. Evaluemos como quedan /; e /¢ evaluadas en esa frecuencia:
Vol - w3L,C) V
L(w) = - = = (15)
(1= 2LO)|R + jon(Ly - M)| R+ j5=
Vow3C(M — Ly) V,
Ie(w) = 2 7 (16)

(1 = LR+ jon(L - M)| R+ j520

Podemos ver que esto tambien es coherente con la ley de nodos ya que cuando
I, = 0, tenemos que I;=I¢ lo cual acabamos de verificar.

d. Ahora asmumimos que L; = L, = Ly que no hay pérdidas en el acople entre las
bobinas, por lo tanto M = +/L;L, = L. Imponiendo eso vemos que Ic = 0, y las
corriente /; e Ic cumplen:

V(I —w?LC)  V,

h=2T"710
R(I-w’LC) R

a7

PR -w'CM) 'V

*T RO -«?LC) R

Este resultado nuevamente es coherente con la ley de nodos, ya que si Ic = 0
entonces I} = I

(18)

Problema 3

a. Consideremos que la seccién S es constante a lo largo de todo el circuito y que
el entre hierro es pequefio en comparacion con el largo medio de las ramas del
circuito. Por lo tanto, dado que la componente normal del campo magnético se
conserva, el campo B es constante en médulo a lo largo de cada rama del circui-
to. Ademas, si suponemos que i >> g entonces las lineas de campo magnético
permanecen dentro del material y por lo tanto el flujo se conserva. Como resul-
tado, si aplicamos las leyes de Kirchhoff para circuitos magnéticos, el sistema es
equivalente al siguiente circuito eléctrico:

Ry
Ry % R
Em
_|,




Donde R; = Rz = % + /J()LS y R, = ;% son las reluctancias de cada rama

respectivamente y &,, = NI es la fmm.

Entonces, tenemos que:

$1R1 —¢3R; =0
NI - ¢2Ry — $3R3 =0
pr=¢1+¢

. De la primer igualdad, dado que las ramas 1 y 3 son iguales, deducimos que
@1 = ¢3. Luego, de la tercer igualdad tenemos que el flujo de la rama central es
¢ = 2¢1 = 2¢3. Finalmente, sustituyendo en la segunda igualdad, tenemos que:

NI
NI —2¢3R, — ¢3R5 =0 =— =
#3R2 — ¢3R3 - ¢ 3Ry + ks [
Por lo tanto,
gy = 2N
27 2R, + R;
De esto deducimos que los campos son:
5 _p.._ M 5 2NI
P T SOR Ry T YT SQRy+R3)

. Observemos que el mayor valor del campo se da en la rama central. Imponiendo
que este valor del campo no sature, aseguramos que no lo haga en el resto del
circuito. Por lo tanto, debemos imponer que:

2NI
= <
SR, + R3)

Que podemos escribir como:

ONI 21 3l-z 2
<—+—+—=
SBy uS  uS  poS

Suplantando que u = % y despejando z tenemos que:

2NI - 51H,

> Mo
K BS_MOHS

El miembro derecho de esta desigualdad corresponde al menor valor de z, y la
desigualdad debe ser estricta para que no exista saturacion.



