
Solución examen Febrero

Ejercicio 1

a) Como el problema es electrostático: 

∇× E⃗=0⇒ E⃗=−∇ ϕ

Como no hay densidad de carga libre en la región dentro de las placas,

∇ ∙ E⃗=0⇒∇ ∙∇ ϕ=∇2 ϕ=0

b) Condiciones de borde:

1 :ϕ ( x=0, y )=0, 2: ϕ ( x=a , y )=0, 3 :ϕ ( x , y=0 )=0, 4 :ϕ ( x , y=b )=V 0sin (
3 πx

a )

c) Laplaciano en cartesianas:

∇2 ϕ=
∂2 ϕ
∂ x2 +

∂2 ϕ
∂ y2=G ( y )

∂2 F ( x )

∂ x2 +F ( x )
∂2G ( y )

∂ y2 =0

1
F ( x )

∂2 F ( x )

∂ x2 +
1

G ( y )

∂2G ( y )

∂ y2 =0

Para que sea posible, ambos términos deben ser una constante:

1
F ( x )

∂2 F ( x )

∂ x2 +
1

G ( y )

∂2G ( y )

∂ y2 =0

1
F ( x )

∂2 F ( x )

∂ x2 =−M

1
G ( y )

∂2G ( y )

∂ y2 =M

donde M  es una constante, por ahora arbitraria.

Si fuera M=− k2
<0, la solución de la ecuación para F ( x ) tendría la forma

F ( x )=Cexp (ky )+Dexp ⁡( −ky )

Como las condiciones de borde 1 y 2 implican que F(0)=F(a)=0, se necesitan soluciones que se 
anulen en dos puntos, lo que es imposible con la solución anterior. Por lo tanto, debe ser  M=k2

con k  mayor o igual a cero. En consecuencia la forma de las soluciones es:

F ( x )=Acos (kx )+Bsin ⁡( kx )

G ( y )=Cexp ( ky )+Dexp (− ky )

Si imponemos las condiciones de borde 1 y 2:

F ( 0 )=0,F (a )=0→F ( x )=Bnsin ⁡(nπx /a )

Si imponemos la condición de borde 3:



G (0 )=0→G ( y )=Cn sin h ⁡(nπy /a )

La solución general será una combinación de las soluciones obtenidas por separación de
variables:

ϕ ( x , y )=∑
n

❑

Cnsin ⁡(nπx /a ) sin h ⁡(nπy /a )

donde las constantes Bn pudieron ser absorbidas en una redefinición de las constantes
Cn. Ahora imponemos la condición de borde 4:

ϕ ( x ,b )=∑
n

❑

Cn sin(
nπx
a )sin h(

nπb
a )=V 0 sin(

3 πx
a )

Como las funciones trigonométricas son una base de las funciones periódicas, podemos
identificar  término  a  término  y  solo  sobrevive  la  componente  n=3,

C3sin h (
3πb

a )=V 0

Concluimos que:

ϕ ( x , y )=
V 0

sin h(
3 πb

a )
sin(

3πx
a )sin h (

3πy
a )

d) El campo eléctrico es:

E⃗ ( x , y )=− ∇⃗ϕ ( x , y )=
−V 0 3π /a

sin h (
3πb

a )
[cos (

3πx
a )sin h(

3 πy
a ) î+sin(

3 πx
a )cos h(

3 πy
a ) ĵ ]

e) La densidad de carga superficial en un conductor verifica:

σ=ε 0 E⃗ ∙ n̂

dónde el vector n̂ es un vector normal a la superficie saliente a la misma. Aplicándolo a
cada una de las superficies se obtiene.

σ ( x=0, y )=ε 0 E⃗ ( 0, y ) ∙ î=
−ε0 V 03 π /a

sin h(
3 πb

a )
sin h(

3 πy
a )

σ ( x=a , y )=ε0 E⃗ ( a , y ) ∙ (−î )=
− ε0 V 03 π /a

sin h(
3 πb

a )
sin h(

3 πy
a )

σ ( x ,0 )=ε0 E⃗ ( x ,0 ) ∙ ĵ=
−ε0 V 0 3π /a

sin h(
3πb

a )
sin(

3πx
a )

σ ( x ,b )=ε0 E⃗ ( x ,b ) ∙ (− ĵ )=
ε0V 03 π /a

tanh (
3 πb

a )
sin(

3 πx
a )

Ejercicio 2

a) Para hallar el campo magnétco utllzamos que la dlvergencla del mlsmo es nula. En
coordenadas cllíndrlcas:



∇⃗ ∙ B⃗=
1
ρ

∂ (Bρ ρ )

∂ ρ +
1
ρ

∂ (Bθ )

∂θ +
∂B z

∂ z =0=
1
ρ

∂ ( Bρ ρ )

∂ ρ +K⟹ Bρ ρ=
− K ρ2

2 +f ( z )

⟹Bρ=
−Kρ

2 +
f ( z )

ρ

La funclón  f ( z ) debe de ser nula pues el campo está acotado sobre el eje. Sl fuera
dlstnta de cero al tender la dlstancla ρ a cero el campo dlvergería. Se deduce que la
componente radlal del campo es:

Bρ=
− Kρ

2

b) Para obtener la fuerza magnétca en el anlllo, necesltamos de la corrlente lnduclda en
el mlsmo. La corrlente lnduclda es en el sentdo de − êθ, porque la corrlente lnduclda
se opone a la varlaclón del fujo magnétco que la genera, por tanto la fuerza es:

F⃗=−I∮ dl êθ× B⃗=−I∮ dl êθ × [ (B0+ Kz ) êz −
Kρ
2 êρ ]

⟹ F⃗=− I∮ (B0+Kz ) dl êρ− I∮
Kρ
2 dl êz=− I∮

Kρ
2 dl êz=−IK a2 π êz

Aquí se utllzó que La lntegral de ê ρ es cero. Entonces, 

F⃗=−IK a2 π êz

Donde I  se refere al valor de la corrlente lnduclda. Como Kes negatvo, la fuerza apunta
hacla arrlba.

c)  Hallemos la relaclón de la corrlente lnduclda con la velocldad:

I=
−ε i

R =
1
R

dϕ
dt =

1
R

d
dt∫ B⃗ ∙ êz da=

1
R

d
dt ∫ (B0+Kz ) da=

π a2

R
d (B0+Kz )

dt =
−π a2 K

R v

pues  v=
− dz
dt .

d) Para determlnar la velocldad del anlllo reallzamos un balance de fuerzas entre el peso y
la fuerza magnétca sobre el anlllo. La segunda ley de Newton dlce:

m
dv
dt =mg − F=mg+ IK a2 π

Estamos conslderando la velocldad posltva hacla − êz

m
dv
dt =mg − F=mg −

π a2 K
R vK a2 π⟹ dv

dt +
( π a2 K )

2

mR v=g

dv
dt +cv=g , c=

(π a2 K )
2

mR

Sl se espera mucho tempo la derlvada de la velocldad tende a cero y por lo tanto, la
velocldad tende a su valor aslntótco: vasin=g/c

La lntensldad correspondlente es: I asin=
g

m πa2
|k|

.



e)  La soluclón general es suma de la soluclón de la homogénea y de la partcular hallada
en la secclón anterlor:

v=Ae−ct
+

g
c

Sl se lmpone la condlclón lnlclal:

v ( 0 )=0⟹ A=
− g
c

Se llega a la soluclón partendo del reposo:

v=
g
c

(1−e−ct ) ,c=
( π a2 K )

2

mR

Ejercicio 3

a) Circuito magnético -

Φ Req=Φ
4 l
μS=N1 I1+N2 I2⟹Φ=

μS
4 l (N1 I1+N2 I2 )

L1=N1
dΦ
dI 1

=N1
2 μS

4 l

L2=N2
dΦ
dI 2

=N2
2 μS

4 l

M 12=M 21=N2
dΦ
dI1

=N 1 N2
μS
4 l =√L1 L2

b) Queremos el Zeq que puede sustituir el circuito de la siguiente forma:

V= (iω L1+R ) I 1+iωM I 2 malla1

0=iω L2 I 2+iωM I 1+R I 2 malla2

Lo que interesa resolver es 

V '
=V − R I 1=iω L1 I 1+iωM I 2=Zeq I 1

Para ello, despejemos de la malla2

0=iω L2 I 2+iωM I 1+R I 2⟹ I 2=
− iωM I 1

iω L2+R

V '
=iω L1 I 1−iωM

iωM I 1

iω L2+R=(iω L1+
ω2 M2

iω L2+R ) I1=Zeq I 1



Zeq=(iω L1+
ω2 M 2

iω L2+R )=
ω2

( M
2 − L1 L2 )+iω L1 R

iω L2+R

Zeq=
(ω

2
( M

2 −L1 L2 )+iω L1 R ) ( R −iω L2 )

(ω L2 )
2
+R2 =

iω L1 R
iω L2+R

dónde se utilizó para la última igualdad que  M 2
=L1 L2 .

c) Calculemos  I 1, cuando  N1=N2. En este caso,  L1=L2=M , llamaremos a las tres  L.
Para esto podemos resolver de cero a ambas mallas, o aplicar las condiciones a Zeq.

Zeq=
(ω2 L2 R+iωL R2 )

(ωL )
2
+R2

V '
=V −R I 1=Zeq I 1⟹V= (R+Zeq ) I1⟹ I 1=

V
R+Zeq

R+Zeq=
(ω2 L2 R+ iωL R2 )

( ω L )
2
+ R2 +R=

(ω2 L2 R+iωL R2
+R3

+ω2 L2 R )

( ωL )
2
+R2 =R

(2ω2 L2
+iωLR+R2 )

(ωL )
2
+R2

|R+Zeq|=
R√ (2 ( ωL )

2
+R2

)
2
+ ( RωL )

2

( ωL )
2
+R2 ,θ=artg(

RωL
2 ( ωL )

2
+R2 )

I 1 ( t )=
V

|R+Zeq|e
iθ e iωt

=
V

|R+Zeq|
e i (ωt −θ )

Tomando la parte real:

i1 ( t )=
V ( ( ωL )

2
+R2 )

R√ (2 (ωL )
2
+R2 )

2
+ ( RωL )

2
cos ( ωt−θ )


