
Soluciones 

 

Ejercicio 1 –  

a) Las ecuaciones de campo son: 

∇⃗⃗ ∙ 𝐵⃗ = 0   ∇⃗⃗ × 𝐻⃗⃗ = 𝐽𝑇 , 𝐵⃗ = 𝜇0(𝐻⃗⃗ + 𝑀⃗⃗ ) 

Dentro de la esfera magnetizada, no tenemos corrientes transportadoras 

∇⃗⃗ ∙ 𝐵⃗ = 0 , ∇⃗⃗ × 𝐻⃗⃗ =
1

𝜇0
∇⃗⃗ × 𝐵⃗ − ∇⃗⃗ × 𝑀⃗⃗ = 0,  

Como 𝑀⃗⃗  es uniforme, su rotor es nulo y por lo tanto ∇⃗⃗ × 𝐵⃗ = 0, entonces puedo definir 

un potencial 𝜑𝑚 tal que  𝐵⃗ = −𝜇0∇⃗⃗ 𝜑𝑚 ⇒ ∇2𝜑𝑚 = 0. 

Fuera de la esfera: 

∇⃗⃗ ∙ 𝐵⃗ = 0   ∇⃗⃗ × 𝐻⃗⃗ =
1

𝜇0
∇⃗⃗ × 𝐵⃗ = 0 

Nuevamente, como el rotor es nulo puedo definir un potencial  𝜑𝑚, y como su 

divergencia es nula, dicho potencial cumple Laplace. 

𝐵⃗ = −𝜇0∇⃗⃗ 𝜑𝑚 ⇒ ∇2𝜑𝑚 = 0 

 

b) Condiciones de borde: 

En 𝑟 → 0 el potencial no puede divergir porque no hay corrientes concentradas en el 

origen que justifiquen tal divergencia  

𝜑1(𝑟 → 0) → 𝑐𝑡𝑒1 (𝐶𝐵1) 

En 𝑟 → ∞ todos los campos deben de tender a cero porque no tengo fuentes que se 

extiendan hasta el infinito: 

𝜑2(𝑟 → ∞) → 𝑐𝑡𝑒2 (𝐶𝐵2)  

En 𝑟 = 𝑅 se deben verificar las ecuaciones de campo, por un lado ∇⃗⃗ ∙ 𝐵⃗ = 0 ⇒ 𝐵1𝑟 =

𝐵2𝑟 ⇒ −𝜇0
𝜕𝜑1

𝜕𝑟
|
𝑅

= −𝜇0
𝜕𝜑2

𝜕𝑟
|
𝑅

 

𝜕𝜑1

𝜕𝑟
|
𝑅

=
𝜕𝜑2

𝜕𝑟
|
𝑅
   (𝐶𝐵3), 

Por ultimo ∇⃗⃗ × 𝐻⃗⃗ = 0 ⇒  ∇⃗⃗ × 𝐵⃗ = 𝜇0∇⃗⃗ × 𝑀⃗⃗ ⇒ 𝐵2𝑡 − 𝐵1𝑡 = 𝜇0𝐾𝑀 = 𝜇0𝑀0𝑠𝑖𝑛𝜃 = 

1

𝑟
(
𝜕𝜑1

𝜕𝜃
−

𝜕𝜑2

𝜕𝜃
)|

𝑅
= 𝑀0𝑠𝑖𝑛𝜃   (𝐶𝐵4) 

 



c) Planteo las soluciones a menos de una constante. Si logro verificar todas las condiciones 

de borde, por el teorema de unicidad los potenciales 𝜑1 y 𝜑2 serán la solución. 

𝜑1(𝑟, 𝜃) = (𝐴1𝑟 + 𝐶1/𝑟
2)𝑐𝑜𝑠𝜃 +

𝐷1

𝑟
 

𝜑2(𝑟, 𝜃) = (𝐴2𝑟 +
𝐶2

𝑟2
) 𝑐𝑜𝑠𝜃 +

𝐷2

𝑟
 

Los potenciales de los términos 𝐷1 y 𝐷2 corresponderian a la existencia de monopolos, 

asi que son nulo.  Por la condición (𝐶𝐵1), 𝐶1 = 0, y por la condición (𝐶𝐵2), 𝐴2 = 0. 

Ahora imponemos (𝐶𝐵3)  

+𝐴1𝑐𝑜𝑠𝜃 = (−2
𝐶2

𝑅3
) 𝑐𝑜𝑠𝜃 

⟹ 𝐴1𝑅
3 = −2𝐶2  (2.1) 

Además por (CB4) 

1

𝑟
(
𝜕𝜑1

𝜕𝜃
−

𝜕𝜑2

𝜕𝜃
) = −

1

𝑅
(𝐴1𝑅)𝑠𝑖𝑛𝜃 +

1

𝑅
(
𝐶2

𝑅2
) 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑀0𝑠𝑖𝑛𝜃 

⟹ 𝐴1𝑅
3 = 𝐶2 − 𝑀0𝑅

3 (2.2) 

Restando 2.2-2.1: 

3𝐶2 − 𝑀0𝑅
3 = 0 ⟹ 𝐶2 =

𝑀0𝑅
3

3
 

𝐴1 = −2𝐶2/𝑅
3 = −

2𝑀0

3
 

Entonces: 

𝜑1(𝑟, 𝜃) = −
2𝑀0

3
𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃    (2.3) 

𝜑2(𝑟, 𝜃) =
𝑀0𝑅

3

3𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝜃  (2.4) 

d) Calculo el campo magnético tomando el gradiente en 2.3 y 2.4: 

𝐵⃗ 1 = −𝜇0∇⃗⃗ 𝜑1 = −𝜇0 [
𝜕𝜑1

𝜕𝑟
𝑒̂𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝜑1

𝜕𝜃
𝑒̂𝜃] = −𝜇0 [−

2𝑀0

3
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒̂𝑟 + (

2𝑀0

3
) 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒̂𝜃] 

𝐵⃗ 1 = 𝜇0

2𝑀0

3
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒̂𝑟 − 𝜇0

2𝑀0

3
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒̂𝜃 =

2

3
𝜇0𝑀⃗⃗  

𝐵⃗ 2 = −𝜇0∇⃗⃗ 𝜑2 = −𝜇0 [
𝜕𝜑2

𝜕𝑟
𝑒̂𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝜑2

𝜕𝜃
𝑒̂𝜃] =

= −𝜇0 [−(
2𝑀0𝑅

3

3𝑟3 ) 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒̂𝑟 − (
𝑀0𝑅

3

3𝑟3 )𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒̂𝜃] 

𝐵⃗ 2 =
1

3
𝜇0𝑀0

𝑅3

𝑟3
 [2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒̂𝑟 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒̂𝜃] 



Ejercicio 2 – Circuito magnético. 

Φ𝑅𝑒𝑞 = 𝑁𝐼 ⇒ 𝑅𝑒𝑞 =
2𝑙

𝜇1𝑆
+

2𝑙

𝜇2𝑆
=

2𝑙

𝑆𝜇𝑒𝑓
, 𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑜 

1

𝜇𝑒𝑓
=

1

𝜇1
+

1

𝜇2
 

Φ
2𝑙

𝜇𝑒𝑓𝑆
= 𝑁𝐼 ⇒  Φ =

𝑁𝐼𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙
   

a) Para calcular la autoinductancia, tomo el flujo total que pasa por la bobina: 

 

Φ𝑇 = 𝑁Φ =
𝑁2𝐼𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙
⇒ 𝐿 =

𝑑Φ𝑇

𝑑𝐼
=

𝑁2𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙
 

b) El módulo del campo magnético en todo el circuito magnético es el mismo, y se obtiene 

del flujo: 

 𝐵 =  
𝑁𝐼𝜇𝑒𝑓

2𝑙
=

𝑁𝐼

2𝑙
 

𝜇2𝜇1

𝜇1 + 𝜇2
  

Con respecto a 𝐻, vale:  

𝐻1 = 
𝑁𝐼

2𝑙

𝜇𝑒𝑓

𝜇1
=

𝑁𝐼

2𝑙

𝜇2

𝜇1 + 𝜇2
   , 𝐻2 = 

𝑁𝐼𝜇𝑒𝑓

2𝑙𝜇2
= 

𝑁𝐼

2𝑙

𝜇1

𝜇1 + 𝜇2
     

c) Para que el sistema no sature el módulo del campo B debe ser menor al campo de 

saturación siempre: 

𝐵 = 
𝑁𝐼

2𝑙
 

𝜇2𝜇1

𝜇1 + 𝜇2
< 𝐵𝑠𝑎𝑡 

Para obtener 𝐼, miramos el circuito bobina- fuente: 

𝑉 − 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0 ⇒ 𝑉0 − 𝑖𝜔𝐿𝐼𝑜 = 0 ⇒ 𝐼𝑜 =

𝑉0

𝑖𝜔𝐿
 

Entonces, el máximo valor de intensidad y por ende el máximo valor de campo que existirá en 

el circuito es: 𝐼𝑚𝑎𝑥 = 𝑉0/𝜔𝐿 

 
𝑁𝑉0𝜇𝑒𝑓

2𝑙𝜔𝐿
< 𝐵𝑠𝑎𝑡 ⇒ 𝜔𝑚𝑖𝑛 =

𝑁𝑉0𝜇𝑒𝑓

2𝑙𝐵𝑠𝑎𝑡𝐿
=

𝑁𝑉0𝜇𝑒𝑓

2𝑙𝐵𝑠𝑎𝑡

𝑁2𝜇𝑒𝑓𝑆
2𝑙

=
𝑉0

𝑁𝐵𝑠𝑎𝑡𝑆
 

d) La energía acumulada se puede calcular a partir de los campos 
1

2
∫ 𝐻⃗⃗ ∙ 𝐵⃗ 𝑑𝑉 o como 

1

2
𝐿𝐼2. 

𝑈 =
1

2
∫ 𝐻⃗⃗ ∙ 𝐵⃗ 𝑑𝑉 =

1

2
𝐵2 (

1

𝜇1
+

1

𝜇2
) 𝑆2𝑙 =

1

2

𝐵2𝑆2𝑙

𝜇𝑒𝑓
=

1

2
(
𝑁𝐼𝜇𝑒𝑓

2𝑙
)
2 2𝑙

𝜇𝑒𝑓
𝑆 =

1

2

𝑁2𝑆𝜇𝑒𝑓

2𝑙
𝐼2 

𝑈 =
1

2
𝐿𝐼2 =

1

2

𝑁2𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙
𝐼2 =

1

2

𝑁2𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙

𝑉0
2

(𝜔𝐿)2
cos2(𝜔𝑡 − 𝜋/2) 

El promedio temporal de cos2(𝜔𝑡 − 𝜋/2) es ½. Entonces la energía media almacenada es: 

𝑈 =
1

4

𝑁2𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙

𝑉0
2

(𝜔𝐿)2
=

1

4

𝑁2𝜇𝑒𝑓𝑆

2𝑙

𝑉0
24𝑙2

(𝜔)2𝑆2𝜇𝑒𝑓
2 𝑁2

=
1

2

𝑉0
2𝑙

𝜇𝑒𝑓𝑆𝑁
2𝜔2

 



 

Ejercicio 3 – 

 

𝑉 = 𝑅𝐼 + 𝑖𝜔𝐿𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀𝐼2 +
𝐼1

𝑖𝜔𝐶
→ 𝑉 − 𝑅𝐼 = 𝑉′ = 𝑖𝜔𝐿𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀𝐼2 +

𝐼1
𝑖𝜔𝐶

 

𝑉 = 𝑅𝐼 + 𝑖𝜔𝐿𝐼2 − 𝑖𝜔𝑀𝐼1 → 𝑉′ = 𝑖𝜔𝐿𝐼2 − 𝑖𝜔𝑀𝐼1  

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 

𝑉′ = 𝑖𝜔𝐿𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀(𝐼 − 𝐼1) +
𝐼1

𝑖𝜔𝐶
= [𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀) −

𝑖

𝜔𝐶
] 𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀𝐼   (3.1) 

𝑉′ = 𝑖𝜔𝐿𝐼 − 𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀)𝐼1  (3.2) 

Despejamos 𝐼1 de 3.2 y sustituimos en 3.1.  

𝑉′ − 𝑖𝜔𝐿𝐼

−𝑖𝜔(𝑙 + 𝑀)
= 𝐼1 → 𝑉′ = [𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀) −

𝑖

𝜔𝐶
]

𝑉′ − 𝑖𝜔𝐿𝐼

−𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀)
− 𝑖𝜔𝑀𝐼    

𝑉′ (1 +
1

𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀)
[𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀) −

𝑖

𝜔𝐶
])

=
𝐼

𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀)
(𝑖𝜔𝐿 [𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀) −

𝑖

𝜔𝐶
] − 𝑖𝜔𝑀𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀)) 𝐼 

𝑉′ [2𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀) −
𝑖

𝜔𝐶
] = (

𝐿

𝐶
− 𝜔2𝐿(𝐿 + 𝑀) + 𝜔2𝑀(𝐿 + 𝑀)) 𝐼 

𝑉′ =

(
𝐿
𝐶 − 𝜔2(𝐿 − 𝑀)(𝐿 + 𝑀))

[2𝑖𝜔(𝐿 + 𝑀) −
𝑖

𝜔𝐶]
𝐼 → 𝑍𝑒𝑞 =

−𝑖 (
𝐿
𝐶 − 𝜔2(𝐿 − 𝑀)(𝐿 + 𝑀))

[2𝜔(𝐿 + 𝑀) −
1

𝜔𝐶]
 

a) Para que la potencia disipada sea nula, la corriente por dicha rama debe ser nula (𝐼 =

0), y por ende el módulo de la impedancia equivalente total 𝑍𝑒𝑞 + 𝑅 debe divergir, ósea 

𝑍𝑒𝑞 → ∞ 

2𝜔(𝐿 + 𝑀) −
1

𝜔𝐶
= 0 → 𝜔0 =

1

√2(𝐿 + 𝑀)𝐶
 

 

b) El voltaje en el condensador es: 

 



𝑉𝑐 = −
𝑖

𝜔0𝐶
𝐼1 

Usando al ecuación de la primera rama tomada y que 𝐼 = 0, 𝐼1 = −𝐼2 

𝑉 = 𝑖𝜔𝐿𝐼1 + 𝑖𝜔𝑀𝐼1 +
𝐼1

𝑖𝜔𝐶
= 𝑖 (𝜔(𝐿 + 𝑀) −

1

𝜔𝐶
) 𝐼1 = 𝑖 (

1

2𝜔0𝐶
−

1

𝜔0𝐶
) 𝐼1

= −
𝑖

2𝜔0𝐶
𝐼1 =

𝑉𝑐
2

 

Entonces |𝑉𝑐| = 2|𝑉| 


