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Problema 1 –  

a) Adentro del conductor en electrostática, el campo eléctrico es cero, y el 

potencial constante. Por ende vale el laplaciano igual a cero. Afuera del 

conductor, el rotor del campo eléctrico es nulo (∇ × 𝐸⃗ = 0), y como la densidad 

de carga libre es cero (∇ ∙ 𝐷⃗⃗ = 𝜌𝐿 = 0) y el dieléctrico es lineal (𝐷⃗⃗ = 𝜀𝐸⃗ ), la 

divergencia del campo eléctrico también es nula (∇ ∙ 𝐸⃗ = 0), por lo tanto el 

potencial verifica Laplace (∇2𝜑2 = 0).  

 

b)  

𝜑1(𝑟, 𝜃) =  𝜑0   𝑟 ≤ 𝑎 
 

𝜑2(𝑟, 𝜃) = ∑ 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝐴𝑛𝑟
2 + 𝐵𝑛𝑟

−(𝑛+1))

∞

𝑛=0

   𝑟 > 𝑎 

Las condiciones de borde que debe cumplir 𝜑2(𝑟, 𝜃) son: 

𝐶𝐵1 → 𝜑2(𝑟 → ∞, 𝜃) = −𝐸0𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 + 
𝑄

4𝜋𝜀𝑟
+ ∑ 𝜗 (

1

𝑟𝑛
)

∞

𝑛=2
 

El primer término corresponde a la contribución del campo eléctrico uniforme y el 

segundo a la existencia de carga neta en un dieléctrico lineal (primer término del 

desarrollo multipolar). 

𝐶𝐵2 → 𝜑2(𝑎, 𝜃) = 𝜑1(𝑎, 𝜃) 

𝐶𝐵3 → 𝐷2𝑛 =  𝜀𝐸2𝑛 = −𝜀
𝜕𝜑2

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 𝜎𝐿 

 

Usando CB1, 𝐴1 = −𝐸0, 𝐵0 =
𝑄

4𝜋𝜀
, 𝐴𝑛 = 0 𝑐𝑜𝑛 𝑛 ≥ 2 

Usando CB2 

𝜑2(𝑎, 𝜃) = −𝐸0𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 +
𝑄

4𝜋𝜀𝑎
+ ∑ 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝐵𝑛𝑎

−(𝑛+1))

∞

𝑛=1

= 𝜑0    

Usando que los polinomios de Legendre 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) son linealmente independientes, 

llegamos a 𝐵1 = 𝐸0𝑎
3, 𝐵𝑛 = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑛 ≥ 2.  De esta forma los potenciales son: 



𝜑2(𝑟, 𝜃) =
𝑄

4𝜋𝜀𝑟
 + 𝐸0 (

𝑎3

𝑟2
− 𝑟) 𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝜑1(𝑟, 𝜃) =
𝑄

4𝜋𝜀𝑎
 

 

c) En 𝑟 ≤ 𝑎 →  𝐸⃗ = 0, 𝐷⃗⃗ = 0 𝑦 𝑃⃗⃗  ⃗ = 0 

En 𝑟 > 𝑎 →  

𝐸⃗ = −∇𝜑2 = −
𝜕𝜑2

𝜕𝑟
𝑒̂𝑟 −

1

𝑟

𝜕𝜑2

𝜕𝜃
𝑒̂𝜃

= [
𝑄

4𝜋𝜀𝑟2
+ 𝐸0𝑐𝑜𝑠𝜃 (1 + 2

𝑎3

𝑟3
)] 𝑒̂𝑟 + 𝐸0 (

𝑎3

𝑟3
− 1) 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒̂𝜃 

 

𝐷⃗⃗ = 𝜀𝐸⃗ = [
𝑄

4𝜋𝑟2
+ 𝜀𝐸0𝑐𝑜𝑠𝜃 (1 + 2

𝑎3

𝑟3
)] 𝑒̂𝑟 + 𝜀𝐸0 (

𝑎3

𝑟3
− 1) 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒̂𝜃 

𝑃⃗ = (𝜀 − 𝜀0)𝐸⃗  

 

d) 𝐷2𝑛 =  𝜀𝐸2𝑛 = −𝜀
𝜕𝜑2

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 𝜎𝐿 = 
𝑄

4𝜋𝑎2
+ 3𝜀𝐸0𝑐𝑜𝑠𝜃 

 

 

e) 𝜎𝑝 =  𝑃⃗⃗  ⃗ ∙ −𝑒̂𝑟 = −(𝜀 − 𝜀0)𝐸2𝑛 = − [
𝑄(𝜀−𝜀0)

4𝜋𝜀𝑎2 + 3(𝜀 − 𝜀0)𝐸0𝑐𝑜𝑠𝜃] 

 

f) 𝑝 = ∫𝜎𝑝 𝑟 𝑑𝑎 = ∫− [
𝑄(𝜀−𝜀0)

4𝜋𝜀𝑎2 + 3(𝜀 − 𝜀0)𝐸0𝑐𝑜𝑠𝜃] 𝑟𝑒̂𝑟𝑎
2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜑𝑑𝜃 

𝑝 = −∫[
𝑄(𝜀 − 𝜀0)

4𝜋𝜀𝑎2
+ 3(𝜀 − 𝜀0)𝐸0𝑐𝑜𝑠𝜃] 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜑𝑑𝜃𝑘̂ 

𝑝 = −
2𝜋3(𝜀 − 𝜀0)𝐸0𝑎

32

3
𝑘̂ = −4𝜋𝑎3(𝜀 − 𝜀0)𝐸0𝑘̂ 

 

Problema 2 –  

a) El sistema se encuentra en estado estacionario, por ende verifica que ∇ ∙ 𝐽 = 0, 

y el problema es análogo a las soluciones electrostáticas, donde existe un 

potencial lineal en cada región y con ello un campo constante 𝐸1𝑖̂ y 𝐸2𝑖̂. Veamos 

las condiciones de borde: 

 

En  𝑥 =  𝐿/3  

𝐽2𝑛 − 𝐽1𝑛 =  0 → 𝑔2𝐸2 = 𝑔1𝐸1 

 

Además,  



0 − 𝑉0 = −∫ 𝐸1𝑑𝑥

𝐿
3

0

− ∫ 𝐸2𝑑𝑥
𝐿

𝐿
3

→  𝑉0 =
𝐸1𝐿

3
+

𝐸22𝐿

3
=

𝐿

3
(𝐸1 +

2𝑔1𝐸1

𝑔2
) →  

𝐸1 =
3𝑉0

𝐿(1 + 2𝑔1/𝑔2)
, 𝐸2 = 

𝑔13𝑉0/𝑔2

𝐿(1 + 2𝑔1/𝑔2)
 

 

𝐽1 = 𝐽2 = 𝑔1𝐸1 =
3𝑔1𝑉0

𝐿(1 + 2𝑔1/𝑔2)
,   

 

b) El potencial en 𝑥 =  𝐿/3 es  

𝑉𝐿/3 − 𝑉0 = −∫ 𝐸1𝑑𝑥

𝐿
3

0

= −
𝑉0𝐿

𝐿 (1 +
2𝑔1

𝑔2
)

→ 𝑉𝐿
3
= 𝑉0 (1 − 

1

(1 +
2𝑔1

𝑔2
)
)

=
2𝑔1𝑉0

𝑔2 + 2𝑔1
   

 

c) En la interfase 𝐷2𝑛 − 𝐷1𝑛 = 𝜎𝐿 

𝜀2𝐸2 − 𝜀1𝐸1 = 𝜎𝐿 = (
𝜀2

𝑔2
−

𝜀1

𝑔1
) 𝐽 =  

3𝑔1𝑉0 (
𝜀2

𝑔2
−

𝜀1

𝑔1
)

𝐿(1 + 2𝑔1/𝑔2)
 

 

La densidad de carga superficial de polarización se calcula como: 

 

𝜎𝑃1
= 𝑃⃗ 1 ∙ 𝑖̂ = (𝜀1 − 𝜀0)𝐸1 = (

𝜀1 − 𝜀0

𝑔1
) 𝐽 

𝜎𝑃2
= 𝑃⃗ 2 ∙ −𝑖̂ = −(𝜀2 − 𝜀0)𝐸2 = −(

𝜀2 − 𝜀0

𝑔1
) 𝐽 

𝜎𝑃 = 𝜎𝑃1
+ 𝜎𝑃2

= (
𝜀1 − 𝜀0

𝑔1
−

𝜀2 − 𝜀0

𝑔2
) 𝐽 

 

d) Para que no exista carga libre en la interfase, se debe verificar: 

 

𝜎𝐿 = 0 → 
𝜀2

𝑔2
=

𝜀1

𝑔1
  

e) Bajo la condición anterior donde 𝜎𝐿 = 0 en la interfase, el sistema es equivalente 

a dos capacitores en serie y a dos resistencias en serie.  

 

𝐶𝑒𝑞 = (
1

𝐶1
+

1

𝐶2
)
−1

=
𝐶1𝐶2

𝐶1 + 𝐶2
 

 

En un capacitor de área 𝑆 y distancia entre las placas 𝑑, relleno por un medio con 

permitividad  𝜀, el campo eléctrico es uniforme y su modulo es 𝐸 = 𝑉0/𝑑, y se 

relaciona con la carga por 𝜎 =
𝜀𝑉0

𝑑
→ 𝑄 = 𝜎𝑆 =

𝜀𝑆𝑉0

𝑑
= 𝐶𝑖𝑉0. 



 

Entonces  

𝐶𝑖 =
𝜀𝑖𝑆

𝐿𝑖
,   𝑐𝑜𝑛 𝐿1 =

𝐿

3
, 𝑦 𝐿2 =

2𝐿

3
  

𝐶𝑒𝑞 =
3𝑆

𝐿

𝜀1𝜀2

(2𝜀1 + 𝜀2)
 

 

Por otro lado las resistencias en serie se suman como: 

 

𝑅𝑒𝑞 = 𝑅1 + 𝑅2 

 

En un medio de espesor d, donde hay un campo uniforme con 𝐽 =  𝑔𝐸 = 𝑔𝑉0/𝑑, 

la corriente que atraviesa es 𝐼 = 𝐽𝑆 =
𝑔𝑉0𝑆

𝑑
→ 𝑅 = 𝑑/𝑔𝑆 

 

Entonces,  

𝑅𝑒𝑞 = 𝑅1 + 𝑅2 =
𝐿

3𝑔1𝑆
+

2𝐿

3𝑔2𝑆
=

𝐿

3𝑆

(𝑔2 + 2𝑔1)

𝑔1𝑔2
 

 

 


