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Problema 1 –  

En estado estacionario se verifica la ecuación de Laplace en el espacio entre las placas. De 
modo que podemos tomar la solución de Laplace para el potencial en coordenadas cilíndricas: 

∇ଶ𝜙 = 0  →  𝜙(𝑟) = −𝐴𝑙𝑛(𝑟) + 𝐵 

𝐸ሬ⃗ = −∇𝜙 → 𝐸ሬ⃗ =
𝐴

𝑟
𝑒̂௥ 

La contante A se obtiene integrando el campo entre las placas. 

−𝑉଴ = 𝜙(𝑏) − 𝜙(𝑎) = − න 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑟
௕

௔

= − න
𝐴

𝑟
𝑑𝑟

௕

௔

= −𝐴𝑙𝑛 ൬
𝑏

𝑎
൰ → 𝐴 =

𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

 

𝐸ሬ⃗ =
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑟
𝑒̂௥ ,   𝐷ሬሬ⃗ = 𝜀𝐸ሬ⃗    𝑦  𝐽 = 𝑔𝐸ሬ⃗  

b) Calculemos la densidad de carga libre en cada placa 

𝜎௅(𝑟 = 𝑎) = 𝐷ሬሬ⃗ ∙ 𝑒̂௥ = 𝜀
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑎
    𝜎௅(𝑟 = 𝑏) = 𝐷ሬሬ⃗ ∙ −𝑒̂௥ = −𝜀

𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑏
     

c) La corriente la calculamos integrando  𝐽 en un área cilíndrica entre ambas placas 

𝐼 = ඵ 𝐽 ∙ 𝑛ො𝑑𝑎 = ඵ
𝑔𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑟

ଶగ  ௅

଴  ଴

𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 = 2𝜋𝐿
𝑔𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

 

La resistencia puede obtenerse a partir de  𝑉଴ = 𝑅𝐼, de la expresión hallada en c): 

𝑅 =
ln ቀ

𝑏
𝑎ቁ

2𝜋𝐿𝑔
 

La potencia disipada puede calcularse como el producto del voltaje y la corriente a través de la 
resistencia:  

𝑃 = 𝑉଴𝐼 =
𝑉଴

ଶ

𝑅
=

2𝜋𝐿𝑔𝑉଴
ଶ

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

 

Alternativamente, puede calcularse también a partir de: 

𝑃 = න 𝐽 ∙ 𝐸ሬ⃗ 𝑑𝑉 = 𝑔 න 𝐸ଶ 𝑑𝑉 = 𝑔 ቌ
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

ቍ

ଶ

න
1

𝑟ଶ
𝑟𝑑𝑟2𝜋𝐿 =

2𝜋𝐿𝑔𝑉଴
ଶ

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

=
𝑉଴

ଶ

𝑅
  



d) Al desconectar la fuente, el sistema ya no está en estado estacionario, y el capacitor 
comienza a descargarse a través de la resistencia. De la ecuación de continuidad tenemos: 

∇ ∙ 𝐽 +
𝜕𝜌௅

𝜕𝑡
= 0 →

𝑔𝜌௅

𝜀
+

𝜕𝜌௅

𝜕𝑡
= 0 → 𝜌௅(𝑟, 𝑡) = 𝜌௅(𝑟, 0)𝑒ି

௚
ఌ

௧ 

Como 𝜌௅(𝑟, 0) = 0, sigue sin haber carga libre en el espacio entre las placas ya que 𝜌௅(𝑟, 𝑡) =

0  para todo t posterior. Para ver cómo evoluciona la carga en las placas evaluamos las 
condiciones de borde en ellas: 

𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = 𝐷௡(𝑟 = 𝑎), 𝑦 𝜎̇௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = −𝐽௡(𝑟 = 𝑎) 

Entonces 

𝜕𝜎௅

𝜕𝑡
+

𝑔

𝜀
𝜎௅ = 0 

𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = 𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 0)𝑒ି
௚
ఌ

௧ = 𝜀
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑎
𝑒ି

௚
ఌ

௧ 

Con esta densidad de carga podemos aplicar la Ley de Gauss para hallar el Campo eléctrico 

𝐸(𝑟, 𝑡)(2𝜋𝑟𝐿) = 𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) ൬
2𝜋𝑎𝐿

𝜀
൰ = 𝜀

𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑎
𝑒ି

௚
ఌ

௧
൬

2𝜋𝑎𝐿

𝜀
൰ → 

𝐸ሬ⃗ =
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑟
𝑒ି

௚
ఌ

௧𝑒̂௥ = 𝐸ሬ⃗ (𝑟, 0)𝑒ି
௚
ఌ

௧ 

𝑉(𝑡) = 𝜙(𝑎) − 𝜙(𝑏) = − න 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑟
௔

௕

= න 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑟
௕

௔

= 𝑉଴𝑒ି
௚
ఌ

௧ 

La energía total disipada va a ser la energía almacenada en el capacitor en t=0: 

𝑈௧௢௧ = 𝑈஼(𝑡 = 0) =
1

2
𝐶𝑉଴

ଶ =
1

2

2𝜋𝐿𝜀

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

𝑉଴
ଶ =

𝜋𝐿𝜀

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

𝑉଴
ଶ 

Alternativamente, puede hallarse a partir de la potencia disipada: 

𝑃 = න 𝐽 ∙ 𝐸ሬ⃗ 𝑑𝑉 = 𝑔 න 𝐸(𝑟, 0)ଶ 𝑒ିଶ
௚
ఌ

௧𝑑𝑉 = 𝑔 ቌ
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

ቍ

ଶ

𝑒ିଶ
௚
ఌ

௧
න

1

𝑟ଶ
𝑟𝑑𝑟2𝜋𝐿 =

2𝜋𝐿𝑔𝑉଴
ଶ

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

=
𝑉଴

ଶ

𝑅
𝑒ିଶ

௚
ఌ

௧ 

Luego, la energía total se halla integrando la potencia disipada entre 0 e infinito:  

𝑈 = න 𝑃𝑑𝑡
ஶ

଴

=
𝑉଴

ଶ

𝑅

𝜀

2𝑔
=

1

2
𝐶𝑉଴

ଶ 

Recordando que 𝑅𝐶 =
ఌ

௚
  , la energía disipada coincide con la energía almacenada en el 

capacitor en t=0. 

 



Problema 2 

a) Para hallar las constantes usaremos que el cilindro interno y externo llevan la misma 
corriente, pero en sentidos opuestos:  

𝐼଴ = ඵ 𝐽ଵ
ሬሬሬ⃗ ∙ 𝑘෠𝑑𝑎 = ඵ 𝛾𝑟ଶ𝑑𝑟𝑑𝜃

ଶగ  ௔

଴  ଴

=
𝛾2𝜋𝑎ଷ

3
→  𝛾 =

3𝐼଴

2𝜋𝑎ଷ
 

𝐼଴ = ඵ 𝐽ଶ
ሬሬሬ⃗ ∙ (−𝑘෠)𝑑𝑎 = ඵ 𝛽𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

ଶగ  ௖

଴  ௕

=
2𝜋𝛽(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)

2
→  𝛽 =

𝐼଴

𝜋(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
 

 

b) Para calcular 𝐵ሬ⃗  y 𝑀ሬሬ⃗  comenzaremos calculando 𝐻ሬሬ⃗  con la ley de Ampere. Por la simetría, con 
corrientes según 𝑘෠, y medios lineales, todos los campos resultan según 𝑒̂ఏ (regla de la mano 
derecha), pasaremos a escribir solo los módulos.  

ර 𝐻ሬሬ⃗ ∙ 𝑑𝑙 = ඵ 𝐽 ∙ 𝑛ො𝑑𝑎 

Región (𝒓 < 𝒂),   

𝐻(𝑟)2𝜋𝑟 = ඵ 𝛾𝑟ଶ𝑑𝑟𝑑𝜃

ଶగ  ௥

଴  ଴

=
𝛾2𝜋𝑟ଷ

3
→ 𝐻(𝑟) =

𝛾𝑟ଶ

3
=

𝐼଴𝑟ଶ

2𝜋𝑎ଷ
 , 𝐵 = 𝜇଴𝐻 = 𝜇଴

𝐼଴𝑟ଶ

2𝜋𝑎ଷ
  (1) 

Región (𝒂 < 𝒓 < 𝒃),   

𝐻(𝑟)2𝜋𝑟 = 𝐼଴ → 𝐻(𝑟) =
𝐼଴

2𝜋𝑟
 ,   𝐵 = 𝜇𝐻 = 𝜇

𝐼଴

2𝜋𝑟
 , 𝑀 = ൬

𝜇

𝜇଴
− 1൰ 𝐻 = ൬

𝜇

𝜇଴
− 1൰

𝐼଴

2𝜋𝑟
 (2) 

Región (𝒃 < 𝒓 < 𝒄),   

𝐻(𝑟)2𝜋𝑟 = ඵ 𝛾𝑟ଶ𝑑𝑟𝑑𝜃

ଶగ  ௔

଴  ଴

− ඵ 𝛽𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

ଶగ  ௥

଴  ௕

= 𝐼଴ − 𝛽𝜋(𝑟ଶ − 𝑏ଶ) = 𝐼଴ + 𝛽𝜋𝑏ଶ − 𝛽𝜋𝑟ଶ

= 𝛽𝜋(𝑐ଶ − 𝑟ଶ) 

𝐻 =
𝛽(𝑐ଶ − 𝑟ଶ)

2𝑟
=

𝐼଴

2𝜋𝑟

(𝑐ଶ − 𝑟ଶ)

(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
,    𝐵 = 𝜇଴𝐻 = 𝜇଴

𝐼଴

2𝜋𝑟

(𝑐ଶ − 𝑟ଶ)

(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
 (3) 

Región (𝒄 < 𝒓), 

  𝐻(𝑟)2𝜋𝑟 = 𝐼଴ − 𝐼଴ = 0 → 𝐻 = 0, 𝐵 = 𝜇଴𝐻 = 0.  (4) 

 

No hay magnetización (M=0) fuera de la región 𝑎 < 𝑟 < 𝑏.   

 

 

 

 



c) Bosquejo B vs r:  

 

 

d) Calculemos el flujo 

𝜙 = න 𝐵ሬ⃗ ∙ 𝑛ො𝑑𝑎 = 𝑙 න 𝐵𝑒̂ఏ ∙ 𝑒̂ఏℎ𝑑𝑟 = ℎ න 𝐵𝑑𝑟 

 

𝜙 =
ℎ𝐼଴𝜇଴

2𝜋
ቈ   න

𝑟ଶ

𝑎ଷ
𝑑𝑟

௔

଴

+
𝜇

𝜇଴
න

1

𝑟
𝑑𝑟

௕

௔

+ න
1

𝑟

(𝑐ଶ − 𝑟ଶ)

(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
𝑑𝑟

௖

௕

቉ 

𝜙 =
ℎ𝐼଴

2𝜋
𝜇଴ ቈ  

1

3
+

𝜇

𝜇଴
ln ൬

𝑏

𝑎
൰ + ln ቀ

𝑐

𝑏
ቁ

𝑐ଶ

(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
−

1

2
቉ 

 

𝜙 =
ℎ𝜇଴

2𝜋
ቈ  

𝜇

𝜇଴
ln ൬

𝑏

𝑎
൰ + ln ቀ

𝑐

𝑏
ቁ

𝑐ଶ

(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
−

1

6
቉ 𝐼଴ 

 

La autoinductancia por unidad de longitud resulta: 

𝐿

ℎ
=

𝜇଴

2𝜋
ቈ  

𝜇

𝜇଴
ln ൬

𝑏

𝑎
൰ +

𝑐ଶ

(𝑐ଶ − 𝑏ଶ)
ln ቀ

𝑐

𝑏
ቁ −

1

6
቉ 

 

 

 

 

 

 

 

 



Problema 3 

El circuito de la figura es alimentado por una fuente de voltaje 𝑣(𝑡) = 𝑉଴𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 = 𝑅𝑒(𝑉) =

𝑅𝑒(𝑉଴𝑒௝ఠ௧).  Vamos a calcular la impedancia equivalente del circuito.  

Primero sumamos las impedancias en serie en la rama de L y C: 

𝑍ଵ = 𝑗𝜔𝐿 +
1

𝑗𝜔𝐶
= 𝑗

(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)

𝜔𝐶
 

Luego, sumamos 𝑍ଵ con 𝑅ଶ = 𝑅 (impedancias en paralelo): 

1

𝑍ଶ
=

1

𝑅
+

1

𝑍ଵ
=

1

𝑅
− 𝑗

𝜔𝐶

(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)
=

(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1) − 𝑗𝜔𝐶𝑅

(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)𝑅
→ 

𝑍ଶ =
(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)𝑅

(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1) − 𝑗𝜔𝐶𝑅
=

(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)𝑅[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1) + 𝑗𝜔𝐶𝑅]

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
 

Finalmente sumamos en serie 𝑍ଶ con 𝑅ଵ = 𝑅: 

𝑍௘௤ = 𝑅 + 𝑍ଶ = 𝑅 +
(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)𝑅[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1) + 𝑗𝜔𝐶𝑅]

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
 

𝑍௘௤ = 𝑍௥௘௔௟ + 𝑗𝑍௜௠௔௚ = ቆ𝑅 +
𝑅 (𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
ቇ + 𝑗 ቆ

𝜔𝐶𝑅ଶ(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
ቇ 

𝑍௘௤ =
𝑅(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଷ + (𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)𝑅[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1) + 𝑗𝜔𝐶𝑅]

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
 

𝑍௘௤ =
2𝑅(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଷ + 𝑗𝜔𝐶(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)𝑅ଶ

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
 

Ahora calculemos la fase de 𝑍௘௤: 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑡𝑔 ൬
𝑍௜௠௔௚

𝑍௥௘௔௟
൰ = 𝑎𝑟𝑡𝑔 ቆ

𝜔𝑅𝐶(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)

2(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶቇ 

y su módulo: 

ห𝑍௘௤ห = ට𝑍௜௠௔௚
ଶ + 𝑍௥௘௔௟

ଶ

= ඨቆ𝑅 +
𝑅 (𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
ቇ

ଶ

+ ቆ
𝜔𝐶𝑅ଶ(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
ቇ

ଶ

 

ห𝑍௘௤ห = 𝑅
ඥ(2(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
 

ห𝑍௘௤ห = 𝑅
ඥ4(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ସ + 𝜔ସ𝐶ସ𝑅ସ + 5𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ

[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ]
 

b) La corriente resulta 𝑖(𝑡) = 𝑅𝑒(𝐼), donde  

𝐼(𝑡) =
𝑉(𝑡)

𝑍௘௤
=

𝑉(𝑡)

ห𝑍௘௤ห𝑒௝ఏ
=

𝑉(𝑡)

ห𝑍௘௤ห
𝑒ି௝ఏ =

𝑉଴

ห𝑍௘௤ห
𝑒௝ఠ௧𝑒ି௝ఏ =  

𝑉଴

ห𝑍௘௤ห
𝑒௝(ఠ௧ିఏ) 



𝑖(𝑡) = 𝑅𝑒(𝐼) =
𝑉଴

ห𝑍௘௤ห
cos (𝜔𝑡 − 𝜃) 

𝑖(𝑡) =
𝑉଴[(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ + 𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ] cos (𝜔𝑡 − 𝜃)

𝑅ඥ4(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ସ + 𝜔ସ𝐶ସ𝑅ସ + 5𝜔ଶ𝐶ଶ𝑅ଶ(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1)ଶ
 

c) Para que la corriente i(t) y el voltaje v(t) por la fuente estén en fase, 𝜃 = 0, es decir su 
tangente debe ser nula y por ende la parte imaginaria de Z.  

𝜔𝑅𝐶(𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1) = 0 → 𝜔ଶ𝐿𝐶 − 1 = 0 → 𝜔଴ =
1

√𝐿𝐶
 

En este caso tenemos una resonancia y el circuito se reduce a dos resistencias en serie.  

d) En las condiciones de (c), la potencia instantánea entregada por la fuente es 

𝑃(𝑡) = 𝑖(𝑡)𝑣(𝑡) =
𝑉଴

ଶ

𝑅
cosଶ(𝜔଴𝑡) 

El promedio del coseno en un periodo de tiempo 𝑇 =
ଶగ

ఠబ
 resulta ½.  

Entonces la potencia media entregada por la fuente es:  

𝑃௠ =
𝑉଴

ଶ

2𝑅
 

 

Alternativamente, la potencia media también puede calcularse como: 

𝑃௠ =
1

2
𝑅𝑒{𝑉𝐼∗} =

1

2
𝑅𝑒{𝑉଴

ଶ𝐼∗} =
1

2
𝑅𝑒 ቊ𝑉଴

ଶ
𝑒௝ఏ

ห𝑍௘௤(𝜔଴)ห
ቋ =

1

2

𝑉଴
ଶ

𝑅
cos(𝜃(𝜔଴) = 0) =

𝑉଴
ଶ

2𝑅
 


