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Problema 1 –  

a) El problema es electrostático de modo que el rotacional del campo eléctrico es cero.  

Para 0 < 𝑟 < 𝑎 no hay medios dieléctricos ni carga libre, entonces  

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐸ሬ⃗ =
𝜌௅

𝜀଴
= 0   ∇ሬሬ⃗ × 𝐸ሬ⃗ = 0 

Existe un potencial 𝜙ଵ, tal que 𝐸ሬ⃗ = − ∇ሬሬ⃗ 𝜙ଵ , 𝜙ଵ verifica la ecuación de Laplace ∇ଶ𝜙ଵ = 0.  

Fuera de la cavidad, el medio es lineal y tampoco hay carga libre  

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐸ሬ⃗ =
𝜌௅

𝜀
= 0   ∇ሬሬ⃗ × 𝐸ሬ⃗ = 0 

Existe un potencial 𝜙ଶ, tal que 𝐸ሬ⃗ = − ∇ሬሬ⃗ 𝜙ଶ , 𝜙ଶ verifica la ecuación de Laplace ∇ଶ𝜙ଶ =0.  

b) condiciones de frontera: 
a. El potencial 𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) diverge en el origen como un dipolo puntual 

𝜙ଵ(𝑟 → 0, 𝜃) →
1

4𝜋𝜀଴

𝑝଴𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ଶ
   

b. El potencial 𝜙ଶ(𝑟 → ∞, 𝜃) debe corresponderse con el campo eléctrico uniforme en el 
infinito 

𝜙ଶ(𝑟 → ∞, 𝜃) = −𝐸଴𝑧 = −𝐸଴𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 

c. En r=a (frontera entre los medios) el potencial debe ser continuo 𝜙ଶ(𝑎, 𝜃) =  𝜙ଵ(𝑎, 𝜃).  
d. En r=a el desplazamiento dieléctrico normal es continuo porque no hay carga libre sobre 

la zona interfacial. 
 

En 𝑟 =  𝑎 

𝐷2𝑟 = 𝐷1𝑟 ⇒ 𝜀
𝜕𝜙

2

𝜕𝑟
ฬ

𝑎

= 𝜀0

𝜕𝜙
1

𝜕𝑟
ฬ

𝑎

 

 
Esta condición se deduce de aplicar gauss sobre la frontera, es una pastilla cilíndrica por ejemplo 
cuyo alto tienda a cero.  
 

c) El problema tiene simetría esférica y azimutal, por lo cual la solución general a la 
ecuación de la Laplace puede ser escrita con la siguiente expresión 

𝜙(𝑟, 𝜃) = ෍ 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−(𝑛+1))

∞

𝑛=0

    

Como las condiciones de borde solo involucran términos hasta 𝑃ଵ, cortaremos el 
desarrollo en 𝑛 =  1, y evaluaremos si se cumplen las condiciones de frontera. De 



cumplirse, aplicando el teorema de unicidad de la solución de la ecuación de Laplace, 
podemos asegurar que ese es el potencial del problema a menos de una constante 
aditiva.  

Proponemos las siguientes expresiones para los potenciales en los medios 1 (𝑟 < 𝑎) y 2 
(𝑟 > 𝑎). 

𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 +
𝐵0

𝑟
+ ቆ𝐴1𝑟 +

𝐵1

𝑟2 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 < 𝑎    

𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) = 𝐶0 +
𝐷0

𝑟
+ ቆ𝐶1𝑟 +

𝐷1

𝑟2 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 > 𝑎    

Aplicando la condición de borde (a). se observa que  

𝐵ଵ =
1

4𝜋𝜀0

𝑝
0

, 𝐵0 = 0 

Aplicando la condición de borde (d).   

𝐶ଵ = −𝐸଴ 

Aplicando continuidad (c) 

𝐴଴ + ൬𝐴ଵ𝑎 +
𝐵ଵ

𝑎ଶ
൰ 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐶଴ +

𝐷଴

𝑎
+ ൬𝐶ଵ𝑎 +

𝐷ଵ

𝑎ଶ
൰ 𝑐𝑜𝑠𝜃     

𝐴଴ = 𝐶଴ +
𝐷଴

𝑎
 

𝐴ଵ𝑎 +
𝐵ଵ

𝑎ଶ
= 𝐶ଵ𝑎 +

𝐷ଵ

𝑎ଶ
 

Aplicando (d) 

𝜀 ቆ𝐶1 −
2𝐷1

𝑎3 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃 −
𝜀𝐷଴

𝑎2  = 𝜀଴ ቆ𝐴1 −
2𝐵1

𝑎3 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

Utilizando que los polinomios de Legendre 𝑃଴ = 1  y 𝑃ଵ = cos θ son ortogonales: 

𝐶ଵ −
2𝐷ଵ

𝑎ଷ
=

𝜀0

𝜀
൬𝐴ଵ −

2𝐵ଵ

𝑎ଷ
൰ , 𝐷଴ = 0, 𝐴଴ = 𝐶଴ 

 

𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + ൬𝐴1𝑟 +
1

4𝜋𝜀଴

𝑝
0

𝑟2൰ 𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 < 𝑎    

𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + ቆ−𝐸0𝑟 +
𝐷1

𝑟2 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 > 𝑎    

Tenemos que operar con:  

𝐶ଵ −
2𝐷ଵ

𝑎ଷ
=

𝜀0

𝜀
൬𝐴ଵ −

2𝐵ଵ

𝑎ଷ
൰ (1) 

𝐶ଵ +
𝐷ଵ

𝑎ଷ
= 𝐴ଵ +

𝐵ଵ

𝑎ଷ
 (2) 



Combinando las ecuaciones anteriores como 2*(2) +(1) 

𝐴ଵ = −
3𝜀𝐸଴

(2𝜀 + 𝜀0)
−

𝑝଴

2𝜋𝜀0𝑎ଷ

(𝜀 − 𝜀0)

(2𝜀 + 𝜀0)
 

Y haciendo ( 𝜀

𝜀0
)*(1) –(2) 

൬
𝜀

𝜀଴
− 1൰ 𝐶1 − ቆ1 +

2𝜀

𝜀଴
ቇ

𝐷1

𝑎3 = −3
𝐵1

𝑎3  

𝐷ଵ =
ቂ3𝐵ଵ + ቀ1 −

𝜀
𝜀0

ቁ 𝐶1𝑎3ቃ

ቀ1 +
2𝜀
𝜀0

ቁ
 

𝐷ଵ =
3𝑝଴

4𝜋(2𝜀 + 𝜀0)
−

(𝜀 − 𝜀0)𝐸଴𝑎3

(2𝜀 + 𝜀0)
 

 
Reuniendo todo en los potenciales tenemos 

𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + ቈ− ቆ
3𝜀𝐸0

(2𝜀 + 𝜀଴)
+

𝑝
0

2𝜋𝜀଴𝑎3

(𝜀 − 𝜀଴)

(2𝜀 + 𝜀଴)
ቇ 𝑟 +

1

4𝜋𝜀଴

𝑝
0

𝑟2቉ 𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 < 𝑎    

𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + ቈ−𝐸0𝑟 + ቆ−
(𝜀 − 𝜀଴)𝐸0𝑎ଷ

(2𝜀 + 𝜀଴)
+

3𝑝
0

4𝜋(2𝜀 + 𝜀଴)
ቇ

1 

𝑟2቉ 𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 > 𝑎    

 

Observemos que, si el medio dieléctrico fuera el vacío igual que en la cavidad, 
tendríamos un único medio con 𝜀 =  𝜀଴ y resultaría 𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) y correspondiente 
al potencial de un dipolo puntual en el origen más un campo externo uniforme  

𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + ൬−𝐸0𝑟 +
1

4𝜋𝜀଴

𝑝
0

𝑟2൰ 𝑐𝑜𝑠𝜃     

 

d) Para calcular la densidad superficial de carga de polarización en r=a, debemos 
considerar la polarización en el medio dieléctrico: 

𝑃ሬ⃗ = (𝜀 − 𝜀0)𝐸ሬ⃗ ଶ =  −(𝜀 − 𝜀0)∇𝜙
2
 

𝜎௣௔ = 𝑃ሬ⃗ ∙ (−𝑒ො𝑟)ห
௥ୀ௔

= −(𝜀 − 𝜀0)∇𝜙
2

∙ (−𝑒ො𝑟)ห
௥ୀ௔

=  (𝜀 − 𝜀0)
𝜕𝜙

2

𝜕𝑟
ฬ

௥ୀ௔
 

𝜎௣௔ = (𝜀 − 𝜀0) ൭−𝐸଴ + ቆ
2(𝜀 − 𝜀0)𝐸଴

(2𝜀 + 𝜀0)
−

3𝑝଴

2𝜋𝑎3(2𝜀 + 𝜀0)
ቇ൱ 𝑐𝑜𝑠𝜃     

𝜎௣௔(𝜃) =
−3𝜀0

(2𝜀 + 𝜀0)
(𝜀 − 𝜀0) ൬𝐸଴ +

𝑝଴

2𝜋𝜀0𝑎3
൰ 𝑐𝑜𝑠𝜃     

Observemos que, como es de esperar, si fuera  𝜀 =  𝜀଴, 𝜎௣௔ = 0 

 

 



 

Problema 2.  

a)  

Como estamos en estado estacionario, de la ecuación de continuidad, en cada una de 
las regiones, 1 (a<r<b) y 2 (b<r<c), tenemos (en coordenadas cilíndricas, donde r es la 
distancia al eje z): 

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐽1 = 0 → 𝑔
1

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐸ሬሬ⃗ 1 = 0 → 𝐸ሬሬ⃗ 1(𝑟) =
𝐴

𝑟
𝑒ො𝑟 

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐽2 = 0 → 𝑔
2

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐸ሬሬ⃗ 2 = 0 → 𝐸ሬሬ⃗ 2(𝑟) =
𝐵

𝑟
𝑒ො𝑟 

con A y B constantes a determinar. 

Evaluando la diferencia de potencial entre los conductores en r=a y r=c: 

𝑉଴ = 𝜙(𝑎) − 𝜙(𝑐) = − න 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑟
௔

௖

= න 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑟
௖

௔

= න 𝐸ሬ⃗ ଵ ∙ 𝑑𝑟
௕

௔

+ න 𝐸ሬ⃗ ଶ ∙ 𝑑𝑟
௖

௕

=

= 𝐴𝑙𝑛 ൬
𝑏

𝑎
൰ + 𝐵𝑙𝑛 ቀ

𝑐

𝑏
ቁ 

Aplicando la condición de borde en la interfase entre los medios óhmicos (r=b). Como 
el sistema está en régimen estacionario, 𝜎̇௅(𝑟 = 𝑏) = 0 , las componentes normales de 
las densidades de corriente volumétrica resultan iguales en r=b: 

𝐽ଶ௥ = 𝐽ଵ௥ → 𝑔ଵ𝐸ଵ௥ = 𝑔ଶ𝐸ଶ௥ → 𝑔ଵ𝐴 = 𝑔ଶ𝐵 

𝐴𝑙𝑛 ൬
𝑏

𝑎
൰ +

𝑔ଵ

𝑔ଶ
𝐴𝑙𝑛 ቀ

𝑐

𝑏
ቁ = 𝑉଴ 

𝐴 =
𝑉଴

𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ +

𝑔ଵ

𝑔ଶ
𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

, 𝐵 =
𝑉଴

𝑔ଶ

𝑔ଵ
𝑙𝑛 ቀ

𝑏
𝑎ቁ + 𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

  

𝐸ሬ⃗ ଵ =
𝑉଴

𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ +

𝑔ଵ

𝑔ଶ
𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

1

𝑟
𝑒̂௥    𝐸ሬ⃗ ଶ =

𝑉଴

𝑔ଶ

𝑔ଵ
𝑙𝑛 ቀ

𝑏
𝑎ቁ + 𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

1

𝑟
𝑒̂௥ 

 

Existe una sola densidad de corriente (𝐽ଶ = 𝐽ଵ)  → 𝐽 =
௚భ௚మ௏బ

௚మ௟௡ቀ
್

ೌ
ቁା௚భ௟௡ቀ

೎

್
ቁ

ଵ

௥
𝑒̂௥ 

Para calcular la corriente, 𝐼,  calculamos el flujo de 𝐽 a través de la cara lateral de una 
superficie cilíndrica de radio r fijo, arbitrario (a<r<c): 

𝐼 = න 𝐽 ∙ 𝑑𝑎⃗
ௌ

= ඵ
𝑔ଵ𝑔ଶ𝑉଴

𝑔ଶ𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ + 𝑔ଵ𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

1

𝑟
𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

ଶగ ௅

଴ ଴

= 2𝜋𝐿
𝑔ଵ𝑔ଶ𝑉଴

𝑔ଶ𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ + 𝑔ଵ𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

 

Donde 𝑑𝑎⃗ = 𝑒̂௥(𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧). 

b) La resistencia se deduce de la ecuación anterior ya que 𝑉଴ = 𝑅𝐼: 



𝑅 =
𝑔ଶ𝑙𝑛 ቀ

𝑏
𝑎ቁ + 𝑔ଵ𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

2𝜋𝐿𝑔ଵ𝑔ଶ
 

El resultado esta en acuerdo con dos resistencias (cilíndricas) en serie: 

𝑅ଵ =
𝑙𝑛 ቀ

𝑏
𝑎ቁ

2𝜋𝐿𝑔ଵ
    𝑅ଶ =  

𝑙𝑛 ቀ
𝑐
𝑏ቁ

2𝜋𝐿𝑔ଶ
 

La potencia se obtiene a partir de 𝑃 = 𝑉଴𝐼 = 𝑅𝐼ଶ o bien a partir de  𝑃 = ∫ 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝐽𝑑𝑉
௏

. 

𝑃 = 2𝜋𝐿
𝑔ଵ𝑔ଶ𝑉଴

ଶ

𝑔ଶ𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ + 𝑔ଵ𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

 

 

c) Calculemos las densidades de carga libre 

𝜎௅(𝑟 = 𝑎) = 𝐷ଵ
ሬሬሬሬ⃗ ∙ (𝑒̂௥) = 𝐷ଵ௡ = 𝜀0

𝑉0

𝑙𝑛 ൬
𝑏
𝑎൰ +

𝑔1
𝑔2

𝑙𝑛 ቀ
𝑐
𝑏

ቁ

1

𝑎
   

𝜎௅(𝑟 = 𝑐) = 𝐷ଶ
ሬሬሬሬ⃗ ∙ (−𝑒̂௥) = −𝐷ଶ௡ = −𝜀0

𝑉0

𝑔
2

𝑔
1

𝑙𝑛 ൬
𝑏
𝑎൰ + 𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏

ቁ

1

𝑐
   

𝜎௅(𝑟 = 𝑏) = ൫𝐷ଶ
ሬሬሬሬ⃗ − 𝐷ଵ

ሬሬሬሬ⃗ ൯ ∙ (𝑒̂௥) =  
𝜀0𝑉0

𝑏
൥

1
𝑔2
𝑔1

𝑙𝑛ቀ
𝑏

𝑎
ቁ+𝑙𝑛ቀ

𝑐

𝑏
ቁ

− 
1

𝑙𝑛ቀ
𝑏

𝑎
ቁ+

𝑔1
𝑔2

𝑙𝑛ቀ
𝑐

𝑏
ቁ
൩ =

𝜀0𝑉0(𝑔1−𝑔2)

 𝑔2𝑙𝑛ቀ
𝑏

𝑎
ቁ+𝑔1𝑙𝑛ቀ

𝑐

𝑏
ቁ

1

𝑏
 

  
Observación:  fuera 𝑔ଵ = 𝑔ଶ, resulta 𝜎௅(𝑟 = 𝑏) = 0, como es de esperar. 
  

d) Al desconectar la fuente el sistema ya no está en estado estacionario, de las 
condiciones de borde para J y D: 

𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = 𝐷ଵ௡(𝑟 = 𝑎, 𝑡), 𝑦 𝜎̇௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = −𝐽ଵ௡(𝑟 = 𝑎, 𝑡) 

Entonces  
𝜕𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝐽ଵ௡(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = −𝑔ଵ𝐸ଵ௡(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = −

𝑔ଵ

𝜀଴
𝐷ଵ௡(𝑟 = 𝑎, 𝑡)

= −
𝑔ଵ

𝜀଴
𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡)  →  

      
𝑔ଵ

𝜀଴
𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) +

𝜕𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0   → 

𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = 𝜎௅(𝑟 = 𝑎, 0)𝑒
ି 

௚భ
ఌబ

௧
=

𝜀଴𝑉଴𝑔ଶ

 𝑔ଶ𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ + 𝑔ଵ𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

1

𝑎
𝑒

ି 
௚భ
ఌబ

௧
 

Análogamente para r = c: 

𝜎௅(𝑟 = 𝑐, 𝑡) = 𝜎௅(𝑟 = 𝑐, 0)𝑒
ି 

௚మ
ఌబ

௧
= −

𝜀଴𝑉଴𝑔ଵ

 𝑔ଶ𝑙𝑛 ቀ
𝑏
𝑎ቁ + 𝑔ଵ𝑙𝑛 ቀ

𝑐
𝑏ቁ

1

𝑐
𝑒

ି 
௚మ
ఌబ

௧
 

 



 

Ejercicio 3. 

a)  Aplicando la ley de Ampere en forma integral, considerando una curva cerrada (C) en 
forma de rectángulo paralelo al eje z, con un lado dentro del solenoide y otro fuera y 
dado que el campo magnético es cero fuera del solenoide resulta: 

න 𝐵ሬሬ⃗ . 𝑑

஼

𝑙 ሬ⃗ = 𝜇
𝑜

𝐼𝐶 → 𝐵ሬሬ⃗ (𝑡) = 𝜇
𝑜

𝑛𝑖(𝑡)𝑧ො = 𝜇
𝑜
𝑛𝑖𝑜𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)𝑧ො 

El campo magnético dentro de la bobina es uniforme espacialmente y es según 𝑧̂ 
b) Para deducir el campo eléctrico inducido aplicamos la ley de Faraday, considerando 

como curva una circunferencia (C) de radio r (perpendicular al eje z y centrada en él) y 
la recorremos en sentido horario. 𝑒̂ఏ sentido horario con el pulgar según 𝑧̂. Por 
simetría, el campo eléctrico es 𝐸ሬ⃗ (𝑟, 𝑡)𝑒̂ఏ 𝑦 𝐵ሬ⃗ (𝑡) = 𝜇௢𝑛𝑖𝑧̂ = 𝜇௢𝜇௢𝑛𝑖௢𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)𝑧̂ (hallado 
en la parte anterior) 

𝑟 < 𝑏       ර 𝐸ሬሬ⃗ . 𝑑𝑙 ሬ⃗
஼

 = −
𝑑𝜙

𝐵

𝑑𝑡
= − 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
(𝜋𝑟2) → 𝐸(2𝜋𝑟) = − (𝜋𝑟2)𝜇

𝑜
𝑛𝑖𝑜𝜔𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

→ 𝐸ሬ⃗ (𝑟, 𝑡) = − 
𝜇௢𝜔𝑟

2
 𝑛𝑖௢𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)𝑒̂ఏ 

𝑟 > 𝑏          ර 𝐸ሬሬ⃗ . 𝑑𝑙 ሬ⃗
஼

 = −
𝑑𝜙

𝐵

𝑑𝑡
= − 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
൫𝜋𝑏2൯ → 𝐸(2𝜋𝑟) = − ൫𝜋𝑏2൯𝜇

𝑜
𝑛𝑖𝑜𝜔𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

→ 𝐸ሬ⃗ (𝑟, 𝑡) = − 
𝜇௢𝜔𝑏ଶ

2𝑟
 𝑛𝑖௢𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)𝑒̂ఏ 

c) Para 𝑡 =
ଶగ

ఠ
→ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) = 1.  

ቚ𝐸ሬ⃗ ቀ𝑟, 𝑡 =
ଶగ

ఠ
ቁቚ =  ቀ

ఓ೚ఠ௡௜೚

ଶ
 ቁ 𝑟    ,   r<b          y     ቚ𝐸ሬ⃗ ቀ𝑟, 𝑡 =

ଶగ

ఠ
ቁቚ =  ቀ

ఓ೚ఠ௕మ௡௜೚

ଶ
ቁ 

ଵ

௥
    ,   r>b 

 
Entonces, el bosquejo del módulo de los campos resulta:  

 

 

d) Podemos calcular la inductancia mutua a partir del flujo del campo magnético a través 
de la espira:  

𝜙஻ = 𝜇௢𝑛𝑖𝜋𝑎ଶ → 𝑀 =
𝑑𝜙஻

𝑑𝑖
=

𝜙஻

𝑖
=  𝜇௢𝑛𝜋𝑎ଶ 

 


