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Problema 1 -
a)Mediol (0<z<a)

Las placas central e inferior tienen una diferencia de potencial Vo y el campo entre

ellas es uniforme: V(z=0)-V(z=a) =Ea — El = _%ZA
i D n ol > —&oVo o
En ese medio, calculamos D;: D, =¢gE +P= (T + P, )z

Por ser aislante perfecto, g;=0, y resultan la densidad de corriente y la corriente nulas:
Ji=01E1=0, L :fA J1:dA=0
Medio2 (a <z <a+b)

Analogamente, las placas central y superior tienen una diferencia de potencial Vo, de
modo que el campo eléctrico entre ellas resulta:

-V
Viz=a)-V(z=a+b) =E,b —>E2=?OZA
En este caso, el medio es lineal entonces: 52 = eﬁz = gbﬂé

> = Vo A . . .
Podemos calcular J, = gE, = 5%, y la corriente, como el flujo de la densidad de
b

corriente a través de la superficie de area A: L = fA fz. dA = A = gTV"A
b) En la placa inferior (z = 0): Oy =Dy 2 = (%OVO + P, )
En la placa superior (z = a + b): Opegsp = Dy * (-2) = —e%

En la placa central (z = a), imponemos que la densidad de carga sea nula y
despejamos el valor de V, para que ello ocurra:

— N — N Vo _SOVO PO CleO
Or=a =Dz 2 l.Z:E?_( a +P°>:0 - V=g €~ za+ &b
b a
c) densidades de carga de polarizacion:
medio 1: P :ﬁo
UP|z=0:ﬁo'—2:—Po Up|z=a:ﬁo'2zpo pP:_V'ﬁOZO

medio 2: B, = (¢ — &y)E, = (¢ — so)%z”



Vo, _ _(ez&)a
b ea+ ob

5
Oplz=a =Py —2=—(e— &) Pyz

(e—gg)a n
ga+egh 0

- N VA =g
UP|z=a+b:P2'Z:(5—€o);OZ= pp=-V-P,=0

d) Cuando se desconecta la fuente, el sistema evoluciona hasta un nuevo estado
estacionario (*). En ese estado final estacionario, ya no habra corriente en el medio
6hmico, por lo que la corriente y la densidad de corriente, el campo eléctrico y el
desplazamiento en el medio 2 resultan:

I
12f=0—>]2f=27f=0 ﬁEszIZFfZO—)sz:EEzf:O

Las placas superior e inferior permanecen conectadas a tierra: Vf(z =0)=
Vf(z = a+ b) = 0. De la diferencia de potencial entre las placas central y superior,
conociendo el campo podemos hallar que el potencial final de la placa central también
sera cero:

Vi(z=a)—Vi(z=a+b)=Ey;b=0 ->Vi(z=0a)=0

Entonces,
Vf(Z = 0) - Vf(Z = a) = —Elfa 4 Elf =0

Dy = ggE1f + P = Py2
Oy = Blf "Z2=Py— Q-0 = P)A
Oz=a = D1y (—2) = =Py = Qz=a = —PoA
Oz=a+b = 52f 2=0-Qs-04p =0

(*) Entre los dos estados estacionarios, inicial y final, existe un transitorio en que el
potencial de la placa central decae exponencialmente en el tiempo desde su valor Vg
hasta 0. En cada instante la carga libre de la placa central es:

_ ga+éegb _ _ _sz:a(t)_ _ ga+egh AV (t)
Qu=a(®) = A (R V(D) —PoA - I(8) = - =2 = 4 (2202) T8

ademas: L(t) =J,(t)A = %@A

> V(t) =Vyexp(—t/T) cont= sa:;—;ob

Al final, todos los campos se anulan excepto D; debido a la polarizacion Py.

Problema 2 -

Las ecuaciones que cumplen los campos son:

V-B=0 VxH=],



Tanto dentro como fuera de la esfera no existen corrientes de transporte, entonces:

|

V-B, =0 VxH =0 =>3<p>‘1‘:171)1=—Vq0’{

<
ol

2 0 Vxﬁ2=023¢§:ﬁ2=—vg0;

Dentro de la esfera, como M es uniforme: V- M = 0, entonces V - E) =V- (% - M) =0, de
0

forma que V2@ = 0, es decir cumple Laplace. Fuera de la esfera magnética: Bj = ,uoﬁz, de
forma que V?¢@; = 0, es decir también cumple Laplace. Ambos razonamientos se basan en

V-B=0.

Condiciones de frontera:

Enr=a:
V:B=0 = Blr|7,:a = Byylr=a @ —Ho ar + uoMycos6
r=a
d¢3
=— CB1),
Ho or r:a( )
= 1(0¢; 0¢1
VXH=]r= H29|r=a—H19|r=a=0=>—<—— =0 (CB2)
r\ 06 a0 rea

No existen campos en el infinito. En r — 0 el potencial no diverge (acotado).
@5(r > o) =cte; (CB3),
@i(r - 0) = cte,, (CB4)

b) Use las condiciones de borde de la parte a) y las soluciones a la ecuacién de
Laplace para determinar ambos potenciales escalares magnéticos.

Planteo las soluciones a Laplace en coordenadas esféricas hasta orden n=1, si las mismas
verifican todas las condiciones de borde, por el teorema de unicidad, son la solucién buscada.

D,
©;(r,0) = (A7 + C;/T*)cosO + -

( 9)—(A +CZ) o +22
03(r,0) = (A1 + 3 ) cos .

Los términos 1/r deben ser nulos ya que no hay monopolos magnéticos (divergencia del campo
magnético es cero), es decir D; = D, = 0. Por otro lado C; es nulo para que no haya
divergencias en el origen (CB4) y A, es nulo para que no haya divergencias en el infinito (CB3).
Reduciendo los potenciales a:

@i(r,0) = (A;r)cosO
. G,
p5(r,0) = (r_z) cosO

Aplicando las condiciones de borde CB1 y CB2, obtenemos las siguientes relaciones:



0pxy
or

_)Al _MO = _2C2/a3

r=a

g+
CB]'_”O arl e

—poMocost = p,
a

csz-(a—"’z—a—");)

7~ 30 =0- Aa=Cy/a?

r=a

Cz/a3 = MO _ZCZ/a3

Mya® M,
Cz = 3 pA1 = —

Los potenciales son:
3

" A40 . a A40
@i(r,0) = ?rcose p5(r,0) = 23 cosf

c) Calcule los campos B y H en todo el espacio.

= . dpy 1097 _ M, PN My ,
Hy =-Vg] =— <0_rler +;a—01€9> = —?(cosaer — sinfey) = —?z

. . 2 Mya? 1 a® \ My_a®
Hy = -V, =— —3 r—3c059er—§M0r—35m9e9 —TVT—COSQ

My a® ~ oy
=33 (2cos6é, + sinfey)

Dentro de la esfera magnética (region 1): B—l) = yoﬁl + ;101\7 = %HOMOZA
—_— — 3
Fuera de la esfera magnética (region 2): B, = uoH, = %HOMO% (2cos0é, + sinbé,)

d) Jy=VxM=0, j=Mx 7’i|r=a = MyZ X é;|,—q = Mysinfe, (regla mano dcha.)

Problema 3 -

. . ., . 1
La resistencia, R, de un cable de largo [, seccién A y conductividad g, es: R = 74

Entonces, las resistencias de las bobinas son:
1 4l 1 41, 1 324
R1=——2, R2=— 2:— 2:
gmn(dy) gmn(dy) gmn(dy)

Como l; = N;(2ma) - N; = (l—l) y analogamente, N, = (1—2) = (ﬂ) = 2N,

2ma 2ma 2ma

8R,

Las bobinas tienen la misma altura h:

h=Nydy = (52)d, (h=N,d, = 2N, 5 = Nydy )

2na

A partir de la ley de Ampere podemos calcular el campo magnético en el interior de una
bobina, i, con N; vueltas, altura h, por el que circula una corriente I;, y a partir de él, el flujo a
través de la bobina debido a la corriente que pasa por ella y de alli su autoinductancia L; :



UoN;1; UoN; 1 di  UoNA(ma?)  u,N;?
B = oh”—>¢ii=NBA=Ni(%)(”a2)_’Ll_I_:l ozh _ ohz 2
Entonces,
Ko o L\ Ho Kolia
L:NZ_ 2:N2 2:(_)_ 2
r= M e =My ™ T 2nd ™ T 24,

Analogamente,

lia
L,= Nf“—;nazz(zm)z o ra? = an2 L2 a2 Fou

Nyd, ' Nydy

Como todo el flujo de una bobina pasa por la otra, el coeficiente de acoplamiento es k=1vy la
inductancia muturaresulta: M = k,/L;L, = \/L1L, = 2L,
(Obs: los flujos por cada una de las bobinas son: ¢, = L{I; + MI,, ¢, = MI; + L,1,)

b) Inicialmente (t=0s), tenemos una corriente I, circulando por el primario, mientras que por el
secundario, que estd en circuito abierto no fluye corriente alguna.

A partir de t=0s, en la malla cerrada del primario tenemos:

R 41,y H2 g
T dt
Como el secundario se encuentra en circuito abierto en todo momento, para todo instante
I,(t) = 0, entonces, la ecuacién se reduce a:

RL+ L5 =0 - L(t) = lyexp(~t/1) donde T=2
1
c) En el secundario, el voltaje inducido entre sus extremos es: V, = RI, + L, % + M% =0

y como la corriente I,(t) = 0 en todo tiempo, resulta:

di, Io t
E = —M? exp (— ;) = 2R110 eXp(—tRl/Ll)

d) La energia que se disipa durante el transitorio es la que habia almacenada en el instante
inicial en el sistema de las dos bobinas, recordando que I, = 0:

V,(t) =M

1 1 1 1
Up = §L1U1(t =0))? +§L2(12(t =0))? +EMI1(f =0)(t=0)= §L115

Alternativamente, puede hallarse la energia total disipada integrando entre 0 e infinito la
potencia instantanea disipada a través de R;, P(t) = I;%(t) Ry, llegando al mismo resultado.



