Soluciones
Examen Electromagnetismo (1128) — 22 de diciembre de 2023
Ejercicio 1

a) Consideramos coordenadas esféricas. Calculamos la densidad superficial de carga de
polarizacién en r = a como:

ap=ﬁ-ﬁ=ﬁ-(ér)=Poc059

La densidad volumétrica de polarizacién es:

Pp = -V F_)) = 0,
La carga neta total es (haciendo el CV u = cos 8, du = —sin 6 db):
o oa -1 w2t
Qp =f f Pycosf sinfa?df do = P027If —udu = P027r7 =0
0 1 -1
0

b)
i. Partiendo de:
V-D=p, =0, VxE=0, D=¢gFE+DP

En ninguna region existe carga libre, por lo que V-D= p.. = 0, en todo el espacio.

En la regién (1), r < a, como V-D=0 y como V-P = 0 entonces también V - E = 0. Como
VXE= 0, existe un potencial ¢4, tal que E=- V(pl. YcomoV-E = 0, el potencial ¢; cumple
la ecuacién de Laplace: V2@, = 0

Fuera de la esfera (region 2, r > a), estamos en el vacio, asi que P=0-5V-E=0 ya que
sabiamos que V-D=0. ComoVxE = 0, existe un potencial ¢,, tal que E=- V(pz. Y como

V-E= 0, el potencial ¢, cumple la ecuacién de Laplace parar > a: V¢, = 0.

ii. Las condiciones de frontera del potencial son
@1 (r = 0) no diverge (CB1),
@, (r = o) no diverge (CB2),
Enr = aq,

- = 09, do,
V " D = 0 = DlT = DZT (O-L = 0) = _80? + POCOSH = _50? (CBB),
a a

V X E) =0= E2t = Elt o (pl(a, 0) = (pz(a, 0) (CB4)

i. ~ Tomamos hasta primer orden (n=1) en las soluciones de Laplace en coordenadas
esféricas, y si verifica las CB entonces es la solucidn (teorema de unicidad de la
solucidn).



Tomamos

B, By
01(r,0) = <A1r +r_2) cosl + Ay +T’ r<a

D, Dy,
@, (r,0) = (Clr +r_2) cost + C, +7, r>a

Por la CB1, B; = By =0, y por CB2, C; = 0. E termino D,, corresponde, a menos de una
constante multiplicativa, a la carga neta en la esfera y como no hay carga neta, debe ser Dy = 0.

@1(r,0) = (A;r)cosO + Ay,
D
@,(r,0) = (r_zl) cosO + Cy,

De CB4 tenemos ¢4 (a,0) = ¢,(a,d)
D
(Aja)cost + Ay = <a—;) cosO + Cy,

Dy
<A1a - ;) c0s6 + (Ag — Co)1 = 0

Como los polinomios de Legendre son ortogonales entre si, los factores que multiplican a
Py(cosB) = 1yaP;(cosf) = cosB , deben ser nulos. Entonces:

D
AO = Co, Ala = a_;
Ahora, aplicando laCB 3
P1 ¢,
—&g——| + PycosO = —gyp——
o or a 0 o ar a

D
—&9(A1)cosf + Pycosf = SOZa—;cose

Entonces los potenciales son:

Po Po
@.(r,0) = 3—807"C059 + 4, = 3_502 + A4,

Pyad

3&g

1
@,(r,0) = (r_z) cosl + A,

ii. El potencial en un desarrollo dipolar es

p-7 /1

4me, (r_3)

Dada la simetria del problema, p es segln k, entonces tenemos:

p (1) 0 P0a3(1) 03 47Ta313>
— = —_ - =
41e \12 cos 3gy \r? cos p 3

Lo mismo podia deducirse simplemente por la definicién entre p y P.



d)

B, = Vg (r0) = — 227

1 ¢1(1,0) 3¢,
5 2Pya® 1 o Pya*1
E, =—Vo,(r,0) = 38, r—3coseer +3—£0r—35m9€9

Ejercicio 2

a) Tomo por la rama central el flujo magnético central, ®., hacia arriba, por la rama derecha,
®4, ‘sentido horario y por la rama izquierda ®;, sentido antihorario, de forma que en los
nodos se cumple:

O =Py + Py

Las reluctancias en las zonas con permeabilidad infinita resultan despreciables, por lo que solo
resta considerar las reluctancias del material con p; y de los entrehierros con py. Entonces
escribo las siguientes dos mallas:
1. Malla que recorre todo el exterior en el sentido horario:
D4z Dz

Hod oA 07 P T Py Pe =200 =20

2. Ahora tomamos la malla que recorre la rama central y derecha en ese mismo sentido:

b4z z d
—d+<I>C(—+—1)=NI

HoA toA A
A (i+i) = NI
HoA 2 ol piA
¢C(LE+£)=NI ) =N—IA
toA2 1A

Hallamos la autoinductancia considerando las N espiras

L= d(Nd.) NZ2A
T dl (z3 , dy
—_— +_
(Mo 2 H1)
b) Ahora vamos a calcular los campos:
En el material con permeabilidad infinita,
HOO = Ol
En la rama central,
o, NI B, B,
B = H = —, H = —
<74 (£§ +ﬁ) T e Ty “Ho
HoZ Iy

En las ramas izquierda y derecha,



2 (3;—0+2Z—1)

c¢) Ahora calculemos la energia magnética:

Solo debemos integrar en las zonas donde H no sea cero, es decir en los entrehierros y en el
material con py

U—lfﬁ Edv—lz(Bc) ! A+1(B)21 A+1(B)21dA
- T2°\2) T2 T

3z dl)

1 1
- —(BC)Z (—zA +lasta A) - —(BC)ZA(
I 200

2pq Uo

U= 1 N2?I?4 1“2
- 2(2 3 dl) 2
Ho 2t H1
d)
Calculo la fuerza magnética como F= VU|I = Z—Z| Z, donde Z indica la direccidén en la que
I
crece z.
E 3 NZ?I%4 1(A) Frf o 3 NZ?%1%4 1
=—5—(2) > = —>———=m
4(1§+ﬁ)2#o Yz +d1) 7
Ho 2 1 Y™
dmguo (Zo 3 n d1)
3AN? \po2 1y
Ejercicio 3

Pasamos a escribir mallas con fasores de corrientes.

a) i) Escribimos las mallas

VO = Rlll + ijlll _](I)MIZ (1)
0= Rzlz + j(l)LzIz _](I)Mll (2)

ii) Para resolver primero despejamos de (2),



jowM

R, + jwL,)I, = joMI L, =———-—I
Rz + jwLy)l; = jwoMIy — I, (R2+ja)L2)1

Sustituimos en (1)
JjoM

Vo =R + jwL{l{ — joM ———1
0 11y T JWlqly — Jw (R2+ij2)1

w?M?
Vo =(R{+ jwlL)[{ + ———m1
0= (Ry + jwLy)l (R2+ij2)1
I

Vy=——[(R jwL,) (R jwL 2 M2
0 (R2+ja)L2)[(2+]w )Ry +jwlq) + w ]

I = (Rz + jwLy) v
VIR, + jwLy)(Ry + jwly) + 02M?]°

joM
12 = - . VO
[(Rz + jwLy)(Ry + jwLq) + w?M?]

b) Para hallar Z,, vista desde a fuente debo escribir Vo = Z,1;

_ Ry + joLy)(Ry + jwLy) + w?M?]
“a (R, + jwLs)
_ Ry + joLy)(Ry + jwly) + 0?*M?]
B R? + w213

Z

(R; — jwLy)

_ [(R + w?L3)(Ry + jwLy) + w?*M?(R, — jwL;)]
“ R? + w?L3

c) Hallemos el voltaje en la resistencia R,

jwMR,V,

V, =R,], =
27 722 TRy + jwLy)(Ry + jwly) + wZiM?]

V, JwMR, I, jowM

Vo [(Ry+ jolp)(Ry + joLy) + w?M?’ I, (Ry + jwly)

d) Sise cortocircuita, R, = 0,

L_M V_,

L Ly ¥y

Si pasa el mismo flujo por ambas bobinas se cumple que M? = L, L,.

La potencia instantanea disipada por el circuito es la disipada por R4,
P(t) = i(Dv(t) = Ryi2(t) = Ry (Re(l;e/%))’,

(jwLy) — (jwLy)
[(jwLy)(Ry+ jwL)+w?M?] 0 ™ joL,R, 0 Ry

con I; =

Entonces,



. . 4
P(t) = i(t)v(t) = Ryi%(t) = R—cosz(wt)
1

El promedio temporal del cos?(wt) en un periodo es %. Entonces la potencia media disipada
resulta:

VZ
P, = 0
2R,

También se podia obtener con la expresién:

1 . V02
Pp = ERG(Voh) = 2R,



