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Problema 1.  

a) El problema no involucra medios dieléctricos, y estamos en electrostática, podemos partir 
de las siguientes ecuaciones: 

∇ ∙ 𝐸ሬ⃗ = 𝜌௅/𝜀଴  ∇ × 𝐸ሬ⃗ = 0, 𝐷ሬሬ⃗ = 𝜀଴𝐸ሬ⃗ + 𝑃ሬ⃗  

 
En ninguna de las dos regiones (tanto dentro como fuera del cascaron) existe 𝜌௅ , por lo que  
∇ ∙ 𝐸ሬ⃗ = 0. Como ∇ × 𝐸ሬ⃗ = 0, existe un potencial 𝜙, tal que 𝐸ሬ⃗ = − ∇𝜙. Y como ∇ ∙ 𝐸ሬ⃗ = 0, el 
potencial 𝜙 cumple la ecuación de Laplace: ∇ଶ𝜙 = 0  para 𝑟 < 𝑅, y 𝑟 > 𝑅. Llamaremos a estos 
potenciales 𝜙ଵ y 𝜙ଶ, respectivamente.  
 

b) Las condiciones de frontera son 

a. El potencial 𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) no puede divergir en el origen. 
b. El potencial 𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) no puede divergir cuando 𝑟 → ∞. 
c. En el cascaron (frontera entre los medios) el potencial debe ser continuo 

 𝜙ଶ(𝑅, 𝜃) =  𝜙ଵ(𝑅, 𝜃).  
d. En el cascaron, la componente normal del campo eléctrico tiene una discontinuidad 

proporcional a la densidad de carga libre superficial.  
 

En 𝑟 =  𝑅 

𝐸2𝑟 − 𝐸1𝑟 =
𝜎0𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜀0

⇒ −
𝜕𝜙

2

𝜕𝑟
ฬ

𝑟=𝑅

+
𝜕𝜙

1

𝜕𝑟
ฬ

𝑟=𝑅

=
𝜎0𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜀0

 

 
Esta condición se deduce de aplicar gauss sobre la frontera, es una pastilla cilíndrica, por 
ejemplo, cuyo alto tienda a cero.  
 

c.i) El problema tiene simetría esférica de revolución, por lo cual la solución general a la ecuación 
de la Laplace puede ser escrita como: 

𝜙(𝑟, 𝜃) = ෍ 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−(𝑛+1))

∞

𝑛=0

    

La letra del problema sugiere truncar la serie en 𝑛 =  1, e imponer las condiciones de frontera. 
Aplicando el teorema de unicidad para la solución de la ecuación de Laplace, podemos asegurar 
que ése es el potencial del problema, a menos de una constante aditiva. Además, la sugerencia 
de cortar hasta 𝑛 =  1 parece acorde con la configuración de carga y las condiciones de borde 
del problema.  

Entonces proponemos las siguientes expresiones para los potenciales en los medios (1) (𝑟 < 𝑅) 
y (2) (𝑟 > 𝑅). 



𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 +
𝐵0

𝑟
+ ቆ𝐴1𝑟 +

𝐵1

𝑟2 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃    , 𝑟 < 𝑅    

𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) = 𝐶0 +
𝐷0

𝑟
+ ቆ𝐶1𝑟 +

𝐷1

𝑟2 ቇ 𝑐𝑜𝑠𝜃    , 𝑟 > 𝑅    

Aplicando la condición de borde a. se observa que 𝐵଴ = 𝐵ଵ = 0, sino el potencial diverge en el 
origen. De la condición b. se obtiene que 𝐶ଵ = 0 porque sino diverge en el infinito. Con esto, 
ambos potenciales han sido simplificados:  

𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + 𝐴1𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 < 𝑅    

𝜙ଶ(𝑟, 𝜃) = 𝐶0 +
𝐷0

𝑟
+

𝐷1
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Ahora apliquemos c. (continuidad): 

𝜙ଵ(𝑅, 𝜃) = 𝐴0 + 𝐴1𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 =  𝐶0 +
𝐷0

𝑅
+

𝐷1

𝑅2 𝑐𝑜𝑠𝜃 =  𝜙ଶ(𝑅, 𝜃) 
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𝑅
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𝐷ଵ
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൰ 𝑐𝑜𝑠𝜃 =  0 

൤𝐴଴ − ൬𝐶଴ +
𝐷଴

𝑅
൰൨ 𝑃଴ + ൬𝐴ଵ𝑅 −

𝐷ଵ

𝑅ଶ 
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Como los polinomios de Legendre son ortogonales, tenemos que cada termino que los multiplica 
en las igualdades anteriores debe ser nulo.  
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Solo resta aplicar la condición d.  
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Nuevamente agrupando en 𝑃଴ y 𝑃ଵ obtenemos las condiciones 

 
𝐷଴ = 0    (3) 

𝐴ଵ +
2𝐷ଵ

𝑅ଷ
=

𝜎଴

𝜀଴
 (4) 

 

La condición (3) se podía establecer previamente notando que no hay carga neta en el cascaron 
(integrando la densidad de carga) y por ende el termino 1/r no debía aparecer en el potencial.  

 

Uniendo (1), (2), (3) y (4) tenemos que 𝐴଴ = 𝐶଴ y ଷ஽భ
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Entonces los potenciales quedan:  

𝜙ଵ(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 +
𝜎0

3𝜀0
𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃    𝑟 < 𝑅    
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Como, los potenciales cumplen la ecuación de Laplace y las condiciones de frontera, por el 
teorema de unicidad de la solución, son las soluciones al problema. A0 resulta una constante 
indeterminada, por lo que podríamos tomarla como cero sin problemas. 

c.ii) El potencial de un dipolo según el eje z, 𝑝 = 𝑝𝑧̂, toma la forma:  
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4𝜋𝜀଴
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Entonces podemos identificar que 𝑝 =
ସగோయ

ଷ
𝜎଴𝑧̂. 

También se podría calcular como: 

𝑝 = න 𝜎0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑟𝑑𝑆 = 2𝜋 න 𝜎0𝑠𝑖𝑛𝜃𝑅ଷ cosଶ 𝜃 𝑑𝜃𝑧ො =
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d) Para calcular el campo eléctrico debemos tomar el gradiente del potencial calculado para 
cada región:  
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Afuera del cascaron se recupera el campo de un dipolo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Problema 2.  

 

a.i) Por simetría, como ambas placas son mantenidas a un potencial fijo, el campo eléctrico debe 
ser radial e igual en ambos sectores (con y sin dieléctrico). Si se plantea que los campos radiales 
sean diferentes según los sectores, como las componentes tangenciales de los campos eléctricos 
deben ser iguales en la frontera dieléctrico-vacío (en el ángulo 𝜃 = 𝛽), se llega a que son iguales 
en todo el espacio entre las placas.  

Entonces se propone un único campo eléctrico de la forma:  

𝐸ሬ⃗ =
𝐴

𝑟
𝑒̂௥ 

este campo se puede deducir a partir de la ecuación de Laplace con simetría de revolución   en   
coordenadas cilíndricas: ∇ଶ𝜙(𝑟) = 0 con 𝐸ሬ⃗ = − ∇𝜙: 
 

Hallamos la contante A, evaluando la diferencia de potencial entre las placas: 

𝜙(𝑏) − 𝜙(𝑎) = − න 𝐸ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑟⃗
௕

௔

= −𝐴𝑙𝑛 ൬
𝑏

𝑎
൰ = −𝑉଴ → 𝐴 =

𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

 

Entonces,  

𝐸ሬ⃗ =
𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑟
𝑒̂௥ 

Alternativamente, también puede deducirse el campo radial, a partir de la ley de Gauss, 
llegando al mismo resultado. 

En la zona con dieléctrico 

 

𝐷ሬሬ⃗ = 𝜀𝐸ሬ⃗ =
𝜀𝑉଴
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𝑏
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𝑟
𝑒̂௥, 𝑃ሬ⃗ = (𝜀 − 𝜀଴)𝐸ሬ⃗ =

(𝜀 − 𝜀଴)𝑉଴
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𝑏
𝑎ቁ

1

𝑟
𝑒̂௥  

En la zona sin dieléctrico 

𝐷ሬሬ⃗ = 𝜀଴𝐸ሬ⃗ =
𝜀଴𝑉଴

ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

1

𝑟
𝑒̂௥ ,   𝑃ሬ⃗ = 0 

Fuera del condensador los campos son nulos. 

 

a.ii) La densidad de polarización volumétrica es cero, porque la divergencia de ese tipo de 
expresión da cero (𝜌௉ = −∇ሬሬ⃗ ∙ 𝑃ሬ⃗ = 0).  

Las densidades de carga de polarización y libre son las siguientes:  

En la zona del dieléctrico, con el ángulo 𝜃 entre 0 y 𝛽. 

𝜎௣ଵ(𝑟 = 𝑎) = 𝑃ሬ⃗ ∙ 𝑛ොห
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𝜎௣ଵ(𝑟 = 𝑏) = 𝑃ሬ⃗ ∙ 𝑛ොห
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En la zona donde no hay dieléctrico, ángulo 𝜃 entre 𝛽 y 𝜋: 

𝜎௣ଶ(𝑟 = 𝑎) = 0, 𝜎௅ଶ(𝑟 = 𝑎) = 𝐷ሬሬ⃗ ∙ 𝑒̂௥ =
𝜀0𝑉0
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𝜎௣ଶ(𝑟 = 𝑏) = 0, 𝜎௅ଶ(𝑟 = 𝑏) = 𝐷ሬሬ⃗ ∙ −𝑒̂௥ = −
𝜀0𝑉0
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Se observa que la densidad superficial de carga total (libre mas polarización) es uniforme en 
cada placa: 𝜎௣ଵห

௥ୀ௔
+ 𝜎௅ଵ|௥ୀ௔ = 𝜎௅ଶ|௥ୀ௔, (y análogamente para 𝑟 = 𝑏), lo que justifica un único 

campo eléctrico radial para ambas zonas (con o sin dieléctrico).  

b) Para calcular la capacidad del sistema, podemos integrar las densidades superficiales de carga 
libre en una de las placas y hallar la carga total Q en ella y luego, usar que Q=CV0 para determinar 
C.  Si consideramos la placa en 𝑟 =  𝑎:  

𝑄 =  න 𝜎௅ଵ𝑑𝑎ଵ + න 𝜎௅ଶ𝑑𝑎ଶ =  
𝜀𝑉0

ln ൬
𝑏
𝑎൰

1

𝑎
𝐴1 +

𝜀0𝑉0

ln ൬
𝑏
𝑎൰

1

𝑎
𝐴2,  

𝐶𝑜𝑛 𝐴ଵ = 𝛽𝐿𝑎,   𝐴ଶ = ( 𝜋 − 𝛽)𝐿𝑎 

 

𝑄 =
𝐿

ln ൬
𝑏
𝑎൰

(𝜀0( 𝜋 − 𝛽) + 𝛽𝜀)𝑉0 

Entonces la capacidad resulta:  𝐶 =
௅

୪୬ቀ
್

ೌ
ቁ

(𝜀଴( 𝜋 − 𝛽) + 𝛽𝜀) 

Otra forma alternativa, es notar que se trata de dos capacitores en paralelo donde 
Cequivalente=C1+C2 y que una capacidad genérica de un sector de cilindros de ángulo 𝛼 y 

permitividad 𝜀∗ está dada por  ௅ఌ∗ఈ  

୪୬ቀ
್

ೌ
ቁ
. 

c) Podemos calcular la energía a partir de la capacidad como: 

𝑈 =
1

2
𝐶𝑉଴

ଶ =
𝐿

2 ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

(𝜀଴( 𝜋 − 𝛽) + 𝛽𝜀)𝑉଴
ଶ 

También se puede calcular la energía a partir de integrar la densidad de energía en el  
volumen del condensador: 

𝑢ா =

⎩
⎪
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⎨

⎪
⎪
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   𝑣𝑎𝑐𝑖𝑜, 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 
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 𝑑𝑖𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟í𝑐𝑜, 0 < 𝜃 < 𝛽 
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𝐿
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𝑏
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(𝜀଴( 𝜋 − 𝛽) + 𝛽𝜀)𝑉଴
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Efectivamente, resulta igual al cálculo anterior a partir de la capacidad.  

 

d) Calculamos el momento, como el sistema se mantiene a potencial constante: 

𝜏ை =
𝑑𝑈

𝑑𝛽
ฬ

௏೚

𝑘෠ =
𝐿

2 ln ቀ
𝑏
𝑎ቁ

𝑉଴
ଶ(𝜀 − 𝜀଴)𝑘෠  

 
La dirección es la correspondiente a la regla de la mano derecha con 𝛽 creciendo, es decir 
saliente a la hoja, según 𝑘෠.  

 


