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Repaso de Probabilidad Espacio de Probabilidad

Espacio Muestral y variable aleatoria

Sea Ω un espacio muestral, es el conjunto de todos los sucesos elementales de un proceso
aleatorio. Por ejemplo:

Si lanzo una moneda al aire Ω = {C,X}
Si tiro un dado Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Si lanzo un dardo en el segmento [0, 1], Ω = [0, 1].

Una σ-álgebra A sobre Ω es el conjunto de todos los subconjuntos de Ω que serán
“probabilizables”.

Una variable aleatoria X : Ω→ R es una función que verifica que

∀x ∈ R {w : X(w) ≤ x} ∈ A

Ejemplos
1 si se tiran dos dados, el espacio muestral es

Ω = {(n1, n2) : ni ∈ {1, . . . , 6}}

y una variable aleatoria podŕıa ser la suma X(n1, n2) = n1 + n2.
2 si Ω = {población Montevideo} una variable aleatoria podŕıa ser la áltura X(w) = áltura.

Notación

[X ≤ x] = {w ∈ Ω : X(w) ≤ x}
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Repaso de Probabilidad Espacio de Probabilidad

Nociones básicas

Un evento o suceso A contiene varios sucesos elementales.

Propiedades de una probabilidad:
1 P(∅) = 0
2 P(Ac) = 1− P(A).
3 Si A ⊂ B entonces P(A) ≤ P(B)
4 P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

5 P

(
∪
n≥1

An

)
=
∑
n≥1

P(An) para conjuntos An disjuntos dos a dos.

Ejemplo: Lanzamiento de dos dados equilibrados e independientes.
1 Ω = {w1 = (1, 1), w2 = (1, 2), . . . , w36 = (6, 6)}
2 Si A =la suma de dos valores es igual a 4 entonces

P(A) = P({(1, 3), (2, 2), (3, 1)}) = P(1, 1) + P(2, 2) + P(3, 1) =
3

36

En el ejemplo anterior, si definimos como X a la variable aleatoria que devuelve la suma de los
valores observados tenemos que P(A) = P(X = 4).
Si la variable aleatoria es discreta, la ley de probabilidad de X consiste en dar los valores de las
probabilidades P(X = x) para todo valor posible x de X.
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Repaso de Probabilidad Función de distribución

Función de distribución

Si (Ω,A,P) es un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria, la función de distribución de
X es FX : R→ R definida por

FX(x) = P(X ≤ x) ∀x ∈ R

Propiedades:

1 FX(x) ∈ [0, 1] ∀x ∈ R
2 Si x1 ≤ x2 entonces FX(x1) ≤ FX(x2).

3 FX es continua a la derecha, es decir ĺım
x→a+

FX(x) = FX(a).

4 ĺım
x→∞

FX(x) = 1, ĺım
x→−∞

FX(x) = 0.
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Repaso de Probabilidad Función de distribución

Función de distribución emṕırica

Sea X1, . . . , Xn una sucesión de variables aleatorias independientes con igual distribución F . La
función de distribución emṕırica es

Fn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{(−∞,t]}(Xi) =
1

n
#{cantidad de observaciones ≤ t}

El teorema de Glivenko-Cantelli asegura que con probabilidad 1

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| → 0

o sea la función de distribución emṕırica converge uniformemente a la función de distribución F .
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Repaso de Probabilidad Variables aleatorias discretas y absolutamente continuas

Dos tipos de variables aleatorias

Sea RX = {a ∈ R : P(X = a) > 0} el conjunto de los puntos de discontinuidad de FX .
Se prueba que RX es numerable.

X es variable aleatoria discreta si y sólo si

{
RX es discreto
P(X ∈ RX) = 1

Toda variable aleatoria discreta tiene asociada una función de cuant́ıa pX : R→ R definida
por pX(x) = P(X = x)∀x ∈ R.

Ejemplo: Bernoulli, Binomial, Geométrica, Hipergeométrica, Poisson.

X es variable aleatoria continua si y sólo si RX = ∅.
X es una variable aleatoria absolutamente continua si y sólo si existe una función
fX : R→ [0,+∞) tal que

FX(x) =

x∫
−∞

fX(s) ds

Observar que en este caso:

+∞∫
−∞

fX(s) ds = 1

P(a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

fX(s) ds

Ejemplo: Uniforme, Normal, LogNormal.
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Repaso de Probabilidad Variables aleatorias discretas y absolutamente continuas

Probabilidad y densidad

Figura: P(−2 < X < 1)
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Repaso de Probabilidad Esperanza y Varianza

Esperanza y Varianza

La esperanza de una variable aleatoria X es

E(X) =
∑
x∈RX

xpX(x) siX es discreta

E(X) =

∫
xfX(x) dx siX es absolutamente continua

Un estimador de la esperanza de una variable aleatoria X es

Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
=

1

n

n∑
i=1

Xi

donde X1, . . . , Xn son independientes y todos con la misma distribución que X

La varianza de una variable aleatoria X es

Var(X) = σ2 = E
(
X − E(X)

)2
= E(X2)−

(
E(X)

)2
Estimadores de la varianza de una variable aleatoria X son

σ2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 s2n =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

donde X1, . . . , Xn son independientes y todos con la misma distribución que X
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Repaso de Probabilidad Esperanza y Varianza

Esperanza y Varianza

1 Para la esperanza
E(X) no siempre existe
Si a es constante entonces E(a) = a
E(X + a) = E(X) + a
E(aX) = aE(X)
E(X + Y ) = E(X) + E(Y )
Si X e Y son independientes entonces E(XY ) = E(X)E(Y ). El rećıproco es falso en general.

2 Para la varianza
Var(X) minimiza la función E

[
(X − a)2

]
ya que E

[
(X − a)2

]
= Var(X) + (E(X)− a)2

Var(X) = E(X2)− E(X)2

Var(X − a) = Var(X)
Var(aX) = a2Var(X)
Var(X) = 0⇔ X = a c.s
Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2Cov(X,Y ) donde Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )
Cov(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))
Si X e Y son independientes entonces Cov(X,Y ) = 0 y Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ). El
rećıproco es en general falso.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 10 / 106



Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Variables aleatorias discretas

1 Distribución de Bernoulli Ber(p). Por ejemplo “resultado del lanzamiento de una moneda”
que notamos por 1 o 0 según cara o cruz. Si P(X = 1) = p entonces

E(X) =
1∑
i=0

iP(X = i) = 0× (1− p) + 1× p = p

E(X2) =
1∑
i=0

i2P(X = i) = 0× (1− p) + 1× p = p

Var(X) = E(X2)− E(X)2 = p− p2 = p(1− p)
2 Distribución binomial B(n, p). La variable aleatoria X ∈ {0, 1 . . . , n} cuenta la cantidad de

caras obtenidas después de lanzar n veces la moneda, siendo p la probabilidad de obtener
cara en cada lanzamiento

P(X = k) = Cnk p
k(1− p)n−k.

E(X) = np; Var(X) = np(1− p)
3 Distribución uniforme U({1, . . . , n}). Si la variable aleatoria X toma valores en {1, . . . , n}

P(X = i) = 1/n

E(X) =
1∑
i=0

iP(X = i) = n+1
2

Var(X) = E(X2)− E(X)2 = n2−1
12

4 Distribución de Poisson P(λ). X ∈ N, λ > 0

P(X = k) = e−λ λ
k

k!
E(X) = Var(X) = λ.
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Distribución Uniforme

Una variable aleatoria X in[a, b] absolutamente continua tiene distribución uniforme en [a, b] si

fX(x) =

{
0 x /∈ [a, b]
1
b−a x ∈ [a, b]

Notación: X ∼ U [a, b].

La función de distribución de X ∼ U [a, b] es:

FX(x) =


0 x < 0
x−a
b−a x ∈ [a, b]

1 x > b

E(X) = a+b
2
.

Var(X) =
(b−a)2

12
.

La suma de dos variables aleatorias uniformes no es uniforme.
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Distribución Normal

Recordamos:

1 la densidad de una normal t́ıpica

f(x) =
1
√

2π
e−

1
2
x2

y escribimos X ∼ N(0, 1)

2 la densidad de una normal

f(x) =
1

√
2πσ

e
− 1

2

(
x−µ
σ

)2
y escribimos X ∼ N(µ, σ2)

Observaciones:

Si X ∼ B(n, 0.5) y n tiene a infinito, entonces el grÃ¡fico de la ley de probabilidad que se
obtiene tiende a la curva (simétrica) gaussiana.

E(X) = µ y Var(X) = σ2.

La gaussiana tiṕıca es simétrica al rededor de 0 (alrededor de µ si no es t́ıpica). Tiene dos
puntos de inflexión en −1 y en 1 (±σ o µ± σ según el caso)

Si σ es grande el pico de la gaussiana es chico (mucha dispersi’on a la media) y si σ es chico
el pico de la gaussiana es grande (poca dispersión a la media).

Si X ∼ N(µ, σ2) entonces z = X−µ
σ
∼ N(0, 1).
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Distribución Normal
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Figura: En negro N (0, 2) y en rojo N (0, 1)
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Distribución Normal

P(µ−σ < X < µ+σ) = P
(
−1 < X−µ

σ
< 1
)

= Φ(1)−Φ(−1) = 2Φ(1)−1 ≈ 2×0,84−1 ≈ 0, 682

Esto significa que para una distribución normal, hay un 31, 7 % de chance de observar un desv́ıo a
la media mayor que σ.
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Distribución Lognormal

Una variable aleatoria X tiene distribución lognormal si su logaŕıtmo Y = ln(X) tiene
distribución normal N (µY , σ

2
Y ). Su función de densidad es

fX(x) =
1

√
2πσY x

e

−(ln(x)−µY )2

2σ2
Y six > 0

Si X tiene distribución lognormal entonces

E(X) = eµY +σ2
Y /2

Var(X) = (eσ
2
Y − 1)e2µY +σ2

Y

En este caso la variable Z =
ln(X)−µY

σY
∼ N (0, 1)
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Muestra y muestra aleatoria simple - Ley de la media emṕırica

1 En general se hace la hipótesis de que una muestra proviene de realizaciones de una variable
aleatoria con una cierta distribución en funćıón de la naturaleza de la caracteŕıstica que se observa.
La distribución depende de uno o dos parámetros, en general desconocidos
Para ver si una muestra proviene una distribución determinada se puede comparar el histograma
obtenido a partir de la muestra con la distribución de la ley. Pero también se puede trazar el
QQ-plot, comparar los quantile emṕıricos con los teóricos, hacer un tesis de hipótesis, etc.

2 Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria simple (X1, . . . , Xn independientes).

La media Xn es una variable aleatoria
Si suponemos que la variable aleatoria es normal con parámetros (µ, σ) entonces la media emṕırica

tiene distribución normal con parámetros
(
µ, σ√

n

)
Si la variable aleatoria es cualquiera, con esperanza µ y varianza σ entonces para valores de n

grandes la media emṕırica tiene distribución normal con parámetros
(
µ, σ√

n

)
(Teorema Central del

Ĺımite).
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Estimación

Glosario

Población: conjunto de toda la información correspondiente a un valor de interés.

La identificamos con una variable aleatoria X y notamos su función de distribución
FX(x) = P(X ≤ x)
Muestra: un subconjunto de tamaño n de la población observada X. En general
consideramos una familia de n variables aleatorias X1, . . . , Xn independientes e
identicamente distribuidas (iid) con la distribución de X.
Individuo: un elemento de la población estudiada.
Parámetro: valor de interés caracteŕıstico de X o de FX . Por ejemplo la media, la varianza,...
Variables: propiedad común a los individuos de una poblaci’ón. Diferenciamos:

variables cualitativas: nominales, por ejemplo el color del pétalo, el sexo, el color de los ojos, o
ordinales, por ejemplo pequeño, mediano, grande. Se pueden codificar.
variables cuantitativas (numéricas): por ejemplo el largo del pétalo, el peso, el volumen, etc.

continuas: ∈ R. Por ejemplo: temperatura, diamétro de un tronco de árbol, etc.
discretas o categóricas: por ejemplo la cantidad de adeptos al fútbol en un grupo de estudiantes.

los valores observados para las variables son los datos.

Inferencia Estad́ıstica: proceso mediante al que se llega a conclusiones sobre una población a
partir de las observaciones realizadas sobre una muestra de individuos.
Estad́ıstico: es una variable aleatoria, función de la muestra aleatoria,
E = E(X1, X2, . . . , Xn) que se usa para aproximar el valor teórico del parámetro de interés.
Estimación: la evaluación del estimador en una muestra observada x1, . . . , xn concreta y que
proporciona un valor aproximado del valor del parámetro de interés.

Principio clave: se supone que la muestra es elegida al azar entre todos los individuos posibles
para elegir.
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continuas: ∈ R. Por ejemplo: temperatura, diamétro de un tronco de árbol, etc.
discretas o categóricas: por ejemplo la cantidad de adeptos al fútbol en un grupo de estudiantes.

los valores observados para las variables son los datos.

Inferencia Estad́ıstica: proceso mediante al que se llega a conclusiones sobre una población a
partir de las observaciones realizadas sobre una muestra de individuos.
Estad́ıstico: es una variable aleatoria, función de la muestra aleatoria,
E = E(X1, X2, . . . , Xn) que se usa para aproximar el valor teórico del parámetro de interés.
Estimación: la evaluación del estimador en una muestra observada x1, . . . , xn concreta y que
proporciona un valor aproximado del valor del parámetro de interés.

Principio clave: se supone que la muestra es elegida al azar entre todos los individuos posibles
para elegir.
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Principio clave: se supone que la muestra es elegida al azar entre todos los individuos posibles
para elegir.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 19 / 106



Estimación

Glosario

Población: conjunto de toda la información correspondiente a un valor de interés.
La identificamos con una variable aleatoria X y notamos su función de distribución
FX(x) = P(X ≤ x)
Muestra: un subconjunto de tamaño n de la población observada X. En general
consideramos una familia de n variables aleatorias X1, . . . , Xn independientes e
identicamente distribuidas (iid) con la distribución de X.
Individuo: un elemento de la población estudiada.
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los valores observados para las variables son los datos.

Inferencia Estad́ıstica: proceso mediante al que se llega a conclusiones sobre una población a
partir de las observaciones realizadas sobre una muestra de individuos.
Estad́ıstico: es una variable aleatoria, función de la muestra aleatoria,
E = E(X1, X2, . . . , Xn) que se usa para aproximar el valor teórico del parámetro de interés.
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Estimación: la evaluación del estimador en una muestra observada x1, . . . , xn concreta y que
proporciona un valor aproximado del valor del parámetro de interés.

Principio clave: se supone que la muestra es elegida al azar entre todos los individuos posibles
para elegir.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 19 / 106



Estimación

Ejemplo
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Estimación Estimación Puntual

Estimación puntual

Parámetro desconocido θX Estimador θ̂X = E(X1, . . . , Xn) Estimación

Media µX media muestral Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
x

Proporción pX proporción muestral p̂X p̂x

Varianza σ2
X varianza muestral σ̂2

X = 1
n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 σ̂2
x

Varianza σ2
X varianza muestral corregida s2X = 1

n−1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 s2x

.

.

.
.
.
.

.

.

.
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Estimación Estimación Puntual

Bondad de un estimador

Insesgado

El sesgo de un estimador es la diferencia entre el valor esperado del estimador y el valor del
parámetro considerado E(θ̂X)− θX

Parámetro desconocido θX Estimador θ̂X = E(X1, . . . , Xn) Sesgo

Media µX media muestral Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
E(Xn)− µX = 0

Proporción pX proporción muestral p̂X E(p̂X)− pX = 0

Varianza σ2
X varianza muestral σ̂2

X = 1
n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 E(σ̂2
X)− σ2

X 6= 0

Varianza σ2
X varianza muestral corregida s2X = 1

n−1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 E(ŝ2X)− σ2
X = 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
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Estimación Estimación Puntual

Bondad de un estimador

Eficiencia

Un estimador con menos varianza es más eficiente que otro.
Un estimador eficiente de θX es un estimador insesgado con la menor varianza
El error cuadrático medio de un estimador θ̂X de θX es

ECM(θ̂X) = E(θ̂X − θX)2 = Sesgo(θ̂X)2 + Var(θ̂X)

El error cuadrático medio de un estimador insesgado es igual a su varianza. En efecto:

ECM(θ̂X) = E((θ̂X − θX)2) = E
[(
θ̂X − E(θ̂X) + E(θ̂X)− θX

)2]
(1)

= E
[(
θ̂X − E(θ̂X)

)2
+ 2

(
(θ̂X − E(θ̂X))(E(θ̂X)− θX)

)
+
(
E(θ̂X)− θX

)2]
(2)

= E
[(
θ̂X − E(θ̂X)

)2]
+ 2E

[
(θ̂X − E(θ̂X))(E(θ̂X)− θX)

]
+ E

[(
E(θ̂X)− θX

)2]
(3)

= E
[(
θ̂X − E(θ̂X)

)2]
+ 2(E(θ̂X)− θX)

=E(θ̂X )−E(θ̂X )=0︷ ︸︸ ︷
E(θ̂X − E(θ̂X)) +E

[(
E(θ̂X)− θX

)2]
(4)

= E
[(
θ̂X − E(θ̂X)

)2]
+ E

[(
E(θ̂X)− θX

)2]
(5)

= Var(θ̂X) + Sesgo(θ̂X)2 (6)

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 23 / 106



Estimación Estimación Puntual

Bondad de un estimador

Consistencia

La idea es que a medida que el tamaño de la muestra aumenta, aumente también la precisión del
estimador.

Decimos que θ̂X es un estimador consistente de θX si cuando n→∞ se tiene que

θ̂X
c.s→ θX

es decir P(θ̂X →
n
θX) = 1.
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Estimación Intervalos de confianza

Intervalo de confianza

Una estimación puntual de un parámetro no toma en cuenta la variabilidad del proceso de
estimación debido por ejemplo a :

el tamaño de la muestra: cuanto más ejemplos, la información debeŕıa ser más precisa

la variabilidad de la población

conocer otros parámetros de la población.

Veamos ahora un procedimiento que nos permita tener un intervalo real en el cual es probable
que pertenezca el valor del parámetro buscado.

Más precisamente, un estimador por intervalo de confianza de un parámetro θ al nivel

(1− α)× 100 % es un intervalo
(
â = a(X1, . . . , Xn), b̂ = b(X1, . . . , Xn)

)
que cumple que

P
(
θ ∈ (â, b̂)

)
= 1− α

Un intervalo de confianza para θ con un nivel de confianza 1− α es el valor observado del
estimador por intervalo de confianza y con una confianza del (1− α)× 100 % el valor del
parámetro desconocido de la población está en(

â = a(x1, . . . , xn), b̂ = b(x1, . . . , xn)
)

Si α = 0,01 entonces (1− α)× 100 % = 99 %.
Si α = 0,05 entonces (1− α)× 100 % = 95 %.
Si α = 0,1 entonces (1− α)× 100 % = 90 %.
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â = a(x1, . . . , xn), b̂ = b(x1, . . . , xn)
)

Si α = 0,01 entonces (1− α)× 100 % = 99 %.
Si α = 0,05 entonces (1− α)× 100 % = 95 %.
Si α = 0,1 entonces (1− α)× 100 % = 90 %.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 25 / 106



Estimación Intervalos de confianza

Intervalo de confianza: procedimiento general

1 Se busca una variable aleatoria Z relacionada con el parámetro desconocido θ y la muestra
X1, . . . , Xn, cuya distribución sea conocida y no dependa del valor del parámetro θ.

2 Se plantea la ecuación
P
(
q1−α/2 < Z < qα/2

)
= 1− α

donde q1−α/2 y qα/2 son los cuantiles 1− α/2 y α/2 respectivamente.

3 Se resuelve la inecuación en θ para obtener los extremos â y b̂.

4 Se evalua para obtener el intervalo de confianza al (1− α)× 100 %
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de población normal con varianza conocida

Supongamos que X1, . . . , Xn es una MAS con distribución normal N (µX , σ
2
X) con σ2

X conocida.

1 Se sabe que

Z =
Xn − µX
σX/
√
n
∼ N (0, 1)

2 La densidad de Z ∼ N (0, 1) es:

Planteo
P
(
z1−α/2 < Z < zα/2

)
= 1− α

P

(
−zα/2 <

Xn − µX
σX/
√
n

< zα/2

)
= 1− α
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de población normal con varianza conocida

−zα/2 <
Xn − µX
σX/
√
n

< zα/2

−zα/2
σX√
n
< Xn − µX < zα/2

σX√
n

−zα/2
σX√
n
−Xn < −µX < zα/2

σX√
n
−Xn

zα/2
σX√
n

+Xn > µX > −zα/2
σX√
n

+Xn

El estimador por intervalo de confianza de µX es(
Xn − zα/2

σX√
n
,Xn + zα/2

σX√
n

)
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de población con muestra grande

Supongamos que X1, . . . , Xn es una MAS con distribución con parámetros µX y σ2
X y n es

grande.

1 Se sabe, basándonos en el Teorema Central del Ĺımite, que

Z =
Xn − µX
σ̂X/
√
n
≈ N (0, 1)

2 Nos ayudamos de la densidad normal para plantear entonces:

Planteo
P
(
z1−α/2 < Z < zα/2

)
≈ 1− α

P

(
−zα/2 <

Xn − µX
σ̂X/
√
n

< zα/2

)
≈ 1− α
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de población con muestra grande - Aplicación

Supongamos que X1, . . . , Xn es una MAS con distribución Ber(pX) con parámetro pX
desconocido y que queremos obtener un intervalo de confianza para µX al (1− α)× 100 % con
n ≥ 30.

Del Teorema Central del Ĺımite sabemos que

Z =
p̂X − pX√

pX(1− pX)/n︸ ︷︷ ︸
σX/
√
n

≈ N (0, 1)

También es cierto si tenemos que estimar σX :

Z =
p̂X − pX√

p̂X(1− p̂X)/n︸ ︷︷ ︸
σ̂X/
√
n

≈ N (0, 1)

Para muestras grandes, el intervalo de confianza al (1− α)× 100 % para pX es(
p̂X − zα/2

√
p̂X(1− p̂X)
√
n

, p̂X + zα/2

√
p̂X(1− p̂X)
√
n

)
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 3: IdC para media de población normal con varianza desconocida

Supongamos que X1, . . . , Xn es una MAS con distribución normal N (µX , σ
2
X) con σ2

X
desconocida.

1 Se sabe que

T =
Xn − µX
sX/
√
n
∼ tn−1

2 La densidad de T ∼ tn−1 es t de Student con n− 1 grados de libertad:

Planteo
P
(
tn−1;1−α/2 < T < tn−1;α/2

)
= 1− α

P

(
−tn−1;α/2 <

Xn − µX
sX/
√
n

< tn−1;α/2

)
= 1− α
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Estimación Intervalos de confianza
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Estimación Intervalos de confianza

Distribución chi-cuadrado

1 La distribución de la suma de los cuadrados de d variables aleatorias N (0, 1) independientes
es una chi-cuadrado con d grados de libertad.

2 Si Z ∼ χ2
d entonces su densidad es

fχ2
d
(t) =

1

2d/2Γ(d/2)
e−t/2td/2−11(0,+∞)(t)

donde Γ(α) =

+∞∫
0

e−ttα−1 dt

3 E(χ2
d) = d

4 Var(χ2
d) = 2d.
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Estimación Intervalos de confianza

Distribución t de Student

Sean X ∼ N (0, 1) e Y ∼ χ2
k independientes. La distribución de

tk =
X√
Y/n

se llama distribución t de Student con k grados de libertad.

Se verifica que:

Si T ∼ tk entonces

fT (t) =
Γ
(
k+1
2

)
√
kπΓ

(
k
2

)(
1 + t2

k

) k+1
2

E(tk) = 0

V ar(tk) = k
k−2

∀ k > 2
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Estimación Intervalos de confianza

Distribución chi-cuadrado y t de Student
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Figura: Densidad t de Student con 1, 4, 6, 10, 50
y 250 grados de libertad.
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Figura: Densidad χ2 con 1, 2, . . . , 10 grados de
libertad.
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Estimación Intervalos de confianza

Distribución chi-cuadrado y t de Student

¿A qué viene todo esto?

La varianza corregida reescalada sigue una distribución chi-cuadrado con n− 1 grados de libertad.
En efecto:

(n− 1)s2X
σ2
X

=

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

σ2
X

=
n∑
i=1

(
Xi −Xn

σX

)2

∼ χ2
n−1

El denominador n− 1 se debe al hecho siguiente: si conocemos el valor de µX tendŕıamos n

variables aleatorias Xi−µX
σX

iid, en cambio, al no conocer el valor de µX y estimarlo por Xn los

grados de libertad son n− 1 ya que tenemos n− 1 variables aleatorias iid Xi−Xn
σX

, pues si

conocemos n− 1 de ellas, se puede deducir facilmente el valor de la restante.
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¿A qué viene todo esto?

La varianza corregida reescalada sigue una distribución chi-cuadrado con n− 1 grados de libertad.
En efecto:

(n− 1)s2X
σ2
X

=

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

σ2
X

=
n∑
i=1

(
Xi −Xn

σX

)2

∼ χ2
n−1

El denominador n− 1 se debe al hecho siguiente: si conocemos el valor de µX tendŕıamos n
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variables aleatorias Xi−µX
σX

iid, en cambio, al no conocer el valor de µX y estimarlo por Xn los

grados de libertad son n− 1 ya que tenemos n− 1 variables aleatorias iid Xi−Xn
σX

, pues si

conocemos n− 1 de ellas, se puede deducir facilmente el valor de la restante.
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una población normal

Supongamos que X1, . . . , Xn es una MAS con distribución normal N (µX , σ
2
X) con µX y σ2

X
desconocidas.

Se quiere hallar un intervalo de confianza al (1− α)× 100 % para σ2
X .

1 Se sabe que

χ =
(n− 1)s2X

σ2
X

∼ χ2
n−1

2

Planteo
P
(
χ2
n−1;1−α/2 < χ < χ2

n−1;α/2

)
= 1− α

P

(
χ2
n−1;1−α/2 <

(n− 1)s2X
σ2
X

< χ2
n−1;α/2

)
= 1− α
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Estimación Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una población normal

χ2
n−1;1−α/2 <

(n− 1)s2X
σ2
X

< χ2
n−1;α/2

1

χ2
n−1;α/2

>
σ2
X

(n− 1)s2X
>

1

χ2
n−1;1−α/2

(n− 1)s2X
χ2
n−1;α/2

> σ2
X >

(n− 1)s2X
χ2
n−1;1−α/2

El estimador por intervalo de confianza de σ2
X es(

(n− 1)s2X
χ2
n−1;1−α/2

,
(n− 1)s2X
χ2
n−1;α/2

)

El intervalo de confianza al (1− α)× 100 % de σ2
X es(

(n− 1)s2x
χ2
n−1;1−α/2

,
(n− 1)s2x
χ2
n−1;α/2

)
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Tests de hipótesis

Plan

1 Repaso de Probabilidad

2 Estimación

3 Tests de hipótesis

4 Tests de normalidad

5 Repaso de Algebra Lineal

6 Matriz de datos

7 Comparación de variables
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Tests de hipótesis

Introducción

Se basa en datos muestrales para la toma de una decisión sobre la validez de una conjetura,
una hipótesis, sobre una población: en general un parámetro como la media µ, o la varianza
σ2 que estamos considerando.

Esta hipótesis se llama hipótesis nula (H0), la que se supone correcta, y será elegida a menos
que la muestra nos indique suficiente evidencia para decir lo contrario (se supone “la
inocencia a menos que se pruebe la culpa”).

Se tiene dos tipos de hipótesis nula:

1 Hipótesis simple: del tipo (H0) : θ = θ0 como por ejemplo

(H0) : µ = 5, (H0) : p = 0, 4, (H0) : σ
2

= 4

2 Hipótesis compuestas: del tipo (H0) : θ ≥ θ0 o (H0) : θ ≤ θ0 como por ejemplo

(H0) : µ ≥ 5, (H0) : p ≤ 0, 4, (H0) : σ
2 ≥ 4
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Tests de hipótesis

Introducción

Si la hipótesis nula no es válida, realizamos el contraste con una hipótesis alternativa (H1):

Es la hipótesis por la que se inclina el investigador. Se establece en función de lo que se
espera descubrir del experimento.

Se tiene dos tipos de hipótesis alternativa:

1 Hipótesis unilaterales: del tipo (H1) : θ > θ0 o (H1) : θ < θ0 como por ejemplo

(H1) : µ < 3, (H1) : p > 0, 4, (H1) : σ
2
< 4

2 Hipótesis bilaterales: del tipo (H1) : θ 6= θ0 como por ejemplo

(H1) : µ 6= 5, (H1) : σ
2 6= 4

Ejemplo 1

Una empresa produce un tipo de tubos fluorescentes cuya duración media es de por lo menos
1600 unidades de tiempo. Se quiere contrastar esta afirmación a partir de los datos obtenidos en
una muestra aleatoria.

Población: X=“unidades de tiempo de un tubo fluorescente”.

Hipótesis nula (H0) : µ ≥ 1600

Hipótesis alternativa (H1) : µ < 1600
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Tests de hipótesis

Toma de decisión

Una vez que se establecen la hipótesis nula y la hipótesis alternativa y que se dispone de la
información proporcionada por la muestra, se toma una decisión decidiendo si se rechazo o no se
rechaza la hipótesis nula (H0).

La regla de decisión se basa en el cálculo de un “estad́ıstico”, el estad́ıstico de prueba.

Más allá de la decisión que se tome, la misma puede ser equivocada, porque de lo que se dispone
es de una MUESTRA ALEATORIA y nunca se puede tener la certeza de que la hipótesis nula es
la correcta.

Los tipos de errores que se pueden cometer son dos:

error de Tipo I: rechazar la hipótesis nula cuando es correcta (importante). La probabilidad
de cometer un error de tipo I es α (nivel de significación).

α = P(rechazar (H0)|(H0) es correcta)

error de Tipo II: no rechazar la hipótesis nula cuando es incorrecta. La probabilidad de
cometer un error de tipo II es β.

β = P(no rechazar (H0)|(H1) es correcta)

La potencia π es la probabilidad de rechazar (H0) cuando es incorrecta

π = 1− β = P(rechazar (H0)|(H1) es correcta)
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rechaza la hipótesis nula (H0).

La regla de decisión se basa en el cálculo de un “estad́ıstico”, el estad́ıstico de prueba.
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rechaza la hipótesis nula (H0).

La regla de decisión se basa en el cálculo de un “estad́ıstico”, el estad́ıstico de prueba.
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Toma de decisión
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error de Tipo I: rechazar la hipótesis nula cuando es correcta (importante). La probabilidad
de cometer un error de tipo I es α (nivel de significación).

α = P(rechazar (H0)|(H0) es correcta)
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Tests de hipótesis

Tabla de contingencia

Prediction \ Reality (H0) correcta (H0) incorrecta
No rechazar (H0) Sin error Error de tipo II

1− α β
Recharzar (H0) Error de tipo I Sin error

α 1− β

Los errores de tipo I y II no se pueden cometer simultaneamente, y se prueba que si uno sube, el
otro baja, es decir

siα ⇑ entonces β ⇓
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Tests de hipótesis

Estad́ıstico de prueba

La decisión que se toma se basa en el valor observado del estad́ıstico de prueba. Si los datos
muestrales nos proporcionan una evidencia contraria a la hipótesis nula la rechazaremos.

Para ello necesitamos:
la distribución del estad́ıstico del contraste para la muestra, suponiendo cierta la hipótesis nula.
el nivel de significación α que definirá la región de rechazo o región cŕıtica y la región de aceptación.
Es el riesgo que uno está dispuesto a correr si se rechaza, erroneamente, la hipótesis nula (H0).
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Tests de hipótesis

Estad́ıstico de prueba
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Tests de hipótesis

Estad́ıstico de prueba
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Tests de hipótesis

Procedimiento general

Plantear la hipótesis nula y la hipótesis alternativa

Calcular el valor del estad́ıstico de prueba E y su distribución bajo (H0).

Para un nivel de significación elegido α definir la región cŕıtica Rα en la que se rechaza (H0)
si el estad́ıstico E ∈ Rα y no rechazar en caso contrario.

Dedidir.
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Tests de hipótesis

El p-valor

Suponiendo que (H0) es cierta, es la probabilidad de obtener un valor del estad́ıstico de la prueba
de hipótesis que sea al menos tan extremo como el observado, o sea es el menor valor de α para
el cual se puede rechazar (H0).

Regla del p-valor: Una vez que el p-valor ha sido determinado, sabemos que la hipótesis nula se
rechaza para cualquier nivel de significación α ≥ p-valor; por el contrario, la hipótesis nula no se
rechaza cuando α < p-valor. Por lo tanto, el p-valor es un indicador del nivel de admisibilidad de
la hipótesis nula: cuanto mayor sea el p-valor, ms confianza podemos tener en la hipótesis nula. El
uso del p-valor cambia por completo el enfoque en el contraste de hipótesis. Aśı, en lugar de fijar
a priori el nivel de significacin, se calcula el p-valor, que nos permite determinar los niveles de
significación para los que se rechaza la hipótesis nula. En resumen, se puede usar en el paso 3)
descrito anteriormente como

Si el p-valor es < α, entonces rechazamos (H0).
Si el p-valor es ≥ α, entonces no rechazamos (H0).

En general, si el p-valor es pequeño tendemos a rechazar (H0) y si el p-valor es grande tendemos
a no rechazar (H0).
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a priori el nivel de significacin, se calcula el p-valor, que nos permite determinar los niveles de
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Tests de hipótesis

El p-valor
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Tests de normalidad

Plan

1 Repaso de Probabilidad

2 Estimación

3 Tests de hipótesis

4 Tests de normalidad
Test de D’Agostino
Test de Shapiro-Wilk
Test de Kolmogorov-Smirnov

5 Repaso de Algebra Lineal

6 Matriz de datos

7 Comparación de variables
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Tests de normalidad Test de D’Agostino

Test de normalidad de D’Agostino

http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/dagostino.pdf

Sea una muestra X1, . . . , Xn con distribución F (desconocida)

{
(H0) : F = Normal
(H1) : F 6= Normal

Estad́ıstico de Prueba:

E =

k=n∑
k=1

(
k − n+1

2

)
X(k)√

n3(n− 1)s2n

donde X(1) ≤ X(2) ≤ X(3) ≤ · · · ≤ X(n) es la muestra ordenada

Región cŕıtica:
E /∈

(
K1,α(n),K2,α(n)

)
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Sea una muestra X1, . . . , Xn con distribución F (desconocida)

{
(H0) : F = Normal
(H1) : F 6= Normal

Estad́ıstico de Prueba:

E =

k=n∑
k=1

(
k − n+1

2

)
X(k)√

n3(n− 1)s2n

donde X(1) ≤ X(2) ≤ X(3) ≤ · · · ≤ X(n) es la muestra ordenada

Región cŕıtica:
E /∈

(
K1,α(n),K2,α(n)

)
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Tests de normalidad Test de D’Agostino

Test de normalidad de D’Agostino

Ejemplo:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Xk 75.02 76.42 77.94 77.74 75.22 77.2 77.74 78.32 75.62 75.58 77.6 77.5

X(k) 75.02 75.22 75.58 75.62 76.42 77.2 77.5 77.6 77.74 77.74 77.94 78.32

n = 12

Xn = 76, 825 s2n = 1, 395427 E = 45,17√
123(11)(1,395427273)

= 0, 27735

α∗ > 0,2 ≥ 0,1 por lo que no se rechaza la hipótesis de que los datos provengan de una
distribución normal.
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Tests de normalidad Test de Shapiro-Wilk

Test de normalidad de Shapiro-Wilk

Sea una muestra X1, . . . , Xn con distribución F (desconocida)

{
(H0) : F = Normal
(H1) : F 6= Normal

Estad́ıstico de Prueba:

W =

k=n∑
k=1

(
[n/2]∑
i=1

ai(X(n−i+1) −X(i))

)2

(n− 1)s2n

donde X(1) ≤ X(2) ≤ X(3) ≤ · · · ≤ X(n) es la muestra ordenada y los ai se obtienen de la tabla
http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/tablas/Shapiro%20Wilk.pdf

Región cŕıtica: W ≤ Cα(n)
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Tests de normalidad Test de Shapiro-Wilk

Test de Shapiro-Wilk

Ejemplos
1 http:

//webdelprofesor.ula.ve/ciencias/segninis/Docencia/ANEXO_A_Sahapiro-Wilks.pdf
2 # Test de normalidad de Shapiro-Wilk

set.seed(10)

x <- rnorm(100) # Creamos una variable normal con 100 valores

x.test <- shapiro.test(x)

print(x.test)

x2 <- runif(100) # Creamos una variable con distribucin uniforme (no normal) con 100 valores

x2.test <- shapiro.test(x2)

print(x2.test)

Shapiro-Wilk normality test

data: x

W = 0.9891, p-value = 0.5911

Shapiro-Wilk normality test

data: x2

W = 0.9285, p-value = 4.082e-05
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Tests de normalidad Test de Kolmogorov-Smirnov

El test de Kolmogorov-Smirnov

Sea una muestra X1, . . . , Xn con distribución F (desconocida) y sea F0 una distribución
continua y conocida (incluido sus parámetros).

{
(H0) : F = F0

(H1) : F 6= F0

Estad́ıstico de Prueba:
E = sup

t∈R
{|Fn(t)− F0(t)|}

Región cŕıtica: [Dα(n),+∞)
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Tests de normalidad Test de Kolmogorov-Smirnov

Ejemplo Test Kolmogorov-Smirnov
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Tests de normalidad Test de Kolmogorov-Smirnov

Ejemplo Test Kolmogorov-Smirnov
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Repaso de Algebra Lineal

Plan
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Repaso de Algebra Lineal Matrices y vectores

Repaso Algebra Lineal: matrices y vectores

Una matriz con n filas y p columnas se dice que tiene tamaño n× p:

X =


x11 x12 . . . x1p
x21 x22 . . . x2p

...
...

. . .
...

xn1 xn2 . . . xnp

 ∈Mn×p

Notamos por xij el elemento que está en la intersección de la fila i con la columna j.

La traspuesta de una matriz X ∈Mn×p es la matriz X′ ∈Mp×n definida por x
′
ij = xji

para todo i, j.

Por ejemplo, si X =

 2 −1 3 0
1 2 −3 2
6 3 −2 10

 entonces X′ =


2 1 6
−1 2 3
3 −3 2
0 2 10


Un vector columna x es un matriz con una única columna y un vector fila x′ es una matriz

con una sola fila. Si x =

 1
4
−3

 entonces x′ =
(

1 4 −3
)
.
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Repaso de Algebra Lineal Matrices y vectores

Repaso Algebra Lineal: operaciones

Suma de matrices. Si X e Y son dos matrices n× p, entonces sumamos entrada a entrada,
obteniendo una nueva matriz de tamaño n× p. Por ejemplo, si

X =

 2 −1 3 0
1 2 −3 2
6 3 −2 10

 e Y =

 4 2 5 −1
8 1 3 4
2 −3 1 −3

 entonces

X + Y =

 6 1 8 −1
9 3 0 6
8 0 −1 7


Multiplicación por un escalar. Si X es de tamaño n× p y λ ∈ R entonces la matriz λX es la
matriz que se obtiene de X multiplicando todas sus entradas por λ. Por ejemplo si

X =

 2 −1 3 0
1 2 −3 2
6 3 −2 10

 entonces

3X =

 6 −3 9 0
3 6 −9 6
18 9 −6 30
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Repaso de Algebra Lineal Matrices y vectores

Multiplicación de matrices

Si X = ((xij)) ∈Mn×p e Y = ((yij)) ∈Mp×m entonces la matriz Z = XY ∈Mn×m y la
entrada ij de Z es

zij =

p∑
k=1

xikykj

Por ejemplo si X =

(
2 3
−1 4

)
e Y =

(
−1 2 −2
3 2 −4

)
entonces

Z = XY =

(
7 10 −14
13 6 −14

)
Cuidado con el orden:

Observar que en el ejemplo anterior no se puede hacer Y X...

Si u ∈ Rn es un vector entonces u′u ∈ R pero uu′ ∈Mn×n...

La traspuesta de una matriz verifica:

(X + Y )′ = X′ + Y ′

(aX)′ = aX′

(XY )′ = Y ′X′
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Repaso de Algebra Lineal Matrices y vectores

Interpretación geométrica de los vectores

Un vector fila x′ =
(
x1 x2 . . . xn

)
o un vector columna x =


x1
x2
...
xn

 es un punto en

Rn.
El producto escalar entre dos vectores x e y de Rn se nota por

〈x,y〉 =
n∑
i=1

xiyi = x′y

Se dice que dos vectores son ortogonales si 〈x,y〉 = 0
La norma del vector x es

||x|| =
√
x21 + x22 + . . . x2n =

√
〈x,x〉

Es posible probar que
〈x,y〉 = ||x||||y||cos(x,y)
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Proyección ortogonal sobre un vector no nulo

Sea u un vector no nulo. Entonces la proyección ortogonal de x sobre u es el vector

Pu(x) =
〈x,u〉
||u||2

u =
〈x,u〉
||u||

u

||u||

Observar que si u es unitario (tiene norma 1) entonces

Pu(x) = (x′u)u

La coordenada de Pu(x) es 〈x,u〉||u|| .

Por ejemplo si x =

(
3
−1

)
y u =

(
1
2

)
entonces la proyección ortogonal de x sobre u es:

Pu(x) =
1

5

(
1
2

)
y la coordenada de Pu(x) es 1√

5
.

Si {u1,u2, . . . ,ur} es una base ortogonal de S, entonces la proyección ortogonal de x sobre S es
el vector

PS(x) =
x′u1

||u1||2
u1 +

x′u2

||u2||2
u2 + · · ·+

x′ur

||ur||2
ur
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A. Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.
Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A.

Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.
Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A. Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.

Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A. Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.
Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A. Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.
Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A. Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.
Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Sea A ∈Mn×n. Decimos que λ ∈ R es un valor propio de A si existe un vector x ∈ Rn no nulo
tal que

Ax = λx

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio λ.

Una matriz A ∈Mn×n es simétrica si A′ = A. Una matriz A ∈Mn×n es invertible si exite una

matriz B ∈Mn×n tal que AB = BA = In.
Si A y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Una matriz U ∈Mn×n es ortogonal si U es invertible y U ′U = UU ′ = In.

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 65 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Para ver esto:
1 Si A ∈Mn×n es una matriz cualquiera entonces

〈Ax, y〉 = 〈x,A′y〉

Esto es porque 〈x, y〉 = x′y
2 Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉

3 Sea A simétrica ahora y consideramos u1 vector propio de A asociado a λ1 y u2 vector
propio de A asociado a λ2 entonces

〈Au1, u2〉 = 〈λ1u1, u2〉 = λ1〈u1, u2〉

que es igual a
〈u1, Au2〉 = 〈u1, λ2u2〉 = λ2〈u1, u2〉

Por lo tanto
(λ1 − λ2)〈u1, u2〉 = 0

y al ser λ1 6= λ2 se tiene que u1 ⊥ u2.
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Si A ∈Mn×n es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Para ver esto:
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Si A ∈Mn×p es una matriz entonces:

AA′ ∈Mn×n y A′A ∈Mp×p son simétricas.

rg(A′A) = rg(AA′) = rg(A).

Para probar que rg(A′A) = rg(A) probamos que N(A′A) = N(A) ya que
nu(B) + rg(B) = p siendo p la cantidad de columnas de una matriz B y
nu(B) = dimN(B). Es claro que N(A) ⊂ N(A′A) para probar la otra inclusión, si
x ∈ N(A′A) entonces A′Ax = 0 y entonces

0 = 〈A′Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ||Ax||2 ⇒ Ax = 0

por lo que x ∈ N(A). Para probar que rg(AA′) = rg(A) usamos que rg(A′) = rg(A) y

hacemos un razonamiento análogo al anterior.

Los valores propios de A′A son no negativos.

En efecto si λ es valor propio 〈A′Ax, x〉 = λ||x||2 por un lado, y
〈A′Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ||Ax||2 ≥ 0 por otro. Entonces

λ||x||2 = ||Ax||2 ≥ 0 ⇒ λ =
||Ax||2

||x||2

ya que ||x||2 6= 0 por ser x vector propio y por lo tanto λ ≥ 0.

Los valores propios no nulos de AA′ y de A′A coinciden (ver pizarrón).
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Los valores propios de A′A son no negativos.

En efecto si λ es valor propio 〈A′Ax, x〉 = λ||x||2 por un lado, y
〈A′Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ||Ax||2 ≥ 0 por otro. Entonces

λ||x||2 = ||Ax||2 ≥ 0 ⇒ λ =
||Ax||2

||x||2

ya que ||x||2 6= 0 por ser x vector propio y por lo tanto λ ≥ 0.

Los valores propios no nulos de AA′ y de A′A coinciden (ver pizarrón).

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 67 / 106



Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Algunas propiedades matriciales

Si A ∈Mn×p es una matriz entonces:

AA′ ∈Mn×n y A′A ∈Mp×p son simétricas.

rg(A′A) = rg(AA′) = rg(A).

Para probar que rg(A′A) = rg(A) probamos que N(A′A) = N(A) ya que
nu(B) + rg(B) = p siendo p la cantidad de columnas de una matriz B y
nu(B) = dimN(B). Es claro que N(A) ⊂ N(A′A) para probar la otra inclusión, si
x ∈ N(A′A) entonces A′Ax = 0 y entonces

0 = 〈A′Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ||Ax||2 ⇒ Ax = 0

por lo que x ∈ N(A). Para probar que rg(AA′) = rg(A) usamos que rg(A′) = rg(A) y

hacemos un razonamiento análogo al anterior.
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Descomposición espectral

Teorema Espectral para matrices simétricas:
Sea A ∈Mn×n simétrica. Entonces A es diagonalizable en una base ortonormal de Rn y
podemos escribir:

A = UDU ′ con U ∈Mn×n ortogonal

A = (u1 u2 . . . un)


λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
. . .

...
0 . . . 0 λn




u
′
1

u
′
2
...

u
′
n



= (u1 u2 . . . un)


λ1u

′
1

λ2u
′
2

...

λnu
′
n

 =
n∑
i=1

λiuiu
′
i

La descomposición matricial A =
n∑
i=1

λiuiu
′
i en suma de n matrices se llama descomposición

espectral de A.

Importante: no confundir con
n∑
i=1

λiu
′
iui =

n∑
i=1

λi = λ1 + · · ·+ λn ∈ R
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Descomposición en valores singulares

Si A ∈Mn×p con n ≥ p tiene rango r entonces A se puede descomponer como

A = UDV ′

con

V ∈Mp×r cuyas columnas son los vectores propios de norma 1 correspondientes a los
valores propios no nulos de A′A.

D ∈Mr×r = diag(σ1, . . . , σr), donde σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 donde los r valores
singulares de A corresponden a la ráız cuadrada de los valores propios no nulos de A′A
(σj =

√
λj ∀ j = 1, . . . , r), en su diagonal principal ordenados de mayor a menor.

U ∈Mn×r cuyas columnas son los vectores propios de norma 1 correspondientes a los
valores propios no nulos de AA′.

Entonces la descomposición en valores singulares de A es

A =
r∑
i=1

σiuiv
′
i

Obs: todo se basa en que A′A y AA′ tienen los mismos valores propios no nulos y que si v es vector propio de A′A entonces Av es vector propio de
AA′ asociado al mismo valor propio. En efecto, por construcción, si λj es valor propio de A′A asociado a wj entonces λj es valor propio de AA′

asociado a uj ya que

AA
′
(uj) = AA

′
Avj
σj

 = A

λjvj
σj

 = λjuj
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Descomposición SVD - Ejemplo

Ejemplo: Hallar la descomposición SVD de A =

(
3 2 2
2 3 −2

)

1 La matriz A′A es

 13 12 2
12 13 −2
2 −2 8

 con valores y subespacios propios


 −2

2
1

↔ 0,


 1
−1
4

↔ 9,


 1

1
0

↔ 25

2 D =

(
5 0
0 3

)
V =

 1/
√

2 1/
√

18

−1/
√

2 −1/
√

18

0 4/
√

18


Haciendo

(
3 2 2
2 3 −2

) 1/
√

2

−1/
√

2
0

× 1
5 =

(
1/
√

2

−1/
√

2

)
,

(
3 2 2
2 3 −2

) 1/
√

18

−1/
√

18

4/
√

18

× 1
3 =

(
1
2

√
2

− 1
2

√
2

)
.

La matriz U es U =

(
1/
√

2 1/
√

2

−1/
√

2 1/
√

2

)
Por lo tanto

A =

(
1/
√

2 1/
√

2

−1/
√

2 1/
√

2

)(
5 0
0 3

)(
1/
√

2 −1/
√

2 0

1/
√

18 −1/
√

18 4/
√

18

)
= UDV ′
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Repaso de Algebra Lineal Proyección ortogonal

Descomposición SVD

Si n ≥ p, entonces podemos considerar A′ ∈Mp×n y n ≥ p (como en el caso que demostramos)
y A′ = UDV ′. Por lo tanto A = V DU ′ (¡y la U ′ es la V ′ y la V es la U !). Por ejemplo, sea

A =

 1 1
1 0
0 1

. Acá n ≥ p, entonces A′A =

(
2 1
1 2

)
tiene como valores propios 3 y 1

asociados respectivamente a

(
1
1

)
y

(
−1
1

)
. Entonces

A =

 2/3
√

3 0

1/3
√

3 −1/
√

2

1/3
√

3 1/
√

2

( √3 0
0 1

)(
1/
√

2 1/
√

2

−1/
√

2 1/
√

2

)
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Matriz de datos

Plan

1 Repaso de Probabilidad

2 Estimación

3 Tests de hipótesis

4 Tests de normalidad

5 Repaso de Algebra Lineal

6 Matriz de datos
Estudio descriptivo
Matriz de varianzas y covarianzas
Correlación entre variables
Eliminación de variables redundantes lineales

7 Comparación de variables
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Matriz de datos

Las estad́ısticas están en todos lados: sondeos, noticias, medicina, bioloǵıa,etc. Cuando se
está en presencia de datos se puede hacer estad́ıstica.

1 Estad́ıstica descriptiva: describir, representar, estructurar, resumir, sintetizar los datos (análisis de
datos - Data Mining)

2 Estad́ıstica inferencial: entender los datos, modelar los datos a partir de una función matemática y
tomar decisiones. El objetivo consiste principalmente en extender las propiedades observadas en una
muestra a toda la población (Machine Learning).

Población, muestra, observación

Las variables son las caracteŕısticas de un individuo y pueden ser
Cuantitativas

continua: edad, precio, concentración ozono
discreta: nombres de especie, cantidad de veces que va al cine por mes...

Cualitativas
ordinal: nivel de satisfacción, intensidad viento
nominal: 0/1, spam/non spam, hincha de qué cuadro

Cuidado que muchas de las estad́ısticas desriptivas que se verán a continuación tienen sentido o
no según el tipo de variable.
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Matriz de datos

Hay dos maneras de ver la matriz de datos.
X = ((xij))

j=1,...,p
i=1,...,n ∈Mn×p matriz de datos (n datos con p variables).

Por filas (individuos):

X =


x11 x12 . . . x1p
x21 x22 . . . x2p

...
...

. . .
...

xn1 xn2 . . . xnp

 =


individuo 1
individuo 2

...
individuo n

 =


x′1
x′2
...
x′n


Por columnas (caracteŕısticas):

X =


x11 x12 . . . x1p
x21 x22 . . . x2p

...
...

. . .
...

xn1 xn2 . . . xnp

 =



v v v
a a a
r r r
i i . . . i
a a a
b b b
l l l
e e e
1 2 p


=
(
x1 x2 . . . xp

)
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Matriz de datos

Datos Iris (salida de R):

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species

1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa

2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa

3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa

4 4.6 3.1 1.5 0.2 setosa

5 5.0 3.6 1.4 0.2 setosa

6 5.4 3.9 1.7 0.4 setosa

Datos Airquality (salida de R):

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day

1 41 190 7.4 67 5 1

2 36 118 8.0 72 5 2

3 12 149 12.6 74 5 3

4 18 313 11.5 62 5 4

5 NA NA 14.3 56 5 5

6 28 NA 14.9 66 5 6
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Matriz de datos

Para cada una de las variables (columnas) j = 1, . . . , p tenemos estad́ısticos de descripción:

Media de la variable j: xj = 1
n

n∑
i=1

xij ∈ R

Varianza de la variable j: s2j = 1
n

n∑
i=1

(xij − xj)2

Desviación estándar de la variable j: sj
El ḿınimo, el máximo, el rango |xj,max − xj,min|
La moda

El vector de medias de X es el vector x en el cual cada coordenada de x es la media de la
columna j, es decir:

x =
1

n

n∑
i=1

xi =


x1
x2
...
xp

 =
1

n
X′1 ∈ Rp

donde 1 es el vector de Rn con todas sus entradas iguales a 1.
Observar que:

n∑
i=1

(xi − x) = 0Rp .

si xj = 0 entonces sj =
√

1
n
||xj ||
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Serie estad́ıstica continua

Sea F̂ (x) la proporción de individuos de la muestra con un valor inferior o igual a x (la
distribución emṕırica en x)..

La mediana es el valor xm tal que F̂ (xm) = 0,5

Cuantiles: F̂ (Q1) = 0,25, F̂ (Q2) = 0,5, F̂ (Q3) = 0,75

Intervalo intercuantiles: |Q3 −Q1|
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Ejemplo

Datos:

0.07 0.45 0.78 0.85 0.49 -0.72 -0.36 0.55 -0.34 0.57

0.38 0.44 -0.92 0.49 0.84 -0.18 -0.85 0.31 0.00 -0.57

Datos ordenados:

-0.87 -0.82 -0.82 -0.31 -0.13 -0.12 -0.11 -0.08 -0.03 -0.01

-0.01 0.03 0.08 0.21 0.22 0.23 0.40 0.61 0.76 0.99

Histograma:
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Ejemplo

Boxplot:

El valor indicado por la linea negra en el medio de la caja corresponde a la mediana de los
datos
Las extremidas de la caja a los quartiles Q1 y Q3.
Los barras horizontales alrededor de la caja dan el mayor valor inferior a Q3 + 1,5(Q3 −Q1)
y el menor valor superior a Q1 − 1.5(Q3 −Q1).
Los puntos señalan valores extremos de los datos (posibles outliers) fuera de este intervalo
[Q1 − 1.5(Q3 −Q1), Q3 + 1.5(Q3 −Q1)]
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Parámetros de posición y de dispersión

X =


1 3,5
2 3,5
3 3,5
4 3,5
5 3,5
6 3,5


1 Parámetros de posición

Media o promedio: x = (3,5, 3,5)′

Mediana: m′ =
(

3+4
2 , 3,5+3,5

2

)
= (3,5, 3,5)′

2 Parámetros de dispersión

Dispersión: d′ =
(
x
(max)
1 − x(min)

1 , x
(max)
2 − x(min)

2

)′
= (6− 1, 3,5− 3,5)′ = (5, 0)′

Varianza: v =

(
1
6

6∑
i=1

(xi1 − x1)2, 1
6

6∑
i=1

(xi2 − x2)2
)′

= (2,916, 0)′

Desv́ıo: es la ráız cuadrada de la varianza.
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Centrar y reducir la matriz de datos

Decimos que los datos de una variable son centrados si les sacamos su media y son
centrados/reducidos si además los dividimos por su desv́ıo. Los datos de una variable centrada y
reducida son utiles porque no tienen más unidades y datos provenientes de variables distintas
pueden ser comparables.

xij −→ zij =
xij − xj

sj

X =


1 3,5
2 3,5
3 3,5
4 3,5
5 3,5
6 3,5

 −→ Z =


−1,464 0
−0,878 0
−0,293 0
0,293 0
0,878 0
1,464 0


Cuidado que esto tiene sentido si todas las variables son continuas.
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Matriz de datos Estudio descriptivo

Matriz de datos centrados

La misma se obtiene de la matriz de datos original restando en cada columna la media de la

variable correspondiente. Formalmente, si 1 =

 1
...
1

 ∈Mn×1, la matriz de datos centrados es:

X̃ = X− 1x′ = X−
1

n
1(1′X) =

(
In −

1

n
11′
)

︸ ︷︷ ︸
=P

X = PX

Entonces P es simétrica, idempotente (PP = P ) y de rango = n− 1 (pues es ortogonal al
subespacio generado por el vector 1).

Además:

S =
1

n
X̃′X̃ =

1

n
X′PX

Observación: Se puede definir la matriz de varianzas corregida Ŝ = 1
n−1

X̃′X̃ (n− 1 en lugar de

n) a los efectos de tener un estimador insesgado de la matriz de la población. Este cambio en la
división tiene el mismo origen que en el caso univariado: hay n− 1, y no n, desviaciones

estandares independientes ya que los vectores de desviación están ligados por
n∑
i=1

(xi − x) = 0.
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Matriz de datos Matriz de varianzas y covarianzas

Matriz de varianzas y covarianzas

La relación lineal entre dos variables se mide por la covarianza. La covarianza entre las variables j
y k se define como:

Cov(xj , xk) = sjk =
1

n

n∑
i=1

(xij − xj)(xik − xk) =
1

n

〈
x1j − xj
x2j − xj

...
xnj − xj

 ,


x1k − xk
x2k − xk

...
xnk − xk


〉

Si suponemos que xj = xk = 0 y que sj = sk = 1 (matriz centrada y reducida) entonces:

x′jxk =
n∑
i=1

(xij − xj)(xik − xk) =

1
n

n∑
i=1

(xij − xj)(xik − xk)√
1
n

n∑
i=1

(xij − xj)2
√

1
n

n∑
i=1

(xik − xk)2

= rjk

donde rjk es el coeficiente de correlación de las variables j y k.

Si suponemos que xj = xk = 0 se tiene que:

cos(xj , xk) =
x′jxk

||x′j ||||xk||
=

1
n

n∑
i=1

(xij − xj)(xik − xk)√
1
n

n∑
i=1

(xij − xj)2
√

1
n

n∑
i=1

(xik − xk)2

= rjk
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Matriz de datos Correlación entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas

Propiedades de la covarianza

1 cov(xj , xk) = 1
n
〈xj , xk〉 − xjxk

2 cov(xj , xk) es el coeficiente (j, k) de la matriz de varianzas covarianzas

S = 1
n

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)′

3 cov(xj , xk) = cov(xk, xj).
4 cov(xj , xj) = var(xj) = s2j

Propiedades de la correlación

1 rjj = 1 para todo j = 1, . . . , p.
2 −1 ≤ rjk ≤ 1 para todo j, k = 1, . . . , p.
3 |rjk| = 1 si y solo si existe λ ∈ R tal que xj − xj = λ(xk − xk)

Importante

Si la correlación está cerca de 1, la misma implica una relación lineal entre los datos pero no
necesariamente una causa. Por ejemplo en invierno la cantidad de resfrios de una población
puede ser correlada con la cantidad de garrafas vendidas pero ningún hecho es causante del
otro.

Si la correlación está cerca de 0, ésto no significa que no haya relación entre las variables,
solo que no es lineal. Puede ser de otro tipo (cuadrática, logaŕıtmica, etc.)
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Matriz de datos Correlación entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas

Propiedades de la covarianza

1 cov(xj , xk) = 1
n
〈xj , xk〉 − xjxk

2 cov(xj , xk) es el coeficiente (j, k) de la matriz de varianzas covarianzas

S = 1
n

n∑
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(xi − x)(xi − x)′
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Matriz de datos Correlación entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas

Consideramos distintas matrices:
Matriz de datos:

X =


x11 x12 . . . x1p
x21 x22 . . . x2p

...
...

. . .
...

xn1 xn2 . . . xnp

 =


x′1
x′2
...
x′n

 ∈Mn×p

Matriz de varianzas y covarianzas:

S =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)′ =


s21 s12 . . . s1p
s21 s22 . . . s2p

...
...

. . .
...

sp1 sp2 . . . s2p

 ∈Mp×p

Matriz de correlaciones:

R =


1 r12 . . . r1p
r21 1 . . . r2p

...
...

. . .
...

rp1 rp2 . . . 1

 ∈Mp×p

siendo rij =
sij
sisj

.
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Matriz de datos Correlación entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas en R

Un ejemplo en R. Datos de 150 flores de lirio.

Adjunto los datos: attach(iris)

Considero la parte de la base con las variables independientes x=iris[,1:4]

Cálculo la media de cada variable: colMeans(x)

Cálculo la varianza o el desvio de cada variable: apply(x,2,var) ; apply(x,2,sd)

La matriz de varianzas y covarianzas es: S=cov(x) o S=var(x)

La matriz de correlaciones es: R=cor(x)

Buscar los valores y vectores propios de S: eigen(S)

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 86 / 106



Matriz de datos Correlación entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas - Propiedades

Veamos una serie de propiedades de la matriz de varianzas y covarianzas

S =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)′ =


s21 s12 . . . s1p
s21 s22 . . . s2p

...
...

. . .
...

sp1 sp2 . . . s2p

 ∈Mp×p

1 S es simétrica y tiene el mismo rango que X̃.

2 S es diagonalizable en una base ortonormal de Rp.

3 S es semidefinida positiva, o sea para todo w ∈ Rp w′Sw ≥ 0.

4 S tiene todos sus valores propios ≥ 0.

5 det(S) ≥ 0, tr(S) ≥ 0.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 87 / 106



Matriz de datos Eliminación de variables redundantes lineales

Eliminación de variables redundantes lineales

Veamos como es posible reducir la cantidad de variables de la matriz de datos cuando una
variable es combinación lineal de otras.

Lema: {w ∈ Rp : w′Sw = 0} = N(S).

Proposición: N(S) = N(X̃)

Dem:
w ∈ N(S)⇔ Sw = 0Rp ⇔ w′X̃′X̃w = 0

⇔ (X̃w)′X̃w = 0⇔ ||X̃w||2 = 0⇔ X̃w = 0Rn ⇔ w ∈ N(X̃)

Conclusión: si un vector w se encuentra en el núcleo de S, sus coordenadas son los coeficientes de
la combinación lineal existente entre las variables de la matriz de datos.
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Matriz de datos Eliminación de variables redundantes lineales

Eliminación de variables redundantes: ejemplo

Consideremos la siguiente matriz de varianzas y covarianzas (ejemplo 3.3 del libro de Peña):

S =


0,0947 0,0242 0,0054 0,0594
0,0242 0,0740 0,0285 0,0491
0,0054 0,0285 0,0838 0,0170
0,0594 0,0285 0,0170 0,0543


cuyos valores propios son 0.172, 0.08762, 0.0461 y 0.00005 (el rango es aprox. 3).

Un vector propio asociado al valor propio cero es (0,408, 0,408, 0,−0,816) que se puede reescribir
como (0,5, 0,5, 0,−1) por lo que la 4ta variable de X es el promedio de las dos primeras.

Obs.: El razonamiento anterior se puede extender para cualquier número de valores propios nulos:
si S tiene rango h entonces existen p− h variables redundantes que podemos eliminar y los
vectores asociados a estos valores propios indican la CL de estas variables redundantes (ver
páginas 76 y 77 del libro de Peña).
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Comparación de variables

Plan

1 Repaso de Probabilidad

2 Estimación

3 Tests de hipótesis

4 Tests de normalidad

5 Repaso de Algebra Lineal

6 Matriz de datos

7 Comparación de variables
Relación entre dos series quantitativas
Relación entre dos series cualitativas
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Comparación de variables

Relación entre dos series estad́ısticas

Se observa sobre n individuos dos caracteres (x1, . . . , xn) e (y1, . . . , yn). correspondientes a dos
variables x e y. Hay tres casos:

Las dos variables son cuantitativas (continuas)

Las dos variables son cualitativas (discretas)

Una es cuantitativa y la otra es cualitativa
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Comparación de variables Relación entre dos series quantitativas

Dos series continuas

Dibujar la nube de puntos

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 92 / 106



Comparación de variables Relación entre dos series quantitativas

Dos series continuas

Correlación lineal:

ρxy =

1
n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)√
1
n

n∑
i=1

(xi − x)2

√
1
n

n∑
i=1

(yi − y)2

=

1
n

n∑
i=1

xiyi − xy

sxsy

Si la correlación está cerca de 0, ésto no sig-
nifica que no haya relación entre las varia-
bles, solo que no es lineal. Puede ser de otro
tipo (cuadrática, logaŕıtmica, etc).
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Dos series cualitativas

Podemos querer conocer la opinión de consumidores de tv cable en un barrio de Montevideo en
función del cable que tienen, I posibilidades, y su conformidad en cuanto a la programación, J
posibles opiniones, obteniendose de esta manera una matriz X ∈MI×J .

Cable Poco Conforme Conforme Muy conforme Total
Nuevo Siglo 3 47 178 228
Montecable 24 56 20 100

TCC 12 8 23 43
DirectTV 2 14 88 104

Total 41 125 309 475

X =


3 47 178
24 56 20
12 8 23
2 14 88

 ∈M4×3

Cada persona aparece en una sola casilla de la tabla.

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelación en Probabilidad - Estad́ıstica 17 de marzo de 2019 94 / 106



Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Tabla de contingencias

X|Y y1 . . . yj . . . yJ

x1
...
...

xi . . . . . . nij . . . . . . ni·
...

xI
...
n·j

Cuadro: Tabla de contingencias

Suponemos que I > J .

x1, x2, . . . , xI representan las modalidades de la variables X.

y1, y2, . . . , yJ representan las modalidades de la variables Y .

n es la cantidad de individuos

nij es la cantidad de individuos que cumplen la modalidad i de la variable X y la modalidad
j de la variable Y .

ni· es la cantidad de individuos que cumplen la modalidad i de la variable X

n·j es la cantidad de individuos que cumplen la modalidad j de la variable Y .
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

ejemplo
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Matriz de frecuencias relativas

Podemos trabajar con la matriz F de frecuencias relativas, pensada como matriz de
probabilidades, que se obtiene de la matriz anterior dividiendo cada casilla de la tabla de
contingencia por n el total de valores observados

X|Y y1 . . . yj . . . yJ

x1
...
...

xi . . . . . . fij =
nij
n

. . . . . . fi· = ni·
n

...

xI
...

f·j =
n·j
n

A fi· se le llama frecuencia marginal de la modalidad i.

A f·j se le llama frecuencia marginal de la modalidad j.

A fji =
nij
ni·

=
fij
fi·

se le llama frecuencia condicional j sabiendo i.

A f ij =
nij
n·j

=
fij
f·j

se le llama frecuencia condicional i sabiendo j.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Distancia entre filas

Cada fila puede considerarse como un punto en el espacio euclideo RJ . La idea consistirá en
buscar un subespacio de RJ de dimensión menor donde podamos ver la distancia entre estos
puntos, de manera que las filas que tienen estructura parecidas estén cercas y las que tienen
estructuras muy distintas alejadas.
La distancia euclidea no es una buena medida de proximidad de los puntos en la matriz de
frecuencia F :

A 0.03 0.06 0.15 0.06 0.3
B 0.07 0.14 0.35 0.14 0.7
T 0.1 0.2 0.5 0.2 1

Si hacemos la distancia euclidea entre las filas obtenemos un valor alto. Sin embargo las dos filas
tienen exactamente la misma estructura relativa pues si dividimos cada casillero por la frecuencia
relativa de la fila fi· obtenemos:

A 0.1 0.2 0.5 0.2 1
B 0.1 0.2 0.5 0.2 1

La operación matricial par pasar de una tabla a otra es

R = D−1
f F

donde Df es una matriz diagonal I × I que tiene en su diagonal principal al vector

f = (f1·, f2·, . . . , fI·)

Esto motiva el poder considerar las tablas de los perfiles fila y columna.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Tabla de perfiles por filas

Podemos trabajar con la matriz de perfiles filas que se obtiene de la tabla de contingencia
dividiendo cada casilla de la fila i por la suma ni· del total de valores observados para ella.

X|Y y1 y2 . . . yj . . . yJ

x1
f11
f1·

f12
f1·

. . .
f1j
f1·

. . . f1J
f1·

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

i fi1
fi·

fi2
fi·

. . .
fij
fi·

. . . fiJ
fi·

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

xI
fI1
fI·

fI2
fI·

. . .
fIj
fI·

. . . fIJ
fI·

1

Cuadro: Tabla de perfiles filas; cada fila suma 1

La misma permite comparar la repartición de los valores de Y en las distintas modalidades de X.

Como todas las filas suman 1, todos los puntos i están sobre un hiperplano de dimensión J − 1
de RJ .
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Ejemplo

El 23 % de los jefes van al hotel y en las otras profesiones el 56 % van a la casa de los padres.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Tabla de perfiles por columnas

Podemos trabajar con la matriz de perfiles columnas que se obtiene de la tabla de contingencia
dividiendo cada casilla de la columna j por la suma n·j del total de valores observados para ella.

X|Y y1 . . . yj . . . yJ

1 f11
f·1

...
f1j
f·j

... f1J
f·J

2 f21
f·2

...
f2j
f·j

... f2J
f·J

...
...

...
...

...

i fi1
f·1

...
fij
f·j

... fiJ
f·J

...
...

...
...

...

I fI1
f·1

...
fIj
f·j

... fIJ
f·J

1 . . . 1 . . . 1

Cuadro: Tabla de perfiles columnas; cada columna suma 1.

La misma permite comparar la repartición de los valores de X en las distintas modalidades de Y .

Idem acá: todas las columnas suman 1, todas los puntos j están sobre un hiperplano de
dimensión I − 1 de RI .
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Ejemplo

El 15,4 % de las personas que van al hotel son jefes. Dentro de las personas que van al hotel hay
una mayoŕıa de ejecutivos superiores, pero estos ultimos prefieren ir en lo de los padres (ver perfil
filas).
Los ejecutivos superiores van preferentemente en residencia secundarias.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Prueba de independencia entre las variables

Antes de comenzar el estudio debemos ver si las dos variables son independientes.
Recordamos que dos variables X e Y son independientes si para todo par (i, j) se tiene que

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj) (∗)
Esto equivale, cuando se puede hablar de probabilidad condicional, a que

para todo par (i, j), P(X = xi|Y = yj) = P(X = xi).
para todo par (i, j), P(Y = yj |X = xi) = P(Y = yj).

La expresión (∗) que se traduce en la tabla de frecuencias relativas por

fij = fi·f·j ∀ i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J.

Si no se cumple esta igualdad para todo i y para todo j hay algún grado de asociación entre
ambas variables.

Observar que
fij

fi·
=
nij

ni·
por lo que la propiedad de independencia se traduce como

nij

n
=
ni·

n

n·j

n
∀ i, j ⇒ nij︸︷︷︸

valor observado

=
ni·n·j

n︸ ︷︷ ︸
valor teórico

∀ i, j

Por último:
Si fij > fi·f·j decimos que las modalidades i y j se atraen.
Si fij < fi·f·j decimos que las modalidades i y j se repelen.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Prueba de independencia entre las variables

Se hace necesario definir un test estad́ıstico global que mida de alguna manera la distancia entre
lo observado y lo que uno espera, dado que se cumple la hipótesis nula de independencia entre las
variables.

(H0): X e Y son independientes
(H1): X e Y no son independientes

El estad́ıstico es:

χ2 =
I∑
i=1

J∑
j=1

(
nij −

ni·n·j
n

)2
ni·n·j
n

=
I∑
i=1

J∑
j=1

(nfij − nfi·f·j)2

nfi·f·j

= n
I∑
i=1

J∑
j=1

(fr. observadas - fr esperadas)2

fr. esperadas

El valor nij es el valor observado en la celda i/j y el cociente
ni·n·j
n

es el valor esperado de la

celda ij bajo (H0). El estad́ıstico χ2 mide el desv́ıo entre lo que se observa y lo esperado en caso
de independencia y sigue asintoticamente una distribución χ2 con (I − 1)× (J − 1) grados de
libertad.
Si el valor de χ2 es grande entonces tenemos una dependencia grande entre las variables.
Sin embargo al ser un indicador global, es insuficiente para medir las asociaciones entre las
modalidades.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Prueba de independencia entre las variables

Veamos en el ejemplo siguiente por qué se divide por el valor teórico.

(
nij −

ni·n·j
n

)2
ni·n·j
n

Jugamos a cara o cruz 10 veces. Se gana 1 vez y la diferencia es 4. Jugamos a cara o cruz 100
veces. Se gana 46 veces y la diferencia es 4.

Teórico Observado Diferencia Diferencia2 Diferencia2

Teórico
5 1 4 16 3.2

50 46 4 16 0.32

Claramente no es lo mismo ganar 1 vez en 10 que ganar 46 veces en 100.
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Comparación de variables Relación entre dos series cualitativas

Ejemplo

En la primera tabla vemos los nij y en la segunda tabla los productos n·in·j/n.
Conclusión: Hay una dependencia significativa entre las variables.
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