Seriales Aleatorias y Modulacién
Examen
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22 de Julio de 2024

Indicaciones:

e Cada hoja entregada debe indicar nombre, nimero de C.l., y nimero de hoja. La hoja 1 debe indicar
ademas el total de hojas entregadas.

e Se deberd utilizar dnicamente un lado de las hojas. Cada problema o pregunta se deberd comenzar
en una hoja nueva. Se evaluard explicitamente la claridad, prolijidad y presentacién de las soluciones,
desarrollos y justificaciones.

e En los problemas practicos pueden utilizarse resultados tedricos del curso sin hacer su deduccién siempre
que la letra no lo exija explicitamente. Se evaluard la correcta formulacién y validez de hipdtesis.

Pregunta 1

1. Definir un proceso estocastico.
2. Definir un proceso estacionario en sentido estricto (SSS) y en sentido amplio (WSS).

3. {Bajo qué condiciones un proceso SSS es WSS? y ;Bajo qué condiciones un proceso WSS es SSS?

Pregunta 2

1. Realizar el diagrama de bloques de un transmisor AM y de los dos posibles receptores vistos en el
curso explicando brevemente cada bloque.

2. Hallar el desempeno obtenido con ambos receptores, comparar el resultado y las hipotesis. ;Ocurre
lo mismo en el caso de la modulaciéon DSB?

Problema 1

Sea X; es un proceso WSS de media nula con densidad espectral de potencia Sx (f). Esta sefial es enviada
por un transmisor, recibiéndose en recepcion la senal original y su eco amplificado con una constante A

de la forma:
Y = X; + AX; 4,

(a) Mostrar que Y; es WSS.

(b) Consideremos el caso en que Y; se filtra con un filtro H(f) LTI estable. Dar la expresién de la
densidad espectral de potencia de la senal filtrada.

Supongamos ahora que el receptor recibe la senal original, su eco amplificado con una constante A y

ruido blanco aditivo de la forma:
Y =Xi + AXy A, + 74

donde Z; es ruido blanco gaussiano de media nula y densidad espectral de potencia Sz(f) = n/2,
independiente de X;.

(¢c) Hallar Sy (f) en funcién de S.(f), Ar y n.
(d) Hallar la densidad de potencia conjunta Sxy (f).



(e) (Cuél es el filtro que aplicado a Y produce el estimado X, que minimiza el error cuadratico medio
respecto a X;? Hallar su expresién en funcién de S, (f), A y .

(f) ;Coémo actia este filtro para las frecuencias en donde el ruido predomina sobre la sefial y viceversa?

Problema 2

En el marco de los Juegos Olimpicos Paris 2024, se requiere su asesoramiento técnico para el desarrollo
de un sistema de comunicacién inalambrica. La solucién debe permitir comunicaciones de voz para los
arbitros de distintos deportes, con un requerimiento de distancia méaxima de 300m. Este sistema debe
operar en la banda de UHF, en frecuencias sub-GHz comprendidas entre 460 MHz y 462 MHz. La
modulacién a utilizar serda FM con una desviacién de frecuencia fao = 75 kHz y una minima SNRp de
25 dB. La tnica atenuacion a considerar es la del aire, la cual se modela en forma simplificada con la
ecuacién de Friis'. Se desprecia tanto la ganancia de las antenas, asi como otras pérdidas en cables y
conectores. Ademés el amplificador de recepcién introduce un ruido AWGN con 74 = 10714 W/Hz.

(a) Hallar el ancho de banda del audio méximo que se puede utilizar para tener 5 canales con una
separacion minima de 220 kHz. Indicar el ancho de banda de la senal FM resultante para cada
canal y las frecuencias centrales de los canales.

(b) Si se trabaja con un ancho de banda del audio de 10 kHz y una separacién entre canales de 100 kHz
jcuantos canales podrian operar en este caso?

En el diseno se define un ancho de banda de audio de W = 15 kHz y una potencia de senal S, = 0.5.
(c) Determinar la minima potencia de transmisién para que el sistema opere correctamente.

Finalmente, para evitar las fluctuaciones de volumen en el audio, el sistema de recepciéon debe tener una
sefial de audio de salida de amplitud constante Ag, sin importar la potencia trasmitida ni la distancia
entre el transmisor y el receptor.

(d) Explicar cémo se logra esto cuando se utiliza modulacién FM.

(e) ¢{Qué cambia cuando la modulacién es AM y cémo se soluciona?

c

2
L Atenuacioén en espacio libre de Friis: L(d, f) = <4"df> , siendo ¢ = 3 - 108 m/s.



Solucion

Pregunta

Ver tedrico.

Pregunta

Ver tedrico.

Problema 1

(a) En primer lugar tenemos que E[Y;] = E[X;] + E[X;_a,] = mx + Amx que no depende de t pues
X; es WSS.

Por otra parte, tenemos que:
Ry,(t,s) =E[(X; + AXi—a,)(Xs + AXs_a,)]
=E[X;X,] + AE[X; X_a,] + AE[X;_a, X,] + A’E[X;_n, Xo-a,]
= Rx(7) + ARx (T + Ay) + ARx (1 — A;) + A2Rx (1)
que depende de 7 y luego al evaluarla en 0 queda < +oo por lo que Y; es WSS.

(b) Sy (f) = (1+ A%)Sx(f) + ASx (f) (7928 4 e7278:0) = (1+ A%)Sx (f) + 2A8x (f)eos(2m A f)
Luego Ssatida(f) = [H(f)[*Sy (f)

(¢) Podemos escribir Y; como Y; = g(t) * Xy + Z; donde g(t) = §(t) + Ad (t — Ay). Por lo que tenemos:
_jonA, f|2
Sy (f) =1G(f)PSx(f) + Sz(f) = |1+ Ae™7? Atf‘ Sx(f)+mn/2
(d) Escribimos la autocorrelacién cruzada como:

Rxy(T) =E X4, Yy = E[Xpyr (Xt + AXy4 A, + Z4)] = E [ X447 Xo) + AE [ X417 XA + E [ X4 1 Z4)

donde el 1ltimo término es nulo por ser Z; independiente de X; y X; de media nula.

Por lo tanto, como X; es WSS, tenemos que:
RXY(T) =F [Xt+TXt] + AFE [Xt-‘r‘rXt—At] = RX (7') + ARX (7' + At) = (5(t) + Ad (t + At)) * RX (T)
y finalmente ‘
Sxy (f) = F (Rxy (7)) = (1 + Ae*™) Sx (f)
(e) El estimador 6ptimo es el que se obtiene al aplicar el filtro de Wiener a Y;:
X, = / h(s)Y:_sds

donde _
CSxv(f) (L4 AP Sk (f)

F(h(t)) =H(f) = Sy(f) ‘1+A67j27rAtf|2 Sx(f) +n/2

(f) La respuesta en frecuencia del filtro podemos escribirla como

Sxv (f) (1 + Ae2m2:)
F(h(t))=H(f) = 5 () = AT -
Y |14 Ae I” + 55y )
A partir de esta expresion se observa que la respuesta en frecuencia del filtro se atenia donde el ruido
predomina respecto a la senial (n > Sx(f)) y se amplifica cuando la senal predomina respecto al ruido

(n < Sx(f)).




Problema 2

(a) Teniendo un ancho de banda total de 2 MHz, de los cuales 880 kHz quedan para la separacién entre
canales, se deduce que el ancho de banda maximo de cada canal debe ser By,q, = 1120 kHz/5 = 224 kHz.
De alli se deduce cudl puede ser el mdximo ancho de banda del audio a utilizar: B = 2(D + 2)W con
D = fWA, por lo que tenemos: W, = w con B, = 224 kHz.

Despejando se tiene W4, = 18.5 kHz. Notar que el D resultante es 4.05, estando en el rango entre 1 y
10, coherente con la regla de Carson utilizada.

Las frecuencias centrales de los canales resultantes quedan 460.112 MHz, 460.556 MHz, 461 MHz,
461.444 MHz y 461.888 MHz respectivamente.

(b)  Ahora W = 10 kHz por lo que mediante B = 2(fa + 2W) se llega a que B = 190 kHz.
Con un ancho de banda total de 2 MHz y una separacién entre canales de 100 kHz se tiene:

= 7 canales: 7-190 kHz + 6 - 100 kHz = 1.93 MHz
= & canales: 8- 190 kHz + 7 - 100 kHz = 2.22 MHz

Por lo tanto, el maximo niimero de canales en este caso es 7.

(c) La distancia maxima es de 300 metros, mientras que la maxima frecuencia es 462 MHz. Sustitu-
yendo en la ecuacién de Friis, esto nos da una atenuacién méaxima de 75.28 dB.

Para FM la SNRp esté dada por 3D2S,~ siendo v = 77?}4/

Despejando la potencia y haciendo el calculo, llegamos al valor minimo de S = 42.6 mW.

Ademds, es necesario verificar el umbral de FM, dado por SNRr = Ui—TB => 10, que en este caso se

verifica para el valor de Sp minimo calculado previamente.

(d) En la modulacién FM, las variaciones en la potencia de la senal recibida no afectan directamente
al mensaje, por lo cual no es necesario hacer un ajuste automatico de la ganancia en el receptor. De
todas formas, si juega un papel en este sentido el limitador que se aplica a la senal en recepcién, evitando
la saturacién de la salida cuando se producen picos en la senal recibida.

(e) Para el caso de AM, las variaciones en la potencia de la sefial afectan directamente al mensaje,
por lo cual es necesario hacer un ajuste automatico de la ganancia variable que se utiliza en el receptor.
Para ello, se utiliza la potencia de la portadora en el receptor para estimar la ganancia necesaria, de
manera de mantener una amplitud constante para el mensaje detectado.

En la préctica se ajusta la ganancia realimentando el valor de portadora a la salida de filtro de recepcion,
y es lo que se llama control automético de volumen.



