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Examen
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Indicaciones:
e La prueba tiene una duracién total de 3 horas.

e Cada hoja entregada debe indicar nombre, nimero de C.l., y nimero de hoja. La hoja 1 debe indicar
ademas el total de hojas entregadas.

e Se debera utilizar tnicamente un lado de las hojas.

e Cada problema o pregunta se deberd comenzar en una hoja nueva. Se evaluara explicitamente la claridad,
prolijidad y presentaciéon de las soluciones, desarrollos y justificaciones.

e En los problemas practicos pueden utilizarse resultados tedricos del curso sin hacer su deduccién siempre
que la letra no lo exija explicitamente. Se evaluara la correcta formulacién y validez de hipdtesis.

Problema 1

Se desea transmitir simbolos de una fuente binaria IID con bits equiprobables, generados a una tasa
r. Para ello se utiliza un sistema de transmisiéon pasabanda, en el cual una sefial PAM con pulso de
conformacién rectangular modula un portadora de frecuancia f. (Esta modulacién se conoce como BPSK
(Binary Phase Reversal Keying)). La sefial transmitida puede expreserse como

z(t) = [Z arp(t — kT — 0) | cos(wet + ¢) = xpan(t) cos(wet + @)
k

donde ¢ es una fase aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo [0, 27], 6 es un desplazamiento

aleatorio distribuido uniformemente en [0, T], p(t) es un pulso rectangular de duracién T'= 1/r y ay, es

una secuencia binaria equiprobable que toma los valores A y -A. La frecuencia de la portadora f. se elije

de forma que es miltiplo de r. El canal de transmisién cumple las hipétesis usuales con atenuacéin L e

introduce ruido AWGN con densidad espectral de potencia 1/2.

Se pide:
(a) Dar un diagrama de bloques completo de un receptor basado en un filtro de apareado.
(b) Hallar el espectro de la senal transmitida, estimar el ancho de banda Br y bosquejar su espectro.

(¢c) Hallar las componentes de senal y de ruido a la entrada del comparador en el receptor. Hallar a
partir de ellas la probabilidad de error.

(d) Calcular la energia de bit Ej y expresar la probabilida de error en funcion de Ej,

Se quiere evaluar cémo se afecta la probabilidad de error (P,.) cuando se utiliza decodificacién de errores
y borrado. En lugar de hacer la decision a favor de un simbolo podemos declarar borrado para algunos
valores de deteccion (ver la siguiente figura). Se define o = § (0 < a < 1) donde d es la separacién entre
los simbolos en deteccién y a el ancho de la zona de borrado.

(e) Hallar las expresiones para P, y la P, (probabilidad de borrado) como una funcién de Ep y a.

(f) Determinar el valor de a para que se cumpla que P, = 2P., suponiendo que P, = 107°. Calcular
la SNR para este caso.

Observacién: La motivacién para buscar Pyor = 2P, en la parte (f) viene dada porque generalmente un
c6digo corrector de errores, para una distancia de cédigo dada, puede detectar el doble de los errores de
los que puede corregir.



Problema 2

Se desea comparar el desempeno de dos sistemas de comunicaciéon analégica. El mensaje a transmitir
m(t) tiene ancho de banda W y potencia P = 1. En ambos sistemas la potencia de trasmisién maxima
permitida es ST = 10 kW. Se asume que el canal es un medio duro, donde la atenuacion entre el trasmisor
y el receptor es L = 80 dB. Este ultimo agrega ruido AWGN, predominante frente al ruido introducido
en el canal, con densidad espectral de potencia G, (f) = %, siendo = 107 W/Hz. El primer sistema
usa modulacién AM, usando un receptor basado en deteccién de envolvente y disenando para operar por
encima del umbral. El indice de modulacién es k, = 0.95 y el ancho de banda disponible es el de AM
comercial By = 10 kHz. El segundo sistema corresponde a modulacién DSB, utilizando un repetidor en
el punto 6ptimo y el mismo ancho de banda hallado anteriormente. El repetidor analégico no es ideal,
por lo que introduce ruido AWGN, el cual se asume tiene las mismas caracteristicas que el del receptor.

(a) Hallar el maximo ancho de banda del mensaje que soporta este sistema.
(b) Para el ancho de banda hallado, calcular la méxima relacién senal a ruido en deteccién posible.

(c) Hacer el diagrama de bloques completo del segundo sistema propuesto, indicando el modelo de
canal y ruido correspondiente.

Se puede ver que al aumentar la ganancia del repetidor siempre aumenta la SN Rp. Si bien esto es cierto,
fijando el resto de los pardmetros del problema, existe un valor de G (que llamaremos G ;) a partir del
cual ya no vale la pena seguir aumentando el valor ya que su incidencia en la SN Rp es muy pequena.

(d) Asumiendo que la ganancia del receptor compensa la atenuacién del tramo previo del canal, hallar
la ganancia del repetidor G y calcular para dicho caso la SN Rp correspondiente.

(e) Si tuviera que elegir, jcudl de los dos sistemas analizados utilizarfa? Discutir las ventajas y des-
ventajas de cada uno para tomar la decision.

Pregunta 1
Procesos Estocasticos.

1. Definir un proceso estocéstico en sentido estricto (SSS) y en sentido amplio (WSS).

2. Sea X; un proceso WSS con autocorrelaciéon Rx(7) y Y; la salida de un filtro LTI, estable, de
respuesta en fecuencia H(f) y entrada X;. Obtener la autocorrelacién Ry (7) y la autocorrelacién
cruzada Rxy.

3. (El poceso Y; es WSS? Justificar

Pregunta 2
Modulacién FM.

1. Dar la expresién temporal de una senal genérica m(t) modulada en FM e indicar su potencia.

2. Para el caso particular de un tono modulado en FM (es decir, m(t) = A, cos(27 fut)) esbozar la
senal temporal y su espectro. Indicar la condicion que se debe cumplir para considerar que se trata
de FM de banda angosta.

3. Dar la férmula general para la estimacién del ancho de banda en FM (regla de Carson) y explicar
en qué se basa dicho calculo.



Solucion

Problema 1

(a)  Ver tedrico.

(b)  El espectro del proceso z. estd dado por,

Se() = 3 (Spant(f = £+ Spa(F + 1)

mientras que el espectro de xpans(t) se obtiene utilizando la conocida férmula para el espectro de una
senal PAM. En este caso la secuencia ay, tiene media nula y varianza A2 por lo que se tiene que,

2
Sean(f) = Ar|P(F)? = Z=sine? (f>

r

Para estimar el ancho de banda necesario el criterio de mantener més del 90 % de la energia corresponde
con eliminar el espectro fuera del primer cero del sinc? y se tiene que By = 2r, por otro lado el criterio
de poder detectar el pulso corresponde a cortar el sinc? en la mitad de su 16bulo principal v el ancho de
banda en ese caso seria By = r.

(c) La senal recibida estd dada por,

lZakp ] cos(wet + ¢) 4+ n(t)

donde n(t) es el ruido que se introduce en el canal, y L es la atenuacién sufrida por la sefial en el canal.
Como estamos en el caso de senalizacién polar equiprobable, tenemos que la probabilidad de error esta

dada por,
ro(52)
0'

donde los a@; son los valores que tomaria la senal en el instante de muestreo en ausencia de ruido y o es
la varianza del ruido en el instante de muestreo. Calcularemos primero los valores d;. Notar que dada la
senalizacién estos toman valores opuestos, por lo que solo se calculard uno de ellos. Si la miramos en un
intervalo del tipo [kT, (k + 1)T] el valor de d; queda dado por:

(k+1)T , AT
a; = —— cos®(wet + @) dt = —=
= [, et

va que f. es miltiplo de r. Ahora es necesario hallar la potencia del ruido en el instante de muestreo.
Este esta dado por:

(k+1)
NH = /k i) cos(ent)dr

De esto se puede ver que el ruido N[k] es gaussiano pues es combinacién lineal de variables aleatorias
gaussianas. Ademads es inmediato ver que tiene media nula. Su potencia estd dada por,

(k+1)T (k+1)T
/ / n(t —t') cos(wet) cos(wet') dtdt’.
kT kT

Pero sabemos que R, (1) = nd(7), de modo que
E (n’[k]) = o® =0T

con lo que el proceso N[k] queda caracterizado. Sustituyendo en la ecuacién de la probabilidad de error

tenemos,
2AT 2T
r=o(sm) o)




(d)
por lo que

con

(e)

Po=nQ (B e () (P ()~ ((1+a> QnE”) = QU1+

o 20

Pyor =1 = Pe — Peorrecto
Pcorrcctc):pl (1_Q(&1_0_a/2>) + po (1—Q <_a/2_do)> = 1—Q((1—a)l<;)

g

Pbor:_Q((1+a>k>+Q((1_a>k>

(f)
P.=10"=(1+a)k=Q " (107°) =43
Poor =2P. =210 = (1-a)k=Q " (3.107°) =4
1 4
T _ A3 075 = a = 0.0361
1—« 4
k= 4.15

Problema 2

(a) Las condiciones que debe cumplir el ancho de banda del mensaje W son dos:

1. Ancho de banda permitido:
1. .
WﬁiBrTnax$W§5kHz

2. Umbral en la SNRy:

ST Sméx
SNRy > 10 = >10=W<=L _ =5kH
R = LnBr = = 90Ly “

Ambas condiciones imponen la misma restriccién, por lo que resulta Wy, = 5 kHz.

(b)  Con el ancho de banda obtenido en la parte anterior garantizamos que cumplimos con la condicién

de umbral y vale:

kQP S;{léx
a

SNRp =
DT 1 ¥ k2P LyWaax

=98dB

(c¢) Elsistema se compone de un repetidor analdgico luego del primer tramo del canal, el cual introduce
ruido que predomina frente al ruido del canal, y luego tiene una ganancia G en potencia. La atenuacion
de ambos tramos de canal es L'/2, ya que el repetidor estd en el punto medio. Luego el receptor estd
basado en deteccién sincrénica, por lo que tiene un filtro pasabanda a la entrada, seguido de un mezclador
de frecuencia f. y finalmente un pasabajos de ancho de banda W.



(d) La SNRp para DSB estd dada por la expresién Sp/Rp donde Sp corresponde a la potencia
de la senal detectada, mientras que el ruido tendra dos componentes, una por el ruido que introduce el
repetidor y otra por el ruido que introduce el receptor.

Por un lado, la potencia de la senal detectada queda:

_ SrGLY? 857G
TOLY/2p1/2 T A/2

Sp

Por otro lado, dado que la ganancia del repetidor es G en potencia, y que el receptor tiene ganancia igual
a la atenuacién de un tramo que corresponde a la mitad del canal, la componente de ruido queda:

N L1/2
Rp = L + NoLY? = NG + N, L'/?
L1/2
Juntando ambas partes tenemos
STG 1 ST G

NRp = = -
SNEp =50/ Ro = 71 (NG + ML /%) ~ L2 (N,G + NoL %)

Maximizar la SNRp en G es equivalente a minizar el término N; + Nng/z/G. Si bien es claro que
a mayor G este término serda cada vez menor, también estd claro que cuando Nj sea mucho mayor al
término que depende de G, esta ganancia dejard de influir de forma significativa en la SNRp. Esa
situacién se dard cuando Ny > NoLY?/G, es decir Ny > 10N, L'Y/? /G, lo que nos permite despejar el
valor de Gy = 10Ny /N LY?. Dado que ambos ruidos son iguales (nBr), el cociente No/N; = 1, lo que
resulta en Gy = 10LY/2 = 50 dB.

De esta forma la relacién sefial a ruido resultante queda:

ST Gy

=49.6 dB
L2 (nByGar + nByrL1/2)

SNRp =

(e) En base a la SNRp obtenida para cada caso, es claro que el desempeno del segundo sistema es
mucho mejor. En términos de potencia transmitida, en ambos casos estamos usando la misma, por lo
que el gasto de energia serd equivalente en ese punto. Sin embargo, el primer sistema al usar AM utiliza
una parte importante de la potencia transmitida para enviar la portadora. Esto resulta en un receptor
maés sencillo y por lo tanto de menor costo. Ademds el segundo sistema utiliza un repetidor, con lo cual
también tendremos gastos adicionales en la instalacién y mantenimiento de ese punto.

Pregunta

Ver tedrico.

Pregunta

Ver tedrico.



