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) . HITROOUCC 1O:;

Los fenómenos no estacionarios o transitorios en
las conducciones de agua a presi6n constituyen un
nSllCcto que el proyectista y el operador de un
Dcucdllcto na pueden dejar de conocer. La magnitud
de las sobrcprcsioncs que se generan pueden destruir
la conducción y asimismo las depresiones pueden
reducir la presión interior a la presión de vapor
del agua a la teeperatura ambiente (0.25 mca de
presión absoluta a 20°C). Una reducción en la
presi6n interior d0 este ord0n, pucd~ producir el
colapso de la tuherfa. Todo ello obliga a que el
tScllica adquicr~ UI1 bucn c(lnOCinliento de estas
fcnóm~nos. El car5ctcr onclulatorio que presentan,
tan diferente a los fcn5mcnos estacionarios con los
cU:Jlcs E'1 inr,cnicro hidriíulico eSta habi tuado a
tratar.le ha con[0I'iJo a cSt~ tema cierta fama de
inabordabl~ sal\'0 por e~pccialistas. l.a c[lscfiallza
curricular del cisrn0, en genrral, se limita a un
plnIltco rfipido d0 las ccuaciollCS fundamentales, SIn
dc,tcnersc a destacar COll cl:¡ridad los fcn6mcnos
físicos invoJucr~dos. Urla VCl plantcadas las
cCl,aciones, el esfucrzo del profesor se dirige il

nlllt;lrar cór.:o {:s p~l:;ihJ(. (..l:lbor.:;¡r un pror.ram,1 d~~
COlllputé..ldorn p.Jr."! rc~ol\'crlc:ls. El rC::iultndo fin;¡l de
{'~;t<.l fOTl!}" dl' Prc'l.:'('dl'r '1U(' oculta ('1 hccho ffsico-
priOlcro ('n J.1 fon::lILlción de LIS ccu.1ciollC'S y ]uq.:o
Cll cl c1n.:ili5is de las soJuciones aplicadas a
proLl('mas concrctot;-('S ~!¡¡IsCll~aci611 que queda en e]
cSludi2.11tc de que l:] tcma es irrclIlcdi.101cOlPfltc
il":--: t raL to .

En C!il(' fascículc1 se il.:J l r.1t;ldo de enfiniznr lJ
dc~;crirciún de Jos fl'lIÓr,l(...'llO!. ffsicus tan lo en la
[onnul.1ciún de las eCl1<1Ci('1IH'S C0l110 en el <lllftlisis dc
su~: ~;('I]ucioncs. COIl ('se fin Se hit modi ficado la
exposición c15sicil de' ]n ecuación de conscrv<lción de
In nlaS.1 separando, Ilor U¡l lallu, el fenónleno de
con"~('r\'ación de la lr.,J~¿:¡)', por otro,las E:cllac~.on£s
conslill1tivas dEl fluido y de la tubería. Asimismo

" -, - _. - ,se tia tratado de pI"~Scntar con rigor las tlipótcsi~
que sUI10lIC el ~Q¿clo y Su juslific.1ci6n. Con ello
se ballél cn claridad f(:specto ~'11 hecho físico)' en
un.:! r.13yor corr.rr(':i~ ion de la ('St ructur.1 del modelo
teórico .

En el an51isis de las soluciones ondulatorias Se 1\0
tratado (le exponer con particular detalle los
fcnór.Jcn('l~ de reflexión dc~ lns ondas en tan,(H~_e_~_d~
C(ll"ga constant~ y en c~:trcmo~ cerrados. Para ello
se 11.1 recurrido a sel"ie~ d~ dibujos muy simples
dondé se desglosa el i'''peljllf.<1dopor la onda
incidellte )' la re:flcjad.1 en l.:l~ frollteras aludidus .

.1



Se ha dedicado tac~i[n atención a la C0mparaCl~~
entre el ¡:~delo con onda~s. y eLmodclo mª~.J,!miJ.~ar
y senc~l~E .~i.~_la_?_o~cjl_,!cion_c~'?._d.e_.p.}a~_ª_
estableci~ndosc un criterio de validación del empleo
de uno u otro.

Finalmente, este ~Ilfasis respecto a la presentación
de los fenó~enos físicos que el modelo procura
reflejar, culmina con la comparación entre los
resultados teóricos y experiencias cuidadosamente
COIltroladas en un3 instalación experimental de gran
taclaiio. Ello esta orientado a darle al lector I por
un lado, se~uridad respecto al modelo que se propone
y, por otro, una idea precisa de cu51cs son sus
lit'litaciones.

El fascículo terTO;na con un capítulo referido a las
bo~~as eo=o C~lIS3 furldamclltal de los rrallsilorios
en conduccio~cs ¿e agua a prcsi6n. En <licllO
capítulo se intenta pr[:st.~ntar en forma or~,Jni7.¡¡da I y
fundada en UI10 de los ap6ndic~s del fascículo, las
ccu3cioncs qur d~scriben el comportamicllto no
eStacioll~rio de 05tnS m5qui~ns. EIl est~ eXI)osici6n
Se tlace ¿Ilfasis t~[JJi¿rl Cll los fCI16ruCl10S ff~;icos
Jir.,""ldos .1 l)~ d:i\crs.::s formas de operacióll dt~ 1.3
rr.5~uin.:1 l'a ('1 brt\'(' i,llt'rv.Jl0 dé ti('lIl\'ll qlll.... JUl'il el
trc::lr.itorio Ilidr;;'\Jlico.

2. ELEfI~lnOS TEORICOS CONSIOERflliOO UNI\ TUBERII\
RIGIO~ y FLUJ~O INCOMPRESIBLE

En c'ste Cilpft\llc. 5(' fOrlll11]ar[¡'n las C'CU;ll'iollC'S

din3::1ic.J )' de ('('j",~l.'i-\':Iciún <..le: la r.t.JS~lilpli('.lL]~s ,1

los tral1sitorio~ ilidr5ulicos en los que 1il tub~rra
puede ser considerada rígida y el fluido
i1lcompr~sible. !:sta hip6[csis que pnr¿l quifn estS
h.Jbitu;¡do.J trab.::j:lr con fCt1ómC'llu~ hidráulicos
e~.taci{ln.lriu~, (:~; IIn.ltur.l11l, CUII~¡ljtuyL' sill elllu:lrr,o
un:t simplificclció:\ extrema al tratar fenómenos
transitorios. Cc=o se verE en el capítulo )',
s~cci6n 12 su aplic~bilidad estS lilnitacln a casos
muy particulares y en general no debe sC'r nplic.Jda.
Para darle al lector U1l cle~cnto de juicio respecto
a las contradicciones COIl la realidad que esta
bip5tcsis prf~;('nt.,11 bastn pensar en un.1 tubería
cuya lon;itud l fuese tudo lo cruIldc que el lector
quisiese. (firurc, 2.1). En dicha tubería se
acondicio~nn ¿us pistones cenlO se muestra erl la
figura y ~c C~jlltienc llC'I1D de acuu. Tcniclldo cn
cuenta 1.1 llip6tesis de rigidez de la tuberia e
i1lcompresibilidad del fluido, si el pist6n 1 se
desplaza .lx, el \'olun.on del líquido A.fox que
lIdcsaparecióll en el extremo 11 debe ll.:lpa[('cer" en
el extre~o 2 desplaz511dosc instant5nc:lnlcntc el
pistón 2 un) distancia !::.x. Este razollamlL'lll0 es

2.

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
~.)
•-.



:3

2.1 DisLribu.:i6:.,de velocidades en el interior de
lUl" t¡Jb:da recta ell flujo no estacion"rio

Tuberii/ con pi1redt's 'I,qic/as ~'
fluido inconJpresilJ/c,
p¡opi1gi1ción dL' una
perturbación con velocidad
infinitn .

Fig 2.1
y'------i

~--0-=
~ !J.xl

/

)

impecable puesto que la hipótesis realizada implica, .. .... .que no pucee haber varlaCloncs de dlarnctro 01 de
longitud en la tubería (rigidez) y tampoco puede
haber variacio~es en el volumen del líquido
(incompresibilidad) por lo cual el volumen del
recipicllte solo puede variar debido al movimiento
de los pistones.En COtlsccucncia,por el razonamiento
anterior el lector puede concluir que el dispositivo
propuesto en la figura 2.1 es capaz de transmitir
información instantflncamcntc de Su extremo 1 a Su
extrc~o 2 indcpcndielllClllcnte de la distancia que
existe entre ambos. f{('cardando que la velocidad de
la luz es de 3 x JOB mi. y la del sonido ell el aire
3'0 mIs puede verse que la IIip6tesis de rigidez e
incompresibilidad que parecía tan IInatural" para
quien está acostumbrado a tratar COn fcnóm~no5
estaciOllarios d:l lugilr a conclusion~s cxtra~¿ls en
cuanto se le aplica con rigor a los feI1611ICI10!;
hidrriulicos transitorio::;, El fenómcno descrito (:[1

la fi£ura 2.,1 il~?licn, co~o se vió, UI10 velocidnd
infinita de prop.:1£.1ción de las pcrturb;lcioll(>s de
presión y £.•IStO. En ':<1 l'l~alid~u, COtllOse vcr£i 1ll5~
ad~la{ltc, esta velocid~d no,pu~dc s~r mayor ql10

1~50 ~/s ell agua limpia a 20°C, La exiStellcin de
un.:l v('loC'id:!d Ul" propar ..1cit'l[1 finita dl' L~s
p('l'tur¡';ILi(lIlI'~ II l'lldd:. ,di' pre~;i011 y l:;l~;loY qUl" (':;;J

v(.'lociu<.Jt! SC:.:l lo sllfici('lltclIlcntc haj.:l como par.l que
el1 un;, luLcrfa illtllISLI"i:ll cor"{'iclltc tle por Cj0U11']O
15 km, L1 ond.1 ('r.:pl('(' 10 ser,undos ell rccorrerla son
h('cho~; que. e 01 11Ll ~(' v,'rfí, tienen Ull,l influencia
uctcnllillallLc ("11 el COrJIPOl't.:llilicllLO no L'st.:lCion:lrio de
1.1S COlldllccione~; ¿¡ pre:;ión de uso industrióll .

Sin er.lbaq;o por razonC's did5cticiJS y porque il]PJl10S
prohh:mns !{:ales plIr.dc'lI ser tratcJdo:-; COII el lJlodelo
simplifica~0 de tub~rí~ rrl~ida Y flllidc,
incor;:prc~~ible, se COll.ell~ilr.:'í cstudi,:lllC'O este modelo .

Se&~n lo YJ viste} ell 1].2.1, en fluje estólciOllario
se [orr:1U]<l lél hip6tesis ue que 1., distr,ihuc:i01l de
velocidad0s en la sccciGn recta de Ulla tuhería rccta
puede consi¿erarsc uniforme con un valor igll¡(l a la

••e,:•••••••••••••••••••••••••e
•••••••••••••••••••••
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2.4 Conservaci6n de 1<1m::l5.:l

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

de una
Carga

(2.2. 1)

(2.3.1)

(2.1,.1)

h=h(s •• )

pVIVI
1 (5, t) = f -f-l-

Distr-illllci6nce presiones en el intcrior
tubería recta en flujo no estacionario.
piez~triCd

2.2

entre 105 gastos que en el mismo instante t pasan
por las sEccioncs 1 y 2.

2.3 r:sfUi'rzocort2J1tc ejerculo por la ¡urccl sobrc
el ~1'lic30

d0r.de f Sl' 01n iene ¿el ~haco de }100dy to",ond0 la
vclociJ~J Vo(~;) ¿0] sistcn:a ell r~~inlcTl ~~¡ta~iOllario
para c,Jlcul~r el I,Gnl'ro (le RCYll01d~ Rc. Estas
olJ~crvaciollc'S rc's;Je-"::l0.1. 1~1 inexactitud di: (2.3.1)
dctlCll t~ncrsc preS~lltcS puesto que ,JIcunas
discI'C¡lancias Si~:lificativas entre el c51cul0 y la
experiencia se explican precis.:l~L:l1tc a partir de
dicha incxacti tud.

Valell fnti£rJmel\:e las consideracion~s rC31i~ad,Js en
11.2.~ rc~pccto ,1 13 illvariilbilidad de p y a lit no
acuffiulaci5n de flllido cntre dos 5ccciollCS por
distJIlteS que cll~s est~n entre sí. Por lo tJnto
vale p3ra fl\lje no cstJcionario la ecuaci6l1

Rcvis~ndo los razon3mientos eXpllcstos el) 11.2.2
puede verse que valen t.11Ilbiéll si el flujo no eS
estacio~Jrio, en consecuencia toJos los puntos de la
sección r.~cta poseen la misma carga pl€.'zométric.1
h = P/l + z. Por lo tanto en l. sección dc
coordenada axial s se tendr5 para el instante t

velocidad media V = Q/A siendo Q el gasto por la
tubería y A el área de la sección rccta de la mis~l.
Esta hipótesis será mantenida para el flujo no
estacionario donde Q = Q (t) y A (s) es independiente
del tie~po por la hipótesis de rigidez de las paredes
de L, tubcera. !,udicndo en CJIllbiodepender de la
coordenada axial, s.

l.a cxprcsi6!1 del esfuerzo cortante 1 prcsel1t~dn en
11.2.3 ud,," :.t..'r r ..:\'is.:"ld,¡ r~lfa flujo no l~stilCic.ln.lrio.
E:-:istf'll l',ll;::erosa~ evid(:nci.ls que indjcilT\ qu(' (:1
co(ficicllle (le ~looJy f no cxprcsil corrcctnnlcntc la
r~!JCiGll cl~trc T y ~.V:~/8cualldo el [lujo no es
CSt.3Cl0I13I'io. Sin u::b.1.rgo hoy en dfa no se dispone
de una rcl¡¡cilin l'c.lliv,Jll'llte i1 la (JJ.!..3.l) P,1f,1

flujo no uitcJcion,irio. Por ello y COIllO primer.1
.1pr(I;.:ilL:.ci011 .se T;".~l:llL'nJr.1 la rt.'LlciGIl
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2.5 Velocidadesy aceleraciones

2.6 ExprC3iCndo llclllOUll i 90ncr¿¡lizacb

z
'/ .::l 'j
d~

U.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

r: ,1
~I' ds ~
d~ dI

O( t)
A (s)

~I' +
~I

=

V(s,t)

dI'
dt

dI'
dI

De acuerdo con (2./ •. 1) el gasto en una tubería
ríEida con fluido incu~prcsiblc solo dcp('nde de t .
Sin embargo scgúr. ya se vió en 11.2.5, puede
considerarse el ~rca A de la sección recta como
funcí6n de s sin que las consideraciones realizadas
hasta el momento pi~rdan validez, de manera que:

Debe s~ñ~larsc Gue esta ccuaci6n tan sencilla se
modificar5 profundamente para el modelo con una
velocidad finita para la propagaci6n de las
perturbaciones o lo que es equivalente, al ad~itir
que la tubería no es rfgida y/o el fluido es
cO::lpresible,

La acclcracióll a es la Lasn de variaClO') de la
velocidad reS¡:lC'~tl\ n] tiempo p<1ra un elCI11('nto de
fluido que sr desplaza con velocidad V siendo V
funci61\ de s y d~ t, la dcr~vada tOlal rcspC'cto a t
puede c.,lcuLu:,(' ,¡:¡,plicnlluo las regJas df' derivación
{'ara UIl.1 fUIICi6:1 ¿l' función. C<llculand0 a s(~
obliene

Comp~r'ln'.in7.5.1 coe (11.2.5.3) se observa qlle cn
(2.5.2) .1p.:UC':;c- c.l t'::rllllllo ~IV/~lt qU(; corr..:'!;pnndc a
Ji¡ t<1~~a de v.:lri ..... .ióll de Ja \'('locicl.ld r\~r,p ....ct(l .1]

ticlllpo en lJ !;e:CCiÚll df' la luberfa}'lue el (.JCtnL'lll0
fluido cuya accl~t'nci6[1 se d~sca calculilr' oClJpab:l en
el ill~aal1tC t. ls 1:1 d(;rivélJa parcial rl~.sp('cto a l
de la funcilin V(l )s) calcuLllJ.:J en el inslilllLC t y
pari¡ 1<.1 sccci6tl ¿l.' courdcll.lu'::l ilxi.]1 S. Se dellolJlina
derivaJa local ¿e la velocidad.

Procediendo an51clCQ8CIlte que en 11.2.5 se cOllcluy~
~uc:

[1 lleclloque aquf el t~I~ino ~v/at no sea si0nlprc
Ilulo es la ~nic~ difererlcia que existe crltJ"C lJS
ecuaciones plalltendas para flujo cstaciOll.1rio (11.2)
y las aqur rJ¡ln~~ad~15para flujo nu c~lacion~lrio.

Procediendo an~10ramClltc que en 11.2.6 Se llega

••••••••••••••••••••••••••••••'.••••••••••••••••
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2.7.1 Oscila(:ioGes de Inasa entre una presa y un
tanque de oscilación

para el flujo no estacionario a una expresión
si4ilar a la (11.2.6.4), esto es:

Con los 01rmCI:toi d0~~rro]lados en lns SCCCiOllC~;
prcccdrnlcs 5..:' 0:.:.;.¡¡¡in~r[í1l dos problcll\:1s que" ilustran
los conceptos expuestos y que luego Serfil1 de
utilida~ ell el an51isis de prohlclllas J~ intcr~s
pr5ctic(1 en el dis~~o d~ acueductos.

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
~".

-.

(2.6.1)

(2.6.2)

(2.6.3)

4,
yD

1 av
g dt

- sen a

v2-)
28

1 av-----f
g 3t

v?+ ---) =2g

. -

a (r. + z +as )'

dV
dt

a
- (has

1
8

2.7 EjC11plos

Ello no debe de sorprender al lector puesto que,
coco se acaba de señalar, la única diferencia entre
ambos modelos radica en la expresión de la
aceleración donde. para flujo no estacionario el
te mino jVj'Jt pue¿e ser no nulo. Procediendo.1
introducir la expresi6n (2.5.3) de la aceleraci6n
en la ecuJci6,. (2.6.1) .e ,:iene:

En la ii£ura 2.7.1 Se presentn una prcsn concctada a
una pl.1ntJ. de bO•..!Jeo en cuya succión se tiene un
tanque d~ oscilación. L<1conexión se efectúa ,1
trav6s d~ Ull¡\ tul;eria de longitud 2 y ~ccci51\ I"Ccta
de 5rca A. El 5r~a de la secci611 recta del tanque
de oscilaci0n es .:O'T' La p1.1nta. de b('lr:I~I(:O tfohaj.1
non:¡oln:c:¡lc ccn un g.1Sl0 Qo que fluye desde la
presa. 1\1 dClí'ne:rsc 13 p13nta de bombeo c::; eli1ro
que el flui(lo que CSCllrr~ por la tuhcrra ir5
llenando ('1 tr..nque de oscilaciun hnsta que la carga
en el c~trc~o 3gc~S 3b3jO debida al 3Sccnso del
nivel de 13 supl=rf icie libre en el tOlnque d~lcllga
el flujo y lo invierta hacia la presa. El fC:16mcl1o
o5cilat0cio se rcpccir5 110St,)que por fricciGn se

Expresi6:1 que se dcnoruinar5 de Bernoulli
£cncr31i~ada pues su vali(lcz no se limita a los
flujos (~5t,1CíO!I.1:-ios sino que incluye los flujos nO

estacionarios. Pala el empleo de la ccuaci6n
(2.6.2) es habitud suscituir ply + z por h (carga
piczom6trica) y el esfuerzo cortnnte de Ja pnrc(l T
por la c>:prcsi(n (2.3.1) del mismo. En
con::;ccucf.cí,l 1.:1 c,,:u.Jción (~.ú.2) se tr<ln~lfonll., ('11
1<1 sif:uic"lllC':
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Fig 2.7.1 Oscilaciones de mas" enr"
una presa y un tanque de
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fricción

f ~ .YJ.d
IJ ~g

\

av dsal
I 1 l.

-f
g o

----- ------

£ dI'~
~

pérdida
debida a
la iner-
cia

---------------

h,

"En esta ecu<1ci6Il se SllStituy6 aV/~t por dV/dt pues
siendo ('1 51'('<1 A constante V soja depende de t .

h2 .. ~IJ
'---v----'
pÍ'ruida
de e.ll-f..1
piczomé-
triC~l

La ecuaclon (2.6.3) se debe aplicar a la tuhería .
En el ejemplo estudiado S~ aplicar~ Clltrc las
sccciol)cS de elltrada (secci6n 1) y de salid;!
(secci6n 2) de la tubería. Debe procederse a
illtegJ"ar la ccuaci6n entre dicllns sCcciorlc~ segGn se
indica a continuaciGn

disipe de energía Clnetlca del flujo que escurría
en la tubería en el momento de la detenci6n de la
planta de bombeo. A continuaci6n se aplicar5 la
ecuaci6n de Ber~oulli ge~eralizada (2.6.3) al
problem3 plrntcaj0 y se discutir5n SllS resultados
compar5ndolos con la dcscripci6'1 cualitativa
realizada y con la cual el lector 5cguramcrltc
acordarlí .

Recordando que en }., tubería \' c.'; COllSlóllllC PlJC's A
es con:.tiII\LC, se ti('I\C' dl' (2.7.1) 1.1 sir,ui('lllC'
C~ll¡IC_l(i'lI difen'neja):

7

La ecuaci6n (2.7.2) eSl5 indicando que 10 p~rdida
de cnrgn'piezom~[ric~ tl¡ - h] Cntl'e los eXll"emos
de 1.1 tubcrf.:.l. pu~de descof.1pollcrsc en un término de
pJruid,,_inc.r.dJ!Jque depende de la aceleración de
la columna líquida d\"/dt y en otro término de
p6rdicla por fricci611. N6tcsc que si el rfgimcn
fuese estacionario el t~rlllillO de p~rdida inercial Se
rc~duc(' a (('ro (di\.' /?if =: O) y se l iene lél expresión
cl:isic<J de pérdida de ca.rga piezOlllélrica comu
funci6n d.l cuadrado de 10 velocidad ue la lube~ra .

¡£a v~
-(Id--)dsas 2¡;

o

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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(2.7.3)

(2.7.1,)

(2.7.5)

dy.
dt

en t = O

ti A.
( 1)? I . I2gD 7\ x,x

constante, determinado por el
nivel de la presa

siendo Z2 la cota del eje de la
tubería en 2 y x la distancia
vertical desde ese eje a la
superficie libre del agua dentro
del tanque de oscilnción

ho

Y.+cx=d

x + b xlxl + ex = d

); = x
o

lnponiclldo l~s condiciones de frclltcra y
suStitUY('IHlo V r ..."r x . Ar/A tiC tiene:

siendo x(l = ha -
la tuberb antes

Z2 + x - 11 =
o

Sin embargo en eSte capítulo el interés está
centrado en los fen6mcnos no estacionarios. Para
resolver el ejerr."loplanteado deberá agregarse a la
ecuación (2.7.2) las condiciones de frontera, la
ecuaClon de conservación de la masa y las
condiciones iniciales (condiciones en las que opera
el sistema en el ~omento en que la planta Se
de tiene) .

l.as condiciun~s illicialcs 50[1:

Or{'cn~ndo la ccuacj~ll se tiene:

Las condiciones de frontera Son:

La ecuación de C"onsérvaci6n de la masa es:

siendo

1..1. ecuaciGrl (2.7.~) no es illtegrnblc annlftica~ente
si biD . b = O implica f = O (auseocia de
fricción). Si b I O la integraci611 debe
efectuarse nu~[ric~~cntc. Como prilncr~
aproxi~3ci6n JI probl~1113 planteado se considcrar5 el
caso el1 que b = O. Ello fncilit~ el :lll~lisis puesto
que la CCll~Jciún (2.7.4) se transforma en una
ccu:tcióf'. difcrt:'nL i.:ll lineal de SCgLJlHio ardc',\, Dicha
ccuaci6n ~l'r¡¡:

, .
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2.7.2 Descenso de prcsi6n causado por la inercia de
una tubería

"

t10. (; ...••.

oC,
.:::: -

y-

(2.7.6)

(2.7.7)

(2.7.8)

m, con A/Ar = 0.0523
0.0103 lo cual
= 607 s .

V A
o

A.r"'
4795

w =
h/w

H =

'X + cX ~ O

" = O

!)arfi llll;l tubcrfn con 1 =
Y Vo = 1.52 mis Se tiene
sirn~fica un pc'riada T

I!acl"ndo el can,bio de vana!>le X ~ x- die que
equiv~lc n torn~r como origen de las X el ni.vel
x ~ no - 12 (nivel del tanque de oscilación en
condiciones de opcraci6n estacionaria CDII f e O), se
tiene:

Siendo e > O, (2.7.6) es la ecuaClon del
movimiento armónico y Su solución eS conocida X
M sen (wt + ~) COn w frecuencia circular d~l
movimiento igual a:

Aplic.lndo (2.7.8) para calcular H cn c,;te caSo

pan iculal' 5e ticnc N = 7.73 m. Se tendrá en
consccucncin UIHI oscilación de ampJ i tud pi ca a pi ca
d(' 15.'.6 m. E~;Lil.oscilaci6n _deue ~er.-.t.f;.O.~~ª_£.n.
ClIenta aL.dilllcnsiqnc1l" el ..t[lllqll~' de_~~~~i.)aci.ó(). Oc
no tenerse en ClI(:nta, en cadn paro d~ }<:I plilnta de
hOfiibéO h.:l)' riC's[;o de que se dcrra:np aíjuil por el
coronamiento del tanqlJc. ¡Iara un gnfilo de 4 m3/s,
con un periodo de 10 minutos aprOXil:1.:ldnmcnte pueden
dcrra~nrsc ciclllas de nIetros cGI)icos el) virtud de
la oscilaci6n de r!I~Ea. Si el t~lIlqllC es alto
(deCi"'nils de metros) ,este élct:idcllte rcp('tido muchas
V~t:ef puede ll~gilr a da~ar la cinlel)tnci61) del propio
tanque .

En cnnsccu('ncia para f = O se tendr5n
oscilaciorJ/~s annGnicas de frecuencia circular w
dada por la eXI'r~sión (2.7.7). N6tcse que el
resultado (2.7.7) coincide con la frecuencia de un
p<;ndulo de longitud £' = r !'T/A. Par., c.l1cular H
dehen cmpl~~.f,c las condiciones iniciales del
problema. En t = o,X = o y X = VoA/Ar, en
COIlsccucncia sustituyendo t ; o ell X = ~isen (wt+~)
y en X = f: w cos ('Jt + ~) " imponiendo lao
COlldicioIlCS iniciales se tielle:

En la figura 2.7.2 se presenta un tanque
llnidircccional conectado a un acucdllctO. Este
tanque cnviarfi ,'gua haci i1 el ólclJPc1ucto cuando la
c~r&a piczomGlrica el)~Stc sea Ul~nor que el nivel de

•.'•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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La ecu~ci(.n" cl..?l"ar es la (2.7.2). Las
condicioll(>s de [ror.ter" son h¡ = ha y 112 = h(t). La
condici6n inicial es V=~ en ~=O. Admitiendo que
f = o y qUl' h(t) = ha - o.t con n ;. O, en un.1 prin:era
aproxil~aci{ll qu~ perflite abordar analftic¿illlcnte el
problema, S~ tiene:

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

Tan:¡ue llli/(firc:ccionú/
conoctadú ¡,un Dcueducto pOI
Inedia du UIJc1 tuberín elo
longitud l.

Fig 2.7.2

(2.7.9)- at
__ ~ dQ

Ag dt
donde sc sustituy6 V por Q/A.(2.7.9) es una
ccuaci6n diier~ncial linpnl COIl variablc~
separables. lntC't;l"5ndola resulta:

• t 2
Q=,¡r.."2- (2.7.10)

En consrcucn~in, el gasto crecer5 cuadr5ticancnte
con t. P.Jf3 dctcnllinar tienpo que tarda el tanque
en sllministr~r el gasto Qo se despejar5 t de
(2.7.10) llleco do sustitllir Q por Qo. I'ara que el
lector adquiera una idea cuantitativa de la
signiiic.1ci0!1 de .l" ill(:rcin de la cOlunlll.1 líquid;¡, Se
calcul;n!i :. p¿lr.1 el situicnte caso. Qo = 3 m3/5 I

A = 1.13 ,,/,1 = 100 L'. ha = 60 m. a = 10 "j".

agua en el tnnque. Es claro para el lector que la
rapidez con ql\2 el .:anqllc es capaz de suu.inist r<1r un
gasto Qo dedo al aC'Jeducto,luego de que la
piezo~Etrica de la lfne. cay6 por dcbajo del nivel
de la superficie libre del tanquc,dcpClldc (le la
longitud 1 de la tuberfa de conexi6n. A igualdad de
perdid~s el lector puccc intuir que cuanto mayor sea
.t más lenta:::E.ntf: responderá el tanque COIl una
inyecci6n de un gasto Qo' Este hecho tiene mucha
significación prñctica pues la caída de la
piezo~~tri,'a en U11 acueducto puede ocurrir con
velocidades del orcen de las decenas de metros de
colun:r,3 de 2.gua por segundo. En cons(>cuctlcin, una
respuesta ~or Il~lrt~del tnJlque que se atrase en
fracciones de sf~gundo, puede causar depresiones
peligrosas en la línea. Para estudiar
cuantitativa~cntc este fcn6mcno, se aplicnr5 Rl
~o¿clo dcs~~roll¿ldo en este capitulo.
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3.2 Oistribuci6,-¡elepn"si.o:lCs.Clrga piez~trica

3.1 Dlstribuci6n de vole:cidadc.s,el: el interior de
W1d tubería recta

3.3 Esfuerzo cortante ejercido por In ~>red sobre
el fIui.do

(3.2.1)h (s, t)h

3. EL EHEtlTOS TE OR 1COS CONS J DrRf\!:DO Utl/\ TU8 ER 1A CON
PARED ELASTICA y FLUIDO COMPRESIBLE

La hipótesis que se efectuará en cuanto a la
distribución de la velocidad es J3 misnl~ que la
fonnu]~da el} 11.2.] para fJlljO c5tacionnriu y ya
dentro ':ie este f.J.scfculo la mismil hipótesis ta.mbién
~(: e[c'C:luÓ en 2.1 para flujo nu eSl;lci:on~lriot p.1rcu
rr['.~.d:J y fluido incol;,presiblc. Sc: :lJíI,itir5 pues
una distribución unifol111c con un v;¡lor igual a la
Velocidad media V • Q/A .

I'roccdlcndu H resolver la ~cUaC]6rl de 6egundo grado
(2.7.10) para t, se obtiene t = 2.33 s. Ello
implica que en el proceso de establecerse el gasto
Qo desde el tanque a la línea, la piezo~étrica en el
acueducto desciende 2.33 o = 23.3 m.c.a. por debajo
del nivel de la superficie libre en el tanque. Como
el lector puede ver es un descenso muy considerable
y que reduce considerablemente la eficacia del
tanque unidireccional para mantener la presi6n en el
a(.uedu(:to. De este ejemplo puede concluirse como
;egla práctica que el tanque debe colocarse lo más
próximo que se pueda a la tubería. Como
hahitualmente en los tanques unidireccionales de uso
industrial i no es pequeño (decenas de metros), ello
implica disponer una tubería de cunexi6n can un área
A suficiente, puesto que, como Se observa en la
ecuación 2.7.9, allí aparece el cociente £/A. Por
ello, si I crecc debe aumentarSe A para cOlltrolar .-
el efecto de 1.:1 inercia di:' 1<1 colur.:n.1 líquida sobre .
].1 piczomCtrica d~l acueducto cuarldo [sta se halla
por debajo del nivel de la superficie libre del
tanque unidireccional .

Si Se examinan los razonamientos expuestos en 11.2.2
se ohst:rva que t iC'nen val ide7. aunqu~ la sección
,/ar:£(: ~u [¡re;] con el tielllpo, siempre que dicha
variación sea suficicntcm~rltc pcqucfi~ como para que
las tr~ycctori.1s m<111tengan radios de curvatura muy
grandes. Teniendo presente csta condición puede
concluirse qllC todos los puntos dc la sección recta
posc:~n lél niistn.1 c..;rga pie7.omét rico h ::. p/y + z. En
consec\I(~llcia, para la sección de cool"denada axial's
el) el instante t, se tendrá:

Valen para el caso de tubería con pared e15stica y
[luido compresible las COTlsideraciones realizadas

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••.,.'••••••••••
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Fig 3.4.1 Bolanco do nwsn cn unu
tu1.JcfÍlJciD pared r¡gid" y con
un fluido cornprcsibltJ.

, ••• 1

\ •....¿: .--

!

(3.3.1)

(3.1,.2)

In.:\5.:l .:lr'Ul:IUJ ,1(1:1
en ¥ durCllllc /1.[

pV'1.' .
f -8-

ap
Jt

op- ."'

t (s,t)

y pasando al límite ¡,ara ~, 4 o
I.£? ¿;~~o'..¡, -

I dJ. - ':!y
I - 11

dP (IV ar+ p 'V -' = O r,7.,c (3.~.3)
Jt as as

[;1.1!;.1 ~¡\] lCllte de
\~ t1\1r~lll~('~t.l

a;o a\' ap
(Ph~"") (1"'-;~',s)N,t=(p,-;--ót)Ms-PA,\" (3,1•. 1)
'.'S .lS J \ .,t J

\ ~----~--------

OV _ lI~r__ ~ av I\S
-p as "' JS' dS

r:las,J en
t r.1nt(.

en ¥- du
Télntc tlt

DividicnJi.) entre /\./;,S'/\(I y operando se ticlle:

3.4.1 Corlscrv)ci6n de la masa para un fluido
cO:T:p:resiblc en una tubería de pc1rcu rígida

don¿e f se obtiene igual que en 2.3.

12

para el caso de pared rfgida y fluido incompresible.
Poco Se s"be ha)' .,n dfa de la relación de 1(s. t) con
la distribuci6n insta~t5nca de velocidades en la
secci6n de coordCtl~da axial s ell el inS[ilntc t.
Comu pri~cra apro~im3ci6n entoTlces se adoptar5
taIl'!liénla expresión (2.3.1). a saber:

Reordonhndo (3.~.2)
se concluye que':

3.4 ConservaciÓn de la ffi.'lSd

Como las v..ri.:ciol'es d~ r se producen como
consC'cu~11Ci3 ¿e l¡~s v.:lt"iaciones de prc~¡i6n en el
interior J~ 1~ tubería, pueden escribirse las
siguil.'lltc~ rc)aciolle~: ~ ("'''ó)

En prir.:cf ~u£.;:r s,~ an:llizara la expresión de la
ccu.ici6n :::0.,; con:::>0 ("vación de la Cl~5.1. por un fluido
com?r~sibJl:. e!itO es Ul1 fluido cuy~ ll~n~id~(l eS
[unción de la prLsiLí". fluyendo en una tubería de
pared rír.idil.

En la [ieura 3.4.1 se prcsedtan dos secciollCS
trar:::::vl.:'rs:,lcs de un:1 lu1Jr-ría de: SCCC101l cnn~;tf1IllC" A
que di::l;;:l :...::.('1\tr.:. sí. El b,:l1ancc de m~lsa l:lllrí:
(licll~s S\cciolles es el siguiente:
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masa acur.lulada
en J.,i- durante
Ll

O

ap aA,(p+-,-"-{,t) (A~',l )6s-pMs
<J l "l

(3.',.6)

~) + av O
V as P3"S •

\

masa salierltc de ¥ dUratltc
t.l

:)1\) (.?Y -j \' ?p) + >o.d.Y- ~O
,.lp ut "S as

~(~A) o-(~A\1\==-oav + "doS
Velocidades y ac~leraciones

masa
entran-
te en ¥
durante
llt

m.:l~a acumulada en
¥ durante lit

En In ficura 3.4.2 se iluslro el I,~l"ncc reolizado
entre do~,,:!,('ccionC's Tcclas que distal! ('llrrt~ :--~f (¡s .
Dividiendo cntre J\.f'lS.I\L, y haciendu tender 6t -1-- o y
t.s -~ o)' operando Sl' concluye 1;1 Si£~li(lllte ('l,:~ll:lción:

pVMt - (p+ ~~s) (\"~lS) (A+~\S)"t =
'-_~o::.:s::- __ -=o:;o=--__ ....:."::.s ,'-v-' \
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El hecho que la pared sea elástica implica que
A(s ,t). En con~ccucllci.:l coSte hecho debe int roducirse
en el balance que ir.lplica la ecuación de (;on.scrvación
de masa. La ccuaci611 modificada es la si£uicnte

Suslituye~o en (3.4.3) y operando se obtiene
finalmente

3.4.2 C("lnservación de la masa para un fluido
cúmpresi~lc en una tubería de pared elástica

Esta ccu¿H:i6n es l~ ecuaci6n de In conscrv.:¡ciún de
la m3riJ, f,:.r.1 un fluido com;H('sihlC' )' luberí<l de
I1nr{'d ~lfistic3. ~6l~~C que si A e ctc(3.~.7) se
tI- ano f o 1-"" en () J•.]) .

Como l~s val.i~cion~~ de p y de A SOr) produciJ;ls por
las Va)"i¿ICio~es de prcsi6n en el interiol" d0 la
tuhcrí,;" ].3.cc1I8ción (3.'1.7) pued~ c5c)"ihir~;C'
tambi0r. introGlIciC'ndo las rel.lcioJ1('s (J,(I./,),
SllStituYClldo estas rclaciollcS en (J.4.7) y ollC'rando
TC'sulul:

3.5

Rccordalldu de que ell este ~odelo <lsf cO:"O en el
modelo prccc(lcnt~ se admiti6 una distril)uci6n
unifol-me de vclocid<ldcs (sección 3.]), 13 cxprcsi6n

~••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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3.6 Expresión de EeITDu1ligeneralizada

•••••••••••••••••••••••••••••,••••••••••••••••••".

r

0.5.1)

0.6.1)

0.6.2)

(3.6.3)

- ~:en a

av + V ~al as

av aVI1--I»lv--at as

dV
dt

_ .!. _aj~ _ /n
)';'¡S lU

I dV
g dt

Pri~ern Ilip6tcsis

Est.J hip(,r.t.~s.i.s se discutirá pO~Heriormelltc en el
ap~lldice ~11]2. }iajo rs[n condiciGI1, toJo~; los
r.Jl.Cl:¡'''ll::ic:Ilto~ que Sí.: cmpl(:.:)ron para hallar la
ccu..1ci6n dinfil:Jica (:1\ el capítulo precedcnte
m~1nticncn ~u v~d idc~. En consecuencia se outcndr5
un~l ~cuaci6n Jillf:JiC.1 i~ual a la (2.6.1) I a sab('r:

donde 1 = re cs cl peso especIfico del fluido. A
contil\lIil~ióll se fon!1111;-lr.:l un;) Bl'gunda Jlipótc~iis de
simplificación. Cot:;o 1.1 anterior, esta segunda
Ilip6tcsis srr5 discutida crfticamcnte nl~5 Jc!elarltc,
ell el ap[ndic~ A 111 2. [stn segunda hip6tc~is
cstnhlccc que:

Recordnndo In c"Fresi61l 0.5.1) de In ncelcraei6n,
aplicando la s~funda l\ir3tcsis e introduciclldo en
(3.6.2) 1~ carg~ riczo~Ctrica calculad~ con el peso

de las acelcracío~es será la misca que p~ra el
modelo con pared rígida y fluido incompresible, a
sab~r:

paril todo punto ~ y toJo inst.J.ntc t dc la regiSn de
integraci6n de 1.1 t.:'cu.lción (3.6.2) en el plallo Slt,
salvo Q11iz.J.5 1111nG'~cro finito de pareja!; S,t en
dicha rcgiú:l.

Para sirr.plíficar el an~lisis de los fenómenos
cSludi~(!os d0 3qllf en ad~l~ntc se trab3JaJ"5 COI) una
tubería q~e al estar ~qllilibradas las presiones
cxtc~ior e interior Stl difi~ctro eS conSlant~

. (Dg =. etc).} As ir_:~sI:.os~ c1drnl t l-ri1-~quc- ~¡¡s--con~t~ntcs

rc+tisnc¡:~(e3pe£,,( e, n:udulo de Young E, coeflC1ente
de POiSS(ln y cond:cioncoS de amarre) SOn uniformes a
lo l.Jq:o d~ la tu~'cría. Respecto a la v.:lri.3cióll del
di5~2(rO Vo COl1 l~ flllctuaci5n de la presifin

\ intcrjor S~ a<!l::ilj rf¡ que dichas vc1riaci(lnL~::; M) Son
d('spreciaLlcs frcnte' al valor de Do.



.. .'" .
'.1"" ""íll

r-" I -,'í; ~.,
~~~")

<; ~ .:'4.......\. •..0 1<. ~<..u:..;~.:r.L ~_. <: E ~

k. \C1\..l..l.# ~ ~ c.o~ )JJ..J'..-Q'JJt

l,.t,. (;..o w", L.u.- • ...,; '" • ,;.:..

- I ••. _u~ c- i,q OJJ,. •...•c~ ---.ro'

t;;.""!.. t.." b~ ~..••~ l,.\.r~
c.o,J'_~l.., ....,..••.•r:..y.lL lo ?
.Lo L•••••t.J v....¿ •.. ~ r--V"- ~~
v-I:l- v~..,l G-""""""J..,J..... .

0.6.4)

Po es 1a L \~\« \
Se tlenc' ~o.---------

(3.7.1)

o~2gD

Po!: donde
p/)o+z,

En
K \--;-

1 av+-- +
g ael~as

especí~ico cel fluido ~o ~
densidad de referencial h

O'c ,O°C I¡~Oc 93°C
1 2.080,,10' 2.24JxlOB 2.33I,xlO' 2.172,10'100 2. J119x1(l' 2.320x1O' 2 ,1,05x lO' 2.2/,2:<1063()C 2.2::9>:10' 2.446x1O' 2.51,5xI0. 2.376xl0'1000 2.612;<10' 2.833,,10' 2.995x](\' 2.847xlO'

3.7 Ecuacionesconstitutivas

3.7.1 r.~u~ció~constitutiva cel fluido

15

El comporlar.,iclllCl del fluido se dC~;Cl"il)(' mediante
la ~ir.ui(,lllL' ecuación

donde el esfuerzo cortante fue sustituido por Su
expresipn (3.3.1). (3.6.4) es la expresión de
Bernoulli generalizada correspondiente a este
modelo •

El lector habrá observado que para la formulación
de las ecuaciones de conservación de la masa (3.4.8)
y la ecuación dinónlica (3.6.4) no fue necesario
establecer" las ccuncioncs cOllstitutivns de la
cOOlprcsihi]id.1,j d~l fluido y de 1<1 l'1.1~;licid.JJ de
la tubcrf;l. Sin cmlJ3rgo examinando las fUllciones
desconoci¿~s Gue aparecen en estas do~ CCll<1CIOneS
ellas Son p (s,t), V (s,t), p(s,t) y A (s,t). Son
pues cuatro lunciones inc6cnitas. Por lo fanlO para
que el proLJLr.J<1 rl~sultc en principio dctcfC1inndo,
[alt"n dos C'CUé2CiOlleS m5s, Esta:; dos eCtlilciones
50n prcciS.:l::lCnlC' las mencionadas ecuaciones
constitutiv¡¡s .

Prrsi6n ~:~¿ul(l (l~ conpresibiJidad volunl~trica del
...• 2 -,> 2

(K¡;!c¡¡1 ) o£ca, K (K¡;/m)

Tabla J.7.1. V.1riaci611 del cI6dlll0 dr compresibilidad
'lolur.l~l ri ca elel agu<l Con la
t('nlperatur':l)' presión.

dOlldc ~0 ('s una d~11Sid~d de rcfcr(!nci~ n partir de
1.1 CU.11 se cOI1!'.idlr.1n l,]s v.1riüeiollt:!s de 1). K es el
1}1Q.dulo de eO~~;-JrcsiLilid.:J.d volurnft r iea u~l (luido.
En la tabla 3.7.1 Sé prCSCtlt.1 la vari.1cióll de este
m6dulo C011 la pI"Csi6n y la temper.1tura para el agua .

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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Fig 3070 1 V8riación del radio de una
tUbCrí,1 debido ala variación
do In prosión interna.
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(3.7.2)

(3.1 •. 8)

b) Pmlón Inlerlor moyor en tp
qx kJ prHié.n edttiDf

)
o~ ~ O"os

CT,

Conscrvnci6n de la Clasa

\
\

\ /
\ I
\ I / __
\ / -1- ....
\ I ",..'"
'yo

/•..•

Las ecuaciones (3.7.1) y (3.7.2) son ln~ dos
ecuaciones ({ue junco con la de conscrvati6n ~c la
masn (3.1,.8) y la ecuación dinámica (3.6.L,)
completall el sistemn de ecuaciones diferenciales que
uebe considerarse para rCflolver el modelo propuesto.

p

3.8 Eclli1cioncs, cor.:1iciones inici<llcs y
ccndicioncs de fLontcIu

o) Pres:!:. i:,Iu;;r ~;lJol a
IJ fadt. (lltllel

De acuerdo a lo visto el modelo se caracteriza por
las siguientes cuotr0 ecuaciones difercllciulcs.

r

3.8.1 Ecuucioncs

3.7.2 Ecuación co~stitutiva de la tubería

La ecuaci6n conStitlltiva de la tubería, que
describe'el cO~I)Ort3micnto e15stico de la misma eS

donde e es Ulla co~st3nte que depende del espesor de
la pared del tllbo, d. Su radio interior R, del
módulo de Young E y del coeficiente de Poisson v del
material de li] tubería y tarnbi~n del tipo de amarre
que [sta tenga. Ver figura 3.7.1. Por ejemplo,

.para un tubo de pared delgada, de espesor e, COl1

jurlt~S de cxpnnsi6n qU0 eliminen las tcnsionc~
,~-=-y_axial~s, puede deducirse de inmediato que C:.I~;lEe.

N6tc~~ que ~11 lina tubcl-fa rígida e = o.
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í(3.6.4)-----

(3.8.2)

(J.8.3)

1 r 2C ,(- .•. - -) ~ - (3 8 1)
K p n 0-,<- ••o

t.p
= 1

2C)
J{

E O

.dp .•. £. _d!~ ~ E..u 2pC =p
dp A.p K + R o

Tercer.1 lIipótcsis:

USU.11r..ciltc se formula una nueva hipóccsis que
pcnnlre simplificar (3.B.l). Esta tercera hipótesis
es la t;ir,uiC'(llC

D~r3 todo s y t de la rcgi6II de itltc~raci6n, salvo
1lliz5s un ndmero finito de puntos 5, t d~ntro de la
....cgión. COIW las hipú(C'sis preccJclIt.es esta
hipótC'sis (3l:lbién scrií discutida críticamente en el
ap~lld¡c. A 111 2. Empleando (3.8.2) resulta que:

?or lo tanto ~lrlicando este J'csllltndo puede
~scdhirs" que ro (l/K'" 2pC/pon ;;PoO/K .•. 2C/R).
Se dc.(inirií ahora el siguiente parf1metl'o:

El pénálllctro a tiene las d:imcnsiones de una
veloridad }' Se denomillarií "cc.lerid::ld" . H.:is
udclante ~;c v(:r5 el sir,llific;ldo físico tll'l mismo.
!Iara escribir en formél dcfiniti\'lj la ccunción de
conscr/c1.ci6n de 1.1masa (3.11. S) conviene realizar
una n.:arta tlipátcsis, a sabel':

Ecuación constitutiva de la tubería \ \.f"

JU'1('" E''S''~'
I v~ ~ 2% 1(4\" dR _ A. -'iI' r"'ce, ID
j a¡- 25"1>~t:.-I al' - C (3,7.2) Ji e 7,:':' >

donde h ~ pho + z y A es el área de la sección .,
rectn de la tubería. . .~_

(-V,
Es sencillo reducir el sistema de cuatro ccuacioncW~rtf
a un ~istcma de ~os :cuacioncs susli:uyendo l.~fysr'~\?//rl
ecuaCIones canStltutlvns en la Ccuc1c16n d0 ¡.'t5 ~!".
conservación de la masa. En efecto; el primer J')'
factor MI pti.mer sUf:1ando de (3.4.8)puede esc\ibir~.e.,>: v!/
como: . .\.'c;:....,,~)- ~.

\
.. 1 '/ /

~c
-1 :1-

<l i:.,

••
~••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••



En priD~r lllcar aplicando la tercera lli~Gt~sis
respecto .:1 ~ se pondr5 p g lo 11 - lo ZI por lo tanto
apO[ = 1o,h/jl. En ser,undo lugar, .plical1óo la
prin.cI.:1llip6ri~is respecto a la variaci6n de O

•••••••••••••••••••••••••••
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;¡ ,,\ !/~ '1
~ !t'de

,
,,' ,

,. , tJd-J'-.Lov--4 ""1;1 ~ CA..

lo

(3.8.7)

(3.8.6)

(3,8.5)

+ p av = O
o as

(£J.') .a_~+ av = O
K J[ Po as

Par'-.1 finalizar Si.' h.:tr5n algunns trnnsfon:l:.ciones en
('staS dos CCJ;.lcic"l:lCS pa.ra. llcv:trl.J~ c'l 1;) form.:l con
que ser~n utiliz3~as de aquí en .:tdclnntc.

l:Sla ccuaClon es la (J.~.5) que fue deducida
dircCl.:l::'.":0nl¿: p.1ra lm fluido comprcsib10 fluyendo en
llt)n [lJbrrí~ COl\ pilred rrf~id~ rll la cunl Jp/~p aquí
se 5l1~tituy5 por Po/K dr acuerdo COll (3.7.1) Y se
aplic~r0n l~s lli?5tcsis (3.8.2) rcsf,ecto ~ P y la
tLÍpólC'~..i~, (J.B.S) r(:spccto a 1.1 1ll.1[',Tlitud rcLuiva
de J.1S (1£:ri\'::d.ls de 1.:\ prcsiGn. En conSC'cuc:ncia.
pucdt, concluir:->C" <)uc cst(' 1JwL!c)o (fluido
COJ:lp1"l'~lble Y tutH.'l'ía ('j[i~ilic,l) lil:IlL' Cl1l1h) límite
p.lr~l r. ~ O ,,1 II~lldC'lo Ul' flu){lo cO:lIprC':->ildc.: y
tubl:rf~ rigid;l c~tudiado .JIltcriormcllte.

N~t_cse que sí en la expreslon de a se hace e = o,
qu ~ equivale' a considerar una tubería con p;lfed
rígida, la ecuación (3.8.6) se transforma ,'n la

(J. 8.7) .

En ~,~. ;)PLi:dic". Jo.. 111 J se muestr;¡ qUE: (-1 modelo con
[1d1L0 c0:,:.!':'t::;il.l~ )' tuuerfa e]:í~;tiC.l PUdJ(. ser
t,ll;\,)it-n i:'fl'rprL'l.Joo como un modelo COH luherÍa de
p;1rt,(~ r'íL~iJa pc.ll" l~l cu.:¡] fluye Ull fluido
C(ll:l¡)rt'siblc ül,'f.ill~lrio d~llUl~lill"hlc.l Uf luido
con~'H('sil.l~ cqui\',1lentc".

En conclu~ión, luC:Go de incorpor3f las ecu.1ciones
constitutiyas a 1.1 ecuación ele: consprvación de la
IDllc,3, las cuatro ecu:\ciones diferencialc:s (J.4.8),
O.".'.), (J.7.1) )' 0.7.2) l',es<'II[ad;]" .11 c""lienzo
Je (sta secci611

1
S0 reducen a dos, la ecu.Jci611

din'imic. (3.6.~) y l. ccuaci6n (J.8.6) hallada mis

é\rrJ.b¡J.

C,l:.l:- se Sf:.)aló anteriomcnte las cuatro hipótesis
forculad:ls ser5n "l\alizadas crftica~ent~ despu~s.
,\plicando (3.8.3), (3.8.',) y (3.8.5) en la
ecuación (3.4.8) se tiene la siguiente expresión
la ecuación de ~~1É--eIYJ1.ciQILJiLLLJ.lh1.2.a para este
mod"lo:

Cuarta hipótesis:
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po~ lo t.:lntosustituyendo en 0.6.~) y (3.8.6) y <? e '¡f rJ ,,1"0
reordenando se llega finalmente a estas dos
ecuaciones funda~~ntales
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:. '." ~",."

"

Q,'"

3.er- e

0.8.8)

0.8.10)

0.8.9)
,....~•.~ ...4 '2.. \.u.uJ/.A.-(.Q:.t',--t~

de 1.:1 1l41sa+

Linámica

Cans/.:rvación
constitutivas

} condiciones in~ci.llcs

~ + A~ + .!.Qlg1 = O
dt g dS 2DA

L--I
'--- .",,,,;,,,..... :.~"" .•LO •••..()

Las ecuaciones (3.8.8) y (3.8.9) constituyen un
sistcoa de dos ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de primer orden cuyas
funciones inc6gnitas Son Q (s,t) y h (s,t). Para
hallarlas se requiere CDI10cer ln~i COl1(licioflCS
iniciales y las cOll,licioncs de frontcr~. Las
COIlcliciollCS inici~lcs en este problcm3 son las
funciolH~S :

Q Q';s,o)

h .c; h(s,CJ)

N6tC'sc que la ecuaci6n de conscrvaci611 de la masa +
constitulivas (3.8.8) es lineal en la. derivadas
parciales y los coc.>ficiCiltcS son constantes. La
ecuaci6n (3.6.9) no es lineal debido a la fricci6n.
En dicho tt:n:ino aparece el gasto al cuadrado .

L.:\~ conrJicÍollcs d~ frontera pucde:n prcsc'lltar
fO:-Tr.ulacio:lcS diferentes pero, parc1 que' 5(>.1 posible
la r~soJuci61\ d~J ~istc~J, 6stas d~llCr\ cql:iva]cr él
CÜ.\DCCI- ~l ~c15l0 o ].1 C3r[a pjczom~tl'ic.1 o la
rclacit;n C'lllrc a:-.~)o.s en los cx(r(,I:,os de Ll tubería
para todo l. Nás .':ldclnntc se cXc1rnillc1rJ llna scriC' de
COlldiciclll.'S de frontera dc inter0S pr.~ctico .

-.

Las ecuaciones (3.8.10) indical\ que el1 el instante
il,icial LoO d.h~ conocerse el v.:Ilordel gasto Q y de
la carca ri~ZOI~Ctl'ica tI ell todos los ¡Juntos del
sistema .

SiguicTlllo pI mis~o I'l'ccc<!inlicnlo cnlpJe~(lo en el
capítulo 2 de este fascículo, a cOlltinuc1ci6n se
al,ali¿ará el sister.;a (J.8.8) (3,8,9) suponiendo
que f~O (sit\ fricci~I). Al liflcnli~~rse el sistema
se Oblicll~ una considerable sinlplificaciGn en el
an51isi~ cualitativo d~ las sollJcioflCS pcsibles .
En consecuencia, para coriprender mejor el fenórueno
ff.::»Íco cstlldi<1do, ('11 la prÓxitl.J ficcción se <1nalizar5n
COII al~~ún cuidado las soluciones Jcl sistema
'lira~¡l1i?1~:iJ. Como ocurre frec\JC'nter.¡Cllle en los
prQblCt3S de fluidOS, el estudio del prol>lerna sin
f ricci-5n si bien puede dar soluciones que no se

r
•••.'.'••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••



0.9.1)
dQ + A ~ = O
dt g 3s

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••.).)
•.,
•••./
~.)'.

0,9.2)

0.9'/,)

£ =. s - at

_ r.A h) ~ O
a

r¡ = s + si

~n(Q + EA h) + .L (Q _ gA h) ~ O
a a oC a

3.9 &\~dales Vnealizadas y su soluciÓn

3.9.1 Soluci6n del sistema linealizado (s ••, ~"'L;Ó~)

Co~o Yo se dijo la linealización se obtiene al
considerar nula la fricci6n (f=O) y el si,tema
resul Linte ,es eJ. siguiente:

ajustan cuantitativaT:lentc al .comportJr.1Íento real,
permite profund,:zclr en el conocimiento del fenómeno
físico, E~ta f¿lta de exact~tud en los resultados
suele eS.:ar compensada por li facilidad relativa
que se ~iene, Jesde el punto de Vista matem5tico,
para aborda, el problema.

Una forma clasica de resolver este SiStem3 es
proceder a realizar el sigulcntc cambio de vnri~ble

En cons(:cur-ncia, realizando el c<ln¡bio de vari.1blcs
Se tendrS Q(n,E) y h(n,E). Las derivad"s de estas
nuevas funciones deberán cumplir ecuaciones que 5e
pueden deduc.irdel sistema (3.9.1). En efecto,
calculando dichas derivadas mediatltc las reglas
conocid~s de la derivaci6n de funciones de dos
vuriabl~s, se tie:lc:

, 1

dQ -ª.9. dn + oQ o( _ dQ + dQas o~ oS Jc dS - dn dC

Sustituyendo ahora OQ/dS, dQ/ot,ah/ds, dh/dt en
0.9.1) pN Su" ,'alares calculados en 0.9.3) en
función de ~ y £, se tiene, agrupando las derivadas,
el siguiente sis::em3:

;9
dQ dQ ~+ dQ dC dQ dQ-~dI) 'Jé;.- "5t,~ ar) a - adt dt dE (3.9.3)
dh dh ~+~ dC dh + ~"as ~ ar) dS dC "as dn oC
dh dh ~!l+ ~i.'. dC dh dhat "" at = ar) a - -a(J r; dt d~ dC

d , O"Al~ d- (Q .,. =" - -.;-(Q0'1 a v£
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(:;'9.5)

(3.9.6)

0.9.9)

(3.9.10)

} (Un

F(s - al) + G(s + al)

Q F(E) + G(ll) + CI + C, ]
(3.9.8)

h = ''!.-[F(~)- G(n)] + a (Cl - C,)
CA CA

Q

donde Cl + C, = Qo Y (Cl - C,)a/gA = ha y como ya se
díj O. 1.1~funciones F )' G Son .1rbi t r.:'lrias. L.:l
dctem¡in..Jci6n de F, G, Qo y ha para cada C.150

21

donde f Y G son funcion.!s arbitrarias de las
rcspcl~liva5 val'i¿~l}CS y el y c~ 5011 COtlStalllCS
arbi t ((\1"5.as .

En consecuencia, el sistema (3.9.1) Se Il~
transfonnado en otro sistec:a constituido por las
ecuaciones (3.9.5) y (3.9.6) cuya soluci6n es
trivial ya qUE (3.9.5) indica que Q + hgA/a es una
funci6n que no depende de n, por lo tanto será
funci6n únicaI:lente de E y análogamente 0.9.6)
indica que Q - hgA/a es una funci6n que no depende
de e, en consecuencia serfl función solan;l?ntc d~ n .
El anterior razoco:ni(,llto significa pues .que:

Sumanc) fas (10.'; ecuaciones se obtiene:

Sustituycn¿o '1Y ( por SUS expresiones (3.9.2) en
función de s y t 5(' llpr,:l finalmente él. la ~.;olución
celleral del sist.~" (J.9.1), a subor:

Restando ámbas ecuaciones entre sí, Se obtiene:

h - ha = a [r(s - at) - G(s + at)]CA'----.....--- .

El factor 2 SP. h.1cC .1p.1rcct'[. como se vC'r5 I para
simplificar los l"l:suJt.1dos rost~riores. Las
funciont}s F(c), C{rl) y el, C:, qlJ(~cJ:Ir-.:¡l\ d':"'ll.'IlIlinnd.15

,-unir,H',C'llte Jlor J ••.,~ cOlldicionl..'$ inicia)c,.:; }' ele
LJ.rCltlll'lil.\ (].9. 7) l..~~;.,IIOL¡ UII Si.slL'Il1;¡ 1ill(,;IJ

algebraico de dos ccuacionrs y dos inc6gl1irns Q y tl:
)'rnccdicJldo ¡¡, uo..::.p ....jill Q)' IL :.il' ticlIe el t;i~:"iC'llll .
resultado:

•.,.
•••••••••••••••••••••••.'•••••••••••••••••••••••
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particul.:ir, se efC'ctú,) por medio de la~; conliicioncs '->

iniciales de la conducción y_de 1...Q.?cQndiiliOC~
~ronterJ impuc~:t~s en Los extremos de In mIsma.

••••••••••••••••••
E- •

••••••••••••••••••••••••••••••

./ .,

t.-=-~'.-:£ l ..-_~
ro

• I

O,¿, '..•.. el) .t;¿ Idalio . ..:., '."l?' .. ~
(.,. "',:-J,~ :._

'_~(() 1\;:) 1 Ir, (Oll.) ~-;.. Otl I I~;¡ I

Q"O(c,'" ,Q(~)
\ '1 ,\ '¡'()"'0 ~.\ '.,"" :.-(1

Fig 3,9, 1 Fllnción L'sc<1lón F!¿},

Fig 3,9.2 Represen/nción do ~=s.n/ cn
(JIplanu (s. O.
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,.,
'.

1'0 ~Lo

F (e) ~ e

F(EJ ~ J

cuya rcp,.cs¡,;nld(i5n r,l'fificll se muestra ell 1.:1 fieura
3.9. J •

0.9.11)

3.9.2 Interpretaci6n de las soluciones

Para el an51isis S~ tomar5 una funci6rl si~rlel la
fUI1Ci611 cscal61', defilli,la de la sigui~lltc [OfII13:

Obtenidos los resultados indicados en (3.9.9) y
(3.9.10) interesa .hora realizar Su interprctaci6n
física. Para ello conviene analizllr el
cocportamieTllo de Ul~n fUllci6n f(C) COll £ = s - nt.

I'ar otra ral.te, ell el pl~110 s,t la fUI1Ci611 £ = S-al
CS UI13 f.lnjli=.J de rl:C't<lS cuyas abscis:ls CII [=0
valen E y Su (:o~ficicllte all~ular vale l/~. En la
figura 3.9.! ~:,'pr\..~('nL1n vnri<:ls n:cl.l~; con
difcl'L"ntl:s .•.;d()r\.'~ dl.~ e y vilri:l~; r('Clil!; ~;obrl' la~;
CU.1lcs t (S C(\I.~;lalH\'. Sobre las rcct;l~; t con
con$l.lnl~(- ~L' l.:bi\'illl lo~; eVI,..'lllof, qlll' OC1,.lrfl'll en el
mismo li)'.[,lnte t il 10 largo dc 1<1 tllbt.:r'Í¡I. COI~O se
indica en i~ fi~:llrJ, sohre e ,1<.1.1 recta COIl [

COllstnlltt' ~1 y~lLI. <le S-.J.t es conSlnllte I,arn tuclo t.

En la fio;ur.1 se indic.:l tan:bit";'n el extremo de la
tubcri¡. :, = £. J'iSpOlliclldo (le l~ls dos (iCllr~s es
sCllcillc jnlerl)rpt~r lit figllrn 3.9.3. Est~ figura
es una vist;1 ell rprsp~ctiv3 de In fllnci~n reS,l)
F(s-.It). En didl.1 fi.:L1ra St..' han dt.'~;l~Il'~ido I¡l~.



Fig 3.9.4 Ji vanee do la ond" fís, t) un la
tubería .

En la figura 3.9.4 se presentan cuotro "fotograflas" 1
ideales de la tubería tomadas en los inStatltcs L~O.
t=C1, [=[2 y t=c]. En estas IIfotografías" ideales
aparece la funci6n F(s,t). Como el lector ¡'uede
constél.tarlo, en las "fotosll se obsC'rva que el
escalóll avanza hacia el extremo s ;::;2 a una
velocidad a. Conviene que el lector estudie con
deteninicnto las figuras precedentes pu~s el1 ellas
se discuten los elenlclHos esenciales del fenómeno
ondulatorio, rcpr~sentado por UI13 funci~n del tipo
F(s-.1t) .

f (s, 1)

! '. ..,

FiO 3.9.3 PL'fS¡)l;'CfiviI de la
rC¡J/(.'sl!ntnciÓn dt...-'Frs, t} en el
(r;c'(/ro F. s, t .

1 --,.c

, I " " 5 : l,
1'0 t= t I t: t 2 t: t:l

I nI} ---L ,
S:O I I I I s:: 1

Fot,;) 2 3 4
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gráficas de la función F(s,t) para los instantes
t-=O, l""tl t t=[ 2 Y t'"'tl. Es evidente, .1 partir de- la
perspectiva m05trada. que el c~ca16~ va avanzando
por le:!. tubería hJ.cia el extremo s e i. cuando t crece .
La velocid.d de avance es a (celeridad). Aquí se
observa con claridad el significado físico de' l•
celeridad. es la velocidad cOn la que se desplazan
las perturbaciones a lo largo de la tubería .

Sin emb<.rgo, en las solucior.es 0.9.9) y (3.9.10)
ap3rvce la fUI1Ci611 F(s-at) (cuyo cn~JlOr[nlni~nto ya
fue ('.. ludiado SUronil~ndo que F(S-.lt) fucsc 1.1
funci,5n ~Scii.16n) pC'ro tar.:bién ap.1rcce un.:l funci6n
G(s-!;,f). Dicl"<l función ti£>nc un C/lI:,porr:llilipl1to

~imi¡:lr ;¡ .1<1 ¡unción F(S-¡lt) eDil l::l. ¡jl:il'~di f('I"('nri:l

•••••••••••••••••••••••••••••••••.-•••••••••••••



Q(SI. tI) - Qo '" F(SI - atl) + G(SI + atl)
0.9.J2)

P3ra c¡¡leu},]': h - ha se procc'dc .1n.ílor,.1mclltC', de
acuc:rclu con 1.1 ¿-':-'.::1C\0]) (3.9.10):

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••.'~•••

".

I
,: 1

I

r- Obw"dOf ~

bU"ftm ~ .•~ iJ!!~}--;;;
F(~.OI;

Fig 3.9.5 N]ovinll'ento de /.,S ondas
Fy G (.'nla tube,ia.

(3.9.11.)

(3.9.13)

(3.9.1)G(s,. "0) = C(SI. ti)

por lo tanto sl=sl+a(tl-to)'

h(sl ,tl)-ho~-;;:[I"(>I-,1l1)-G(SI+atl)J

En la fiEura 3.9.6 se repreSclltn ('TI~l dingl"aUlél s,t
In localil,ci6n de los puntOS I'(SI,tl); A(s".to) y
B(S2,to)'

Como el lcct ...f pl:~dc ob~;cr":lr, el probJcl:l.l dc
d~.scribir el L[..íl~sitor:'.() hiJrfiul'Íco (COl:1porti:HTlirnto
del £,L1~to Q yo J~ ;:.11'::;<1 piC';~C:Ir.Clric;] h) en el plinto
S=51 y p.1ra ,.'1 i:-:-,l..1.1tl' t=t 1 ('Sta resuelto ~iise
conuce el v~]or ~~ ~:y G para eSc punt0 el) ~Se
instante. !~110r.1l.i'~:1, dichos valores Ul.' F(SII t~) y
C(s¡, t¡) e!l l:.l i:..~;t,nte' ,111t('rior to < ti

corrc~votldfJ~ ~ d0S pUlltOS de la tubería 5=So y
S=52 CO:l So .;. Sl Y $2 > SI ubic<ldo.s de tal forma

que CI\ t=to se tiCllC la ollua F pasando por 5=50 eDIl
un v.Jlor

por lo lan~~ So = 5} - a(tl-tO)' Asimismo en .s=52
para l:o"tol se tiene:

La ínterpret:,c;.Ó;¡ fí::icJ, de las constantes 00 y ha
eS sencilla. 5011 el gasto y la carga piczom6tric3
en todo pu~t(1 de la :u~cría, cuando no llay
perturbacion~s en el Sif,[ClUil (F = G e O).

que en lug~r ce desplalarse la ond~ en el sentido de
las s crecier:re':, ll1 11.1CL'ell el sentido contr.lrio
(h.1cia las ~.,1!~crcci';lltes).

En consecuencia, en la tubería, para todo instante
t, se tC;ldr~ una situ.Jción coo:o la que sc IIluC:5tr.1

en la f¡gur~ 3.9.5. Podr5n distinguirse du. ondos
viajando u~o rn l. Jirecci6n del flujo (F) y Olro
en dirccciéir OPU(;:~.(.l (C). Para detennill.1r Q-Qo en
un punto de la tubería situada ~n 5=51 y el1 el
inStallt~ t1 I se rcal;z~ la suma del valor de las
funcion~s F y G ..::.,lC'l1adJ.s en S=Sl Y [=[1
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/""\

oi.' €)

d/
--' -:

Fig 3.9.6 Cálculo exacto de Q y h ,
Pis,. t,l conociendo Q y.
A(so. tol y Bis). tol.

/

0.9.17)

/

,

/
C,<I".nl, '''9''~' -~ /

"

/

F (s, t ) I (Q + fA h) C¡ }2 a
0.9.16)

e (e. t) I <Q - gA
h) - C,2 a

\ Cocfc.cut a.;'JIlJ' + Va
111,

1'0
1'0

L.:lS r('ct.:l~ 5=,Jl+ctC' (coc~ficicnt£' .1nf,ul¿lr "1/.:"1)
rcprc'scllla-, U:l punto sobre 1.1 tubc'ría C]1I{' se 1ll11L!\'c

el) el SC'll[l¿O del flujo COll vclocida,] n. Por Jo
visto atltPr~0rn¡ClllC f(s,t) es (01)5[.11)((' sobre esas
rectas, Ello SiCl1ifica que si un ob~ervador se
desplaza cc~ el punto CUYA velocidad es .~a ver5
f=f(s), coc~ urla fUllci6n indcpclldiclltc del tiempo
(fir,ura 3.9.5). ~lalem5tic¡Hnente, la dl'rivada total
respecto a eSe observador 5Cr.1

Ob'.;erve"c ~c,' 1n expreSlOn (3.9.\1.) estr. indicando
qu~ la func~~n F(s,e) se malltielle constante sobre
las rCct~s ¿c ~ocficicnlc allgular + l/a. Asin~i~1110,
l~ expr('si~~(3.9.15) ~st5 indic.J11,lo que la fUI1Ci611
C(s,t) S~ '.:2~licI10CUl1Sl~lltc soLle lns rectas de
cocficicnt .. angular -l/a. Rccor,inn,lo las
"xpr""ion,,, (3.9.7) se tiene que:

~
/

-~U = -l- L<~.f!..'¡¡)=.!.r~(~r.'~I)+-~_(C,¡J~¡);i-"l
dt 2 dl a 2L.dt n ds' <1 dt]

= 1.r~Q -t r." ~~ + aQ a + gA .~~l=
'Lat " at as aSJ

= J. a[<_aQ .;. :(~~ _ah) + 1. (.aQ + gA _ah)]
2 a. a' at n at . as

~----~-- ----_.~
. s:.I~.u?

dOI1~C ds/d~ Se tom6 igual a la velocid¡¡d COn que se
dl!;.:¡plaz.it el obsl:fvaJuf (+41) .

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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lo cual deouestra que p~ra ese observ~dor la funci6n
F(s,t) no depende del tiempo.

3.9.3 Relación entre la pcrturbaci6n del gasto y la
pcrluri.H:ciór¡ de 1..1 carga piCZOI,,0tri e¿l (:n una
sección

RecordúnJo las ~cuaciones (3.9.1) es evidente que
los dos sumandos del últirr.ú término de [3.9.17) son
nulos; P0'" lo [3:\[0

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••.)
~•••

(3.9.19)

(3.9.20)

[3.9.18)dF(s,t) = O
dt

~ :::_t

3'<L dl' dG L
(-a) + -a

Jt uS dI)

ah a W (-a)
dG

a)~~ - dI)¡;A

El prou'dil:licntn de-scrito tiene gran i~port,1Ilcia
pues pprl:lit.p caicular Q y h en todo punto ~ dl' la.
tubcrf'i para UI: i:,sta.¡ll~ dildo tl si se COtIOC~ Q y 1,
en todo PlIllto par" U!l instante previo too Un
proccdir.dcllte :11'[;1('1[0 S\."'!vcr5 m:15 en dClnllc cu£ondo
SI:' c}:plH;u(' (.1 .'.ln:7.¡do "1:10todo de l.1s
carJcu,'rís.ti£~' q~c se emplear'; P;lf<l .lil solución
del SjstCIII~ d0 ccuilciotlC's complpto incluyendo l¡] no
lincalid~d que inltoducc la. fricci6n.

Naturalcentc lo ~is~o se puede plantear para un
observador que se desplace a l. velocidad -a (en el
sentido opuesto al flujo) respecto a las ond~s
G{s,t). EI1 consccu~ncia el fen6rn~no olldulatorio en
la tubería puede concebirse como dos desfileS de
ondas uro en el sentido del flujo y COn velocidad
+.1 y el otfO en el sentido opuesto al flujo y con
vclociJ~d -.1, Vn ob~ervador en reposo respecto a
la tlJt)(.rr~obselva el desfile de las ondas scgCn se
ha des-:¡ i':o en la íi~~Ur.1 3.9.4 para l<:ls ond:j~: f(s,t).
Para las o;)das C(s, t) únic.:lfllcntc céunbiaT.1 el scr,tido
del t:lovi:ticlltO. Un Obscfvildor quC' se mueva con la
vclocia,-d +a

l
obsc:n'.;rá las ondas F como un

itltCgr.!i'tc del cicsfilc.' observa el grupo qU(~ d~sfila
jUlllo e"):1 ¿:1. /1.sjr1Ísr'l¡() un observador <"lU(' se: {;.IlCV.l

CDIl la \'~locidL-ld -él v£.=r5 1.15 ond3.s C(~j.t) 11lovi{nJose
junto con ¿:.1.
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el..:: ..
-,'(.;\L Q(0-

\~I~"- "t.. A{)c .••.•.!~
-¡,v 1

fj{ XI\)C 11t'r

-lo
.¡,.,

"'/' -

----------

~ --<I~:.e: '7.";".1< h

O~ -..1""'_,>- Jo--- h : 110,

Fig 3. 70.¡ CondiciÓn de !roll tCflJ

¡Il,puesto pur un liJn:)oe de
nivel constante .

(0-,-,-, .~.o, N' (.-(

(le. l \

(3.9.21)

0.9.23)

(3.9.24)

+~
- gA

dG + dF
dI) dr.
dG dF
dI) de

lim !lh =
!lQ

!lh = ; .!!..... flQEA

I~I~~
3Q gA

Con:be.lenes de frontcriJ

Cuando una de las ondas
t icnl' que:

ent('ndiéndo5t:: que Ah y AQ Son los incrementos de h
y Q en el r.j,'.=.po par.1 UIl mismo punto uel sistcr.:¿,¡.
Si er. UH i'un~o det.erminado del Si~tcmil se consid£:ran
los v.11orL's de h y Q (lO dos instantQs n:uy próxi[!;os
de ti~wpo (3.9.23) VllCd~ escribirse CCUtO:

La expresión (3.9.22) puede ponerse como el límite
del cocienle tJl/ ti:¡

lfcctuan~o el cociente entre amb~s expresiones y
recordAndo que 3h/al .obre 3Q/31 es iEual a 3hl3Q
se tiene que:

Est~ ccuació:: está indicando que tad.l p<.:rturb¡¡ción
r5pida AQ del gasto Q, que OCllff¡¡ PO tln punto
clla]0¡'Ji,pr.1 drl .si~:tCr.I.1, i r.1 inc'xofah]('IIlClllc

acol.;',r.¡ii::ldJ di: url<t perturL.1('.iúll 111. dc' 1.1 C;iJrg<1
piC;~0¡¡{>tric.: cuyo v¡¡}or ~C'r¡¡ algA VC:C12S ~] v.llar de
la pcrturL~ci~n d~l gasto. NGtcsp pues que el
[aClor a/r¿\ pJSC'l.'un SigllifiC';¡do físico Uluy claro
que caracteriza Ja conversión qu~ se cfcctGa en la
condllcci6[l, de pcrtllrbacioncs de gasto a
perturbaciones de prcsi~11 y a la inversa.
Usualr.JC'ntc, al tén'lino algA se le denomina
"impcd~n.:i;t cdr.L1ctcrísti~' de 1.1 conducción .

<.:.('p.t~1 CJ !O~ <:..0..,-, '.,.J..."" :J:::!,;.. ..,:..~ 'Q J'~'::"'...
3.10

En esta 5ClCi~~ se cstudiarErl las cOl1dicioncs de
frontcrn c5s ¡recucllles en la pr5ctica y que) co~o
ya se' sc:il,:1l6} d('u~n:Jin,:m junlo con l¡¡s conciiciop.cs
inici~lrs la SOlllCi611 de las eCll3ciolles gcr1erales
0.8.8) y (3.8.9) .

3.10.1 Tanqu., de nivel constante

Un tanque~. ~ivcl conHlallte (ficur3 3.10.1) y Srea
de S~I'Cl.ficir llhrr d01 0[<leI1 d~l c~rltcll;lT (le V~ces
el área de lil sC'cci6n de la tU!lC'T'ÍóI. impOflc sobre

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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Fig 3. 10.2 Evolución de las ondas de
cnrgiJ piezonnSt,¡ca &n &/
Bxtremo de r1guas abajo (fe
lino tube,¡.1 conectad;,,, 1111

tnIJ.7l1l' c/o ciJr!)a con~r.llltt'.

(£) O:¡jJ de ~obrtra~¡~rI

8 Onj:;¡ ~e de~fB¡ón
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(3.10.1)

1 : l z

tpara todo

~ 1,

o • FU - at) - G(£ + at) (3.10.2) /
o lo que (.s 1" cistc('l : ,,

f.j (f. + at) = F(J. - at) (3.IO.J) }..\ ••.•••..••. 0.-"-' •..\.

-G:.F •.....~-- .G:.r,-_
./ ./

"--~1~14 "'/-P()

~~----~ ...._-

1 0-..

Es interesante examJnar esta condici6n de frontera
a partir ¿e l~ .eua:i6. (J.9.10) de 1,-1'0en [unciSn
de las on¿as F y G. [n efpcto, imponiendo PI) s~¡
(ta;¡que de carga constante en el extremo de olf,:u.1S
abajo de la tub0rí3) que h~ho Se tiene:

esta un,1 carr.a pie:,:oI:lCtriC<l constantC'. De forr.t.1
que la condiri611 de frontera es muy simpl~ y se
exp res a COl:iO

Se adoite, n~tural~ente, que la presión sobre la
superficie libre del 8£l13 es constante.

Ello iO¡llic~ ~t10 la ond~ reflC'jada -G que viaja
desde el t~rq\10 de ('~rGa COI1St.:1nte ell direcci6Jl
O?UCSt.1 al flujo y ~uc sUlna~a con la Otl(J;1 f dil
r,-ha (OIlU,;. ':"«sult;llltC) (.n todo puntü e illstanu', C'S

igu.:11 .1 -r, sicndu F 1"-1 onda incidente- soLrc el
tanque. Ll t01\~UL' ofici,1 ('n[anees e01:10 un l'~;JlL:jo
que rl'flC'j¡:. l;l'(l:ldil inciJC'n[(~ de Carr,:l pieZl'lJ:¿:lriciI
pero ll.! C~,I.!,~.l~u ~:iell{l. 1'::1la fir.ura ].10.:! s('
ilustrJ. t::..¡ (.. ;-,'Il[íI~i":"1I0p.lril cuatro instantes J~
tiempo SU( ..~'.ivos l":l < l2 < t3 < t .•). En la s('cei[in
3.11 se V~l~ll Ill~~ ,1.:ta1125de cstc ¡lfOCeSO de
reflc};ióll.

r--PJelO::I=-~===~-'/01-'"'""- ~-~. GG)
k - ._ lL _

: t,) t : t"



-.

, IQ'o!ó
Fig 3.1£. 3 Condición de frontera

in'puestiJ por url eX/lonJO
cerrado.

F/~q3. 1004 E~'olución de las andc1s de
carga piezonlérrica en el
extft~nlO de Rgllas abtJjo de
unn (ube/in cuyo extremo está
cerrado .
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(3.10,1.)

(3.10.5)

(3.10.6)

----T--

I~~
. i-) .1

para todo t

l; ti t: t) t=12--------
~'\

!

O = F(l - at) + G(l + at)

G(£ + at) = - F(l - at)

Q e O

1: 1I

--,?

~
!

\

,- Pi::ccril¡JCO~~-~-7---
r.-':'_:-"'AS~. -(-)

a
¡'(£,t) - ho = gA . 2F(1 - at) (3.10.7)

3.10.2 'TuLcI"ía COn el extremo cerrado
I

En un extremo c<rrado (figura 3.10.3) l~ condici6n
de frontera es obviamente

En consecuencia

Procediendo igual que en el par5grafo anterior
puede c~aminarse esta condición de frontera a partir
de la ecuaci6n (3.9.9) de Q - Qo en funci6n de las
ondas F y G. leponielldo Q • O en s = 1 Y para todo
t J se tiene que

Parn calcula~. l~ prcsi611 se suStituye en la ecuaci6n
(3.9.10) y Sl~ o:"ticnc que

De (3.!O.7) se COllcluye que'la piezom6trica ell 1 y
pal"n todo t du?lic~ ~] valor de la undn inciJplltC .
En la figllra 3.10.~ se IlrC$Cnla gr5ficn~~I)tc C~lc
fCIl<lIIIl'IW. [~¡]:I ~C'(:ci{ill J.l1 se Jln.:~;L'nl:lr¡¡ll1Il:i.,;
clctall~s (le CSt~ I)roccso de rcflexi611 .

•••••.'

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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I

~,

Z

o 'O

O, Cq ¡. IZg ih,-t'2 )'

0,'02'0

O 'Cq A VZQ :r".h,)

O, O,
I I

6~>-!: . ~I i, I
h, h,

Fig 3, 10,5 CondiciÓn do frontera
¡'11puesta por un orificio O

válvula_

Fig 3.10.6 Condiciones de frontera
impuesta por UIJj Viílvula de
retención.

(3.10.8)

} (3.10.9)

todo t

Q O

Ql ~ Q, = Q 1
Q ~ C

q
A/-2-g-(h-1---l-'2-)-J para

3.10.'; V51\'Ulil ce rct:-nción

La vi\lvulé'. tl~ l'C'r~:l(i(l1l (ficur;¡ 3.10.6) (.s operad.1
por (:1 prop'~'J flu:o >' por lo tanto In condición dL'
front('1"3 C¡\:Lell.':. :i.~,pon~ depende de la difcl"L'nclil de
c,:nf:,]s pic.~~lr,;~.tri.~al: <1amiJoL laJos de la v[¡lvul.1. A
satc:r: .

3.11 An~isis G0 un cjcnplo de pro~,gaci6n dc
fX'.li:llrt2:::io:1es en Wla tllb0rfa

En csta zecci6:l se localizará un an5.1isi5 cor.lP1cto "de
un cjc:¡¡plo .::u)' sitip~ e d0 prop.1r..1ci6n de
perturv.JcionC's en Ul,a tuberí.:l sin fricci6n. El
an51isis estará bas~J0 en los elementos teóricos
desarrollados en las secciones preccd~n[e~ de> ~ste
misl:;") CJí'ílUlo. So:' e:..;II\)rt:¡ .:JI lector ~ ~;vf:uir con
atellci~ll 13 ~xp~~ici6n que SQ rcnliznl'~ l'uCS el} ~11n
cst5n contci1ié0S los. elí:1ilcntos (>sencinles dE:'l
fen6~~no ¿e prQPJ~;¡~ifirl de pcrturbacioIlcS ell una
tubcrí.:l .. !!:l clltcnd:l:l.i('nto cabal del fcnór.lcno /'n Su
cxprcsi6o' c;;s sir~ ll' pCrlnitir5 .:11 lector :lLord¡][ sin
difi":1I1taci~:> rt..1y\'r,:o:..' 10~ tr~ll1silO[ios hidr£iulico!i
más cOlllplcjo~ qu.- !,; •.: prcscnt:ln en las inst,l1aciollcs
inclustri.:lJc .•••

donde 1 indica el laJo izquierdo de la singularidad
y 2 el lado derecho, con el flujo en el sentido de
i~Guicrda a Jcr~cl:a. A es el 5rea libre d~ pasaje
y Cq el cocficie~[c de gasto. Si se [ratil de urla
valvula Cq A es variable con la posici6n del v5stago
de la viílvu).l.

30

Cuando se c£ltJdlt..r: {:l el fascículo IV alr.unos
disposili\0:~ J0 c~'nlr01 de los transitorios
hidr:1ulico:. c.';-:'l SOll 10:-' ti3llC1,lI(:S de> oscil.:1ción, los
ta:l<itl.:'s unidir •...::::ci~lr ;t1l~" las cJ.m;¡ras de aire.: y las
v5lvulas d~ alivio !:~ cstudinr5r\ las condiciones de
fronter.1 que c~t.:',s dispositivos imponen ('1\ 1"5
tuberias con los clla1~s se CDllcctan.

~ ifi~io o vil\~la operada desde el exterior(_~_1~_~:¿t
'-.......Lacondición ce iro,:tera que impone un orificio o

•.•.álvul..1 oper<h.Ja d~~dl~el exterior es (figura
3.10.5):
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3.11,11 Dezcripci6n de la inslalaci6n ideol

rj

- C'::l '.:: .;.

"'7,::::, ~:::.¿::~ ..
-- '~l"

. .

fL. • !,t,~,
~.... '----," .'

1 ,,:;¡ I {.:> .•

,,:,_,_,_0.. ~
.,..j:;,:...,) .•..c' ~-:s.;.,

'"

,
1'1;., ( j

Fíg 3.11.1 Es:¡uenw de /" ins(a!acicn

o < t < QO}
- n (3.11.1)

QQ < t
n

para

paraQ O

".. .) .••..Al (.:onlCn7.ar el ci('rrc de la válvula, en ln Se .....,
'""""'pro(:ucir5 urla t)~rlurbaci6n el1 el gasto AQ = - cAe

y tip .,):--irJ¡¡.:.r5 tli:.:l onda G que Se d(~spl a~<.lr5 aguns
al'rlb;¡ a 1<1. ';clo..:'idad 8. DiclllJ. pcrtlJrbarióll £'n el
gastQ ir5 ~~cxor2tllelnentc acoffira~ada de una
Ilcrlurhilc1611 el] In carga piczo~5:rica cuya nlagnitud
sed; Idl ::: - ,l/r,'\. JjQ =(a':.J./gA\6t I según se explicó
el1 3.9.3. E~tn perturll.:lri6n/dc caren viajar5 ¡lacia
el 0xtrcrno de a~uJs arriha a U~~ velocidad a,
11e; ..:1I1l10 .1 [.1 ('11 el licnpCJ f.la. En dicho cxtrcfilO

sc 7cf1cjar5 COI:.0 tina pcrturb~ci6[1 dc' SiC(10
conlrürio -''\~I5(:£ún lo vif,-,to ":0 3.10.1 )' viajar., en
la dirección de cJ£IJ.:lS abajo, llc£.1ndo a la v{¡lvu1a
2£'/a ~~Cr.llIlJO:; dC's¡ltJés de haber p.1rtido. Dicho
ir,t0rV[¡]o "::','til'r::í10 T = 2';.,/.1 se l!e:}()I;lilli! "periodo
prupio

lt
de ~ü tut;crf~t [5 e1.1ro que t;i el tiempo

de cierft' de 1.1 v111vul.1 Te C'!;Hll'nOr C'}11C' T (Te < T)
nI 11_'&••:' .1 1<'1 v.:il'lul.:J la onda r-'.'flcj.1d.J por el

El i,Hcrvaln de tiempo Qo/n se denominará tiempo de
cíe rH~ Te .

3.11.::¡ Análisis general de la I>l"OP:lg,1ción de lil.!;

ondas dc: carga ric:zom¿:trica

La insta]~ciSn ideal que se cmplearfl Se presenta en
la figura 3.11.1. Esta consiste en un tanque de
nivel constante I una tubería uniform~ cle: longitud .t,
irea de la sccci6n recta A y celeridad n. En Su
extremo aguas abajo (2) posee una válvula capaz de
imponer sobre la ,tubel'ía un gasto variable
lineal~ente en el tiempo desde Qo el gasto de
r~gi~,~~, h3sta Q=O. La ley de variaci6n de gasto
im?U¿Fta po~ la v51vula en la s~cci6n ~ scr5
entoaccs:

,

I [A

.._ Ctle,¡ój o X
h

o
j, --~ ~(=>Oz;Oo.OI

~-----------~
r-.--------- .~_jo cb

•••••••••••••••••••••••••••••••••.-••••••••••••••
•
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y una perturL~ci6n de carga piezom6trica
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(3.11.3)

(3.11.4)

(3.11.2)

(3,11.5)

\ei~rr~ r:lpido)

lIh

.'(1

Te < ~ - rcn61~cno réipido }•

Te > T - f l~n5:1cnolento

En el. C.l~0 pnl"ri(u13r analizado el fcn5m~no con~istc
en un C~(~rrl- rf;-~dQ. El lector cor:;prcl1J~r.l. que 1;)

el<:sc: l~r fC':¡0r.":::-,Js rt;piJ()s contiene tedos l;')s
fenw;:.i.:;)(\~ q~l(, r.~:rltJrb;1(l (-1 flujo Luya Jurac-jiÍll

cortplet •. (:-, ¡:l(:r,"'r ('jl](' T. Estos frnVr:lC'llo:-; illc!uyc'n
t.1lijhiéll l;!~; ilJh;'llur~~~ rápidas.

t~nquc d~ C.lrs:~constnntc, se cncontrar5 COIl 1i1

valvulc, cerr~cia. Si Te es =yor que T (Te> T) la
onda al llegar ~ la v51vula se encontrar5 con la
v51vula :bierta )' afectará al incrp~cllto de presi6Tl
que se está gcn¿;ando en la vfilvula ell el instante
t • T. Este an51isis elemental lleva a agrupar en
dos clases los cierres de v51vulas y ell gCIlcr31 los
fen6~cnos que ocurren en las fronteras de U(13
tubería y Son la cauSa del transitorio hidr5ulico.
Estas clases Son:

Par., 'lljC ~,(;' C"lll:,.;,l,J que Te < T débcrfi vcrif icarse
que:

donde Quin 'C ,eglíllse estableció en (3.11.1) y
2£/, • T. La ~.si~uald"d (3.11.3) in,lie. que si
Cl > Qo<.Jzt el cicrrl. ... ser5 r5pido. nicho cicrrp
producir5 Ulln pcrtulbJ('i6n de gasto

3.11.3 :.r,:¡l i::: j:5 de un fenómeno rápido (cierre
:~?ido)

Para facilitar el análisis se procederá primero a
estudiar en (lct311~ un fcn6meno r5pido en la
instalae~5'1 prc.~nt.d. en la figura 3.11.1.

La scri~ rlPfj~Uf~S 3.11.2 (n - n) es c155ic;\. En
ell.:l Se r.-,H~Stl-.ln los es[nJos sucesivos por los
cun]c~; ];1 t~"d)(-rf.1 p.1S,J cíclicamente pues, ,:)1 no

En las fi~ur,Js 3.11.2 (.1, b, C. dI e, f. g, h, i, j,
k, 1, ~, n) SI' cuc~tr311 diferentes c5taJos del
fcnGrjcno el"' prC'?l£é"_I.'iÓ!1 de una ond;] de: pre:sión d~l
tipo e~.c~~ :~, fC";"1I con y<:ndientc f.,/\/a (recorunr que
el gasi':' ~e recuc.e en forol.1 lineal con el t':cmpo).
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haber ,ricci6n, no habrá atcnuilci6n de 1"$ ondas en
el tiCffipO. A continuaci6n Se cxamin~r5rl algunos
Aspectos de intcr~s del fcn6rncno precedente .

Id I

\

l.a UIlO" lit::UaOIILlflqUt' d0 Ci\lgJ cüns[.=:ntr:. COfllir'lilala
rcfl •..~.('n d(./;. omi.1 OPUt:':.iIJ( 0---01 r.n d [i"II)(¡Ul.l.
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( Pltlom{lrlca

1'0

1,)
f-Iu;o eSla:::ionarlQ ComIenza a form.1rs~ la onda de
sobreprc~lón .

D =~
TC<t«~"7:C-- I"OHoI'

--/J'-o-o---r-¡---o'--o -M
C /"Z'i;,z;x,O> (/P?a,"2- .

le I
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[ P."mé!ri:,

Pitlomtllico

(ti
Fln2!'Zd;J r.::-I:( •.•..n (:n (.~lJnqup. La ondü de ekp(csí6n purte
haCta l. \':.t:...•...:I"

(1 J

=8

Ftn.1It?.:!a Il'~I(' •. :jl: C'n1;1...•~llvlJla La ortd.1 efectrrlr('~tón P;HIC
hile ••) ..oí 1.11~C1ur'

La ando d.:'dI' ¡. '.: $tón 1:':'9i:: a IJ vf¡!vu:'-' T 5£'<]lJnejos(1C'~PL'VS
del cor:-,,( ,70 GC' Ir ,,(,rlJ \) Corn,('nzu la rdlcli.lón tic lil
misma O:.d., ( O-O 1c) la v,ilvulri cerrad,l.

/0 Pi",m,";" _

I~~~'~~I. 8\.<>
I'TtTc ('o :'o'\.
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( 1)

0=

( k ,

í Pie:úlr,élrl:a

( J )

(1 )

PitlOIl""¡llka

t a onda de depresIón viaj¡¡ hacia cllilnque

L;. Ofldil de sobrq.Hcsl6n viaja hacl.11a válvula

fUIJ!¡!¿¡ la rcllcxlón (:(1cltanque:. La onda de: sObfel1resión
(JJIIC ilacia l(l vill'/LJI.1 .

La oncizt de d('p((:slón llC'~}l.11t;IIIQlj(~ COfll¡f~n"'-ll:Jrt.:flextór,
dl'! 1':1one!:j (lJlLJt.~t;¡ 10-..8 I Vfll ..•lliIlH¡Ue

T+TC<t<~T hO
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fig 3. 11.2 Di/vfco/cs estados del
fenónu:mo dL' PfojJ.?Y/1cijn
do una onda du !}f{!sión.

Te }D.II.G)
o < t <
Te < t

~iclOmlr(ica

Q) "O-

t rO'Oo 1
o ~~¿:;;O "00};/$$d~"l>...=

(mi

l' 2T

Forma ~c la cnd~

o < t < Te

Te < t

13.11.7)
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\1f (0'00 N
O~£~{/{;{{~O > 0/;;;&L2:W}'~

(n I

La on'!a de so;"er'es,ón llega a la válvula 2T segundos
dcsplIL"s d(~1coml(-nZQ del fenómeno.

La fOll~ ..1 oC la onda tiene qu(' ver con 1.1 l('y (h (t).
[n el C¡¡50 (;xi1l:lin;¡do ~ •..: i1d'::lPl.:> Ulltl ley 1i 1",:;, 1
Q2 = Qo - CH. Conlo cOlIs(,clH.:neia de cs[a lt,;y
resulto de (3.9.9) lo siguiollte f'lllei6n C:

Se forrn¡:; nUCV¿j:l1C'1l!t:: léI onda ae sobrf!prcslÓn [SiC eSI,Jdo
('5 i9~:::c""';' (lf~la Ilgu;J 3 11 2 lbl. [1 CIclo COflllcn/él tI

rC~(.:IIIS-:'

lo cual a s:..; \'ez r!c[cn:Jina la sir.uicnte
h (£. t)

Esta [unció;: ;"(£.,:) crece de ho .::1 hnl.1X = ho +
aQo/~A dU¥~:l.l'e: i,~t('rval0Te. 5icl1UO Te = Q%,
la pondio,.," (hm~" .- ho)/Te = nohA os proporcionol
al coeficiente o. ~~.:llldoU ~ + ~ la ronaa (le la olld~
tiende n la !une~6n e~c¡¡16n (cscal~n recto), segGtl
se mucs(r~! C:l 1.1 fi.:Uf.l 3.11.3. tWtC'se que siendo
Te < T (cierre r5pi.lo) el ineren;Cll(O ilmax - 110 = !.lh
no se .,]tCLi con o. Cl influye en 1.1 form.l dé la ondn
pero no (In Lh.
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Fig 3. 71.3 Variación de la forma de la
ondacDn a.

Tc'O

,
hmOl<lh

a,

Reflexión en un tanque de cargñ constante

En la sucesi6n de figuras J.II.2 no se detallan los
procesos de reflcxi6n de las ondas de carga
piezom6tric¿. y de gasto. Por ejemplo el) la figura
(d) (t = T/~) se tiene la onda llegando al tanque de
carga constante y en la (e) (t = T/2 + Te) el
proceso de reflexi6n ya se produjo pues aparece
completa la onda reflejada. Como el proceso de
Tef J c.:xi6f. posee una gran ímpOrtilncia técnica
intl.'resa que el lector lo comprcnda en dC'tall~.
Para ~llo s" han elaborado las figuras J.11.4 y
J.I).5. En estas figuras se presenta la reflexi611
de la ondJ de carga (figura'J. L .1,)Y de gasto
(figu:a J. !1.5) en un tanque do carga constante .
Las fir,uJJS están orr.aniz.1das en " c.o]UnJll~SI cad"
COlllIllU:1 con-cspond¡ ....a un in~;L:.l11t(' dC'tcnllin':ldo dL'i

proceso de 1"~fJ{'):i{in. La prilll('r" corre~.ipolld(: ':JI
lilOt:l..:,'nt.o que 11(\g~1.Ji! ond.l de sobn:~pr('sión y In
últiUl.1 cuando sale 13 onda de uepresión. L15 dos
intermedias di! ieren en Te/J Y 2 Te/3 segundos d. la
prio.t:r.n. I.::~~cada columna se presentan cuatro
{jcur¡I,S qt..:: correspondl'll cada tlllo1, ~11.1 distribución
~('fÚI. :i. ,l.": ~¡ld.l ltl10 dl' ll:"l:. l0ndllo:, qUl' l'OI:,POrlt..'11 L1S
cc'!:'Ci.úlll.'~; <.3.~.l) )' (J.9.10) qlle (k'fincll Q y h CII
funcion de.. ;; )' t: La fir,ura illferior en cad.1
eoh'm:).' (:5 1:1 fil'.ur.J qut' rcSulLl SUfil.Jndo los [r('ti
t(.nl:inos qUf:' Sl' dibuj.l!) Cn ]¡¡S lres figuras
sup~rjorcs tIc clId.1 column.:1 .

Obsérv(>se (0r.l0 Jl.lra las c¿.n~~.:1spiezuUlGl rica~; 1[1 onda
reflejada .F (columna d) es icual y opuesta a la onda
incidente -C (colunma a). Nótese que la onda F se
llalla girando ISO" alrededor del punto O la onda
virtual (0\')(columna d) .

Obs¿;rvcsl~ qLP. p¡¡ra los eastoS léls ondas F y G Son
ir.ualC'.s a l¿¡s q~JC intcn'icllcn en 1.1 car~..:ól
pieZolll~tric¡¡, aunque varfa el Si[;IlO de G. El
resultado obtenido es completanlClltc cliferentc que el
obt£'nido par3 las cargas puesto que en este caso la
ond:: reflejada F (e01U01l13 d) es igual il la onda
intjd~lltP G (colUnl[l~ a). N6tcse que In onda F se
h.::1J.~ h<lci,:r,do un¡¡ silll~trr<11 rC'~;p2Ct.O cel eje que
indica la"presencia del tanque, 'de In ond" virtual
(c.~lUT,:nn 'd) .

•••.;•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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Fig 3. 11.5 Dctallo de 1.1feflt!xión de una
ondn dt.19<1sto Vf1 un (.:Jn.7ut.1
d~caIga cons{anto.

Fig 3. 11.4 Detalle efe la r{~flcxión de una
o,)ela de c.1rg.1 piezomt51rica
en un tan:/lJtJ di: cargll
constantc',
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h•.:c.:a.ll~n.a .•.J.~lLO qu .... ex¡dic..J. L.1 refl(:xi6n ubs<.:rvódil
en un ta.r.quc de carga consta.nte

Si bien los fen6menos de reflexi6n expuesto. han
sido nr~li7.adus tc6ricamente anteriormente, es
intcre!;~I:lt.(' ex.'lr.dnaT con detalle el mecanismo físico
que está d~tr5:~ de lo~ mismos .

Para ello se reqüierp. observar 10 que ocurre con el
gasto en el ex:,emo de la tuberfa que se estudia .
En las fir,ura,;3,11.2 (e) (d) (e) y (f) sc observa
el eompona:,ionto del gasto en la proximidad del
extreco dond~ S( llalla el tanque de c~rcn COl1Stantc .
En la figura (e) el gasto es Qo del tanque a la
tuberfa pues aGn no llegó la perturbaei6n producida
por la válvula. En la figura (d) el gasto Qo
comienza a r~dueirse (figuras 3.11.5 (b) y (e))
pues la presión en la proxiuidad de la tubcría
comienza a incrcllenlélrsC' según se detal16 en las
figuras 3.11.4 (~) Y (e). Siendo mayor la prcsi6n
en la tubcrr~ qll~ en el tanque, el gasto se invi~rtc
y pasa de + Q~ en 3.1 J. 2 (e) a - Qo en 3.11.2 (f).
Este gasto invertido {)crmire reducir la prcsi511 de
la tubería p~r~ iGualarla c~n la del tallqu~. I~n la
figura 3.11.2 (f) s~ observa como la tuh.rr., con
sobrcprC'.:;iCn rc'specco .al tanque. cxpuls.J el r,at.ito
- Qo haC13 el tanquL')' reduce ~;1I presión.1 1,1 de:l
tanque. La r~JIl'':Li¿i1l de prcsi6n ql1C sufre la
tuherf. Gobid" • la expulsi6n del g;;sto - Qo implica
que po~ l~ llJ~~rf;1se proI>BGue unn onda de depresión
dc~;dc él tallCjue ':1 J:I v51vuJ¡I. Por ('110 el t.1fH1UC

c1CtÚ¿1 (orao un refll. ...ctor que invierte el sjc,no de la
ond.1 dr pi'psit)ll 11lC ]]1.'['..1 hc1~;ta 61 .

¡'lecani~m'J fí~ico que c>:plica la !'eflexión observad,)
en un f'h~.:-C'r;¡Ocerrado

El com~llta~io rxrlic.Jlivo realizado para la
reflexi()1I de t;if. ondas ('11 lItl tc1nquc de 1.,lrga
cOn~;lilltl'."'t v~¡]~ t<.il:lld[.n paJ',J este raso. J..1S
fi£lIras con'C':ij1o'\(lil!lItl's son las figuras 3,11.6 Y
3.11.7. En ('.>te C.:l~;(leS de interés ObSC'I\'il¡- I ptlra

las car~as riC:~ollélricas I corno la onda reflejada -G
(cOltJmll"l J) ('S ígU':ll il Ji) onda incillC'lltc l' (COJUl::!l.:l

a). La reflejada Se obtiellc de la onda Vírttla] por
simetría a:--:iaJ n.'spC'cto al (.je.: que indiCo1 la
presencia del c:-:lrcl::n cerrado. PaL1 ('1 1'.':15(0) el
cO::Jportali:icnto dc'l cxt rl'II;O cL'rrado L'S ~l11¡íJO£(l al
cocporta~iellto di'} l311QllC de carca COllSt¿llllCpara la
carga piezoc:6trica. I.;¡ol1da reflejada G (columna d)
se obtiene> por L:i.ro de 1800 de l¡t onda virtual .

La onda reflejada C es igual y opuesta a l.
incidente r (columna a) .

Se exhort:1. tll lector ¿1 reflexionar sobre los
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mecanismos físic:os que producell los coroportalniclltos
descritos :..:0:,10 roe hizo anterionnente con el tanque
de carga CCr.:i:él~:te.

1'V2 l-:rt~~1c/3 I'T/2+2Tc/3 l'T/2+Tc
M M M Ml~--¡ -E-] E -.F 1Ma I,

I
~ >l

M.Mo l. h-ho h-ho M.Mo

F r--/-'-+r F F~. 7.'- ~
011-- 011 "1 ' 011 ' "-, ,1, t,/lov, _.-./ ',l I LDv, , ov

h-ho , P:J h.ho Ri-G , -G I -G I -G I- +- .:---;;- :-1-'-, s .• 71 s
i ORJ, on0'1 OR ,

h:l'''OtF-G c,e-o M'Mo+F-G

ffiH"-Vi -r--1 B r--l
_/1 ESa , U "o ,,

)JX X ;'1.- ----- •. ---.-
" 1

,
lb) le I

,
Id)

,
01- on~:¡:'\ei::!rr,le,OR - onCJ Id lejoee I Ov - ando yj, luol,0- ~obrepui~n,e- depurón

Lo OR H ,Ui(t.( ;~r s;m<:ldo ~Iicl de lo OY Itlptclo 01 tjc ,~eindico L, paar,cio del u.

fleme CCllC.1J.

'--, -'1, . \ ...- ,
1''V~+TC1'1/2 t~'/,+lc/3 1,'1/-2.+ 21c/3,

~o>
POI) !

~ ~

" u, _ o

00'0 !00'0 1 -, ¡. 00:0 I ••.-l ••••_.- ..•.. _ .._--.-
: s , s , ' , ',

R ~~
~ ~

F lO F 9---- •.. F º-,.-.. F º--71-;=- Ú¡=J4 s

, , 1 ,,'5

;=f.
,

r
01] , - 01..1

Q-Oo r" ~

0-00
I I

G I .; I G
1(, _.--=i~.- .. ~ • 'O

~ --1-.-
ORJ

, s O {- J s OR: s OR
, ,, I

I=:A
G

~

r~)+G , rOO~G'O 'O 'O ~º-..-.., , , ' ¡ , , '", I i ,
I , I

l' ) lb I 1 e ) (d 1

Ol-or,~~ ¡ncdtr.!r,OR-en~oltlltjt'cJ, 01/- on:h wlllllel

la OR u Qtrit,~t t;,:r,~o 1,] OY ISCo lupCIO 01 ~unlo O

Fig 3.11.6

Fig3.11.7

Dl.'(¡i1/u de la fullt:xió" clt..,
una onda efe carua
pic~omérfica l'II un
eXrrCl1}O cerrado.

Detallo do lo rellexión de
uno onda de gflstO.

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••,
•••••••



llh

I I II I~--=~b
[ -O T/2 T 3 T/2

f--I f-.I [--1 /
l. le l •

01 F:f~i~lr"cCrlt'vCIl~;~';'l!e 01ll"I\~~...:l,,;r [ (~'J(~JJ
tn el ul/tiT,o de c~ua~óajo (yc'r~ulo )

•

Evolución en el tic nlfJ o de
las cargas piezonJétricas
(!f1 dos puntos de la tuber,

Fig 3,11,8

---L21 91¡'.7 1¡'1

~1,(••.•jUl~0;. tll ~.:l tIC' !Ju de lds C<.11Y.:i.~pi(:~...Jl;,••..trl.Cd::'
en difqrcn~es puntos de la tubería
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El t~stujio experimental de los transitorios
hidraulico3 se realiza mediante medición de las
pre~ior.c5 ir.~~tc1nt5.ncas en diferentes pUf,tos de la
tuber!~. P~ra ello debe contar~c ccn tr~nsductorcs
de ~rcsi6n 5i11 retardo y un registrador sin inercia .
Con estos elementos el ingeniero obtendrá registros
donde se consi~na la evoluci6n e" el tie¡;¡pode las
presiones 1) lo que es lo mismo, de las cargas
piczvm~tricas pues en h = p/yo + z el único término
que dependc del tiempo es p. Para cada punto de
mcdici6~ St obtendr5 un registro y COll la
intcrpIt~taciiin de estos registros se podrán conocer
los fenómcn0s que ocurrieron dentro de la tubería
durante ei tr~nsitorio. En la figura 3.11.8 Se
muestra el n~pCCl')de 105 registros qllC se
obtendrían ~i se colocnran dos trallS(lllctol.CS dc
presloll en la inscalnción dcscrit.J en 1;: figura
3.11.1. l.1$ tl*nnSdllclorcs SL' ulJic~n en (:] (:xtr('UlO

donde se 1.0110 lo vfilvulo (transductor E) y en el
punto medio (tr.:1n.5dllccor H). La forma tic 105
rCGíslro~ puede cOllfronc.:1rsc con 1.:1cvolllci6n de las
cargas piczom5trieas en la figura 3.11.2 .

3.11.~1 }\n::ljsis de un fen6r.1eno lento

SCf.l:lI se \.'.;.5 en 3.11.2 los f(:lló'~:cllos '1U(' prodllcen ~l
tra¡¡')Ítorio :iitlr51J.l ieo se rueden agnlp.1r ('n dos
clases. l.; f'l~sc dc los fen6n¡enos rfi¡liJo5 agrupa
nquellos fé;1(.nH~1l0s de pcrturb~eióll cuya C!ur.1ciún Te
es D1CIlor (.uc el ticnlpo 1 de id¿¡ y rccrcso de la ondn
h.sta el otro extrCmo de l. tuhe¡'io (T = 2£/.),
Estos fcn~~~nos sc ~stlldinrO¡l 011 3.11.J. Atlora se
cX.1minar;1n los fen6111l~1l0$ lentos (Te) '1'). C0ll10 Sl~

s('il~1l6, est.Js fenÓ(il~1l05 son m.í~ COli:pliciJcJos de St.'r

.'.~..!
•••••••••••••••••••••••••••••."••••••••••••••
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Te

CiC.'ffC'/f'nto como sucesión
cll,' ciuffes "ipiclos.

( b I
T

(o) T

.-...--
,_----,i

•......•••.1 I Óh-~---T. ,
1-.--1
~Te

Fig 3.11.9

(3.11.10)

0.11.8)

(3.11.9)

1'0
(}--gA

Tc > Tpé\ra

para

l'
E óh = Cl -ilgA

2£.¡: ó h = Cl --gA

Recordal.do que T. 2£/a, sustituyendo en (J.ll.9) se
tiene que para el cierre lento el m;'ixi1Jlo incrí:I;'l(:nto
de carg;¡ si'r5:
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En consecuc~ci;¡, el ~~ximo incremento de carga
tcndcrS .:1 cero si o. ...•O (cierres n:u)' lentos). Por
otra parte rcco,.dalldo qllC Te = Gola, si l'e ~ T
resulta C\ .: Qo/T = Qc,.J./2t. Sustitu)'cnl1o en
0.11.10) oe ticl'" quo ["h ~ Qoa/¡;A

Nlora bied~ para t = T comienza a llegar la onda de
carga re: 1( j.lda pr.r ~l tanque de C.:1rga constnlltc
correspont!il,.'ntc: JI prilr.er cierre r.:ipido. Dicha ond.J
de C':Hf..1, (Lt.lO SI' "i6 ,1IllC'riormcnlc,C's de igu.:ll
tn,lí:llitud )' •.~rlll..'St.:\ ('\1 ~i!:no. Vale pues - 611. En
consccllcl:~iE, ll~II.~T < l < Te la carga piCZ0m~trjC.:l
en la v51\'ul~ no l":cdc aumentar más puesto que cada
lluevo hit pro,:uci/:,:, por c3da nuevo cierre riípido es
anul.Jdo f,úr ,,:1 - ¿JI qu~ llega desde el tanque. En
cons('cu('nc .•..J, e.~ 11:IXir.:c incremento de c.1rga
piczo[:.:~tric,1 'lUI: p.,e<!e I"l'gistrnr.sc ~n el extremo de
a&uas nbnj0 de la tullcrf.1 serfi:

abordados For c~d~o de un an51isis elemental puesto
que la ond. ceflrjrda en el extreco opuesto al que
se pert~r~~intcrficrc con la propia perturbación
par; t > ;'c. \) _

/' -l. L. le
En 10 que ~i~~le 6c cxa~inar5 un fen6mcno lento de
cierre de la V5~VU~d en Te > T para la instalaci6n
propuesta en la fi~ura J.ll.l. Se seguirá
admitiendo. ?ar;., s:rnplificar el análisis, que el
cierre prouucc una v~riación lineal de gasto seGún
se describió en (3.11.1). Para que el cierre sea
lento se deberá cumplir como se indic6 en (J.ll.2)
que Tc = Qo/o. > T.

El cierre lento puede concebirse como una SuceSlon
de cierreS rápidos que distan ~Tc entre sí, tal como
se indica I'n la ficura J.11.9 (a) para el gasto y
(b) para la carga ¡'iezomftrica. En la figura se
to~6 t1'c de tal fO,~a que 4~Tc = T. Nótese que a
cada cierre r~pid0 corresponde un incrCC~llto de
carga 6h. P~r~ los cu3trO incrementos que ocurren
en el intcn'alo O - T•. se te:1drS un incremento de In
car£3 picz\,::étrJ.ca en la v51'Juln de 4LJh. Siendo
[)h ::. üQ ah' ..\ :: (w1'c ,1/£A el increT:ll::nto 4Óh scr5
i ¡;u o 1 o:



3.12 Criterio para determinar el nrxleloa errplear

El tiempo TI se medir' a partir de lo derivodo del
gasto cuya variaci611 produce el golpe de Dt'ietc .
Sea Qo el C<1sto de r¡;gi~en del sistema hidráulico,
1'1 se definirá .:omo:

donde 1 "d0/"dtI debe ser el valor maXlmo que [Otll"

¡aQ/2'll (U ~l fC[lór.~cno re.Jl. Por Otro lado este
Volar de '1'1 d~bl? Ser comparado con el [iC'mpo T2 en
que un3 0nc!<l ir.'fd<l ~n ir y volver llar la tubería
hast~ el ?un~o de partid3 .

o

,"

.•••• 11 •.•
CleIIe knr.:. C,t:IIt IÓ~IJ¡)

Fig 3,11.10 Incremento nllbimo del,)
cargll pieZofnétfica en
función do la velocidad del
cierre. '"
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0.12,1)

(3,12.2)

TJ Q 1~ 0----aQ

'al'

.. 2L
12::: -

<1

El criterio cOllsistc en la comparaci.ón entre el
tiempo ~ en el CU;)] se produce el fcn6tllL'no que
motiva e) tr3nsitorio Ilidr5ulico (cierre o apertura
de una v51vulJ, p.:lro o arranque de unn bOr.lh.:'1 l'tc.) y
el tic:mpo que I;nil onda tarJ'-J ('1\ rccorr0T la tubería
y r.:.'!:rcsar al pLInto clÜIl<Jc. se £0ner¿'; la ¡)¡~rlllJ"kICióll .

En este fascículo se I,an desarrollado dos modelos
para el cstuJio del flujo no estacionario. El
primer() d~S3rrQllc1do el) el capítulo 2 adolitc que In
celeridad en l~ propagaci6n de las pcrrUrl)c1cioJleS es
infinitD (a = ~), el segundo desarrolln,lo el1 ~l
capitulo J se b~sa en la existencia dc una celeridad
a finita. En ~jta 5ccci6n se prc~enta[~ llO criterio
para qu~ 01 l(c:nr tC11£.1 clen1011tns pat".,decidir
respecto é.l ~L.;llco de ur:o u ot ro modelo en c£ld:¡ caso
p.:l[ti('ul.:lf.

El resultado obtenido muestra la importancia que
posee el tiempo de cierre en el incremento de carga
piezometrica en la conducci6n. Como el lector verá
postcriort:J~nte en el fascículo IV, este hecho será
tenido p¡¡rticul.1rmcnt£.' en cUénla en 1.1 elección y
localizaci6~ de los dispositivos de conlfol ele
tranSitolios en ];15 conducciones de agua.

que de acyeroo con (3,11,5) es el incre~ento de
carga correspondiente al cierre rápido. En
consecuencia; el incrc~cnto m5ximo de carga
piezométrica ero el extremo de aguas abajo (6hmax)
tiene la rcprcScntaci6n gr5fica, en funci6n de 0,
que se muestra en la figura 3,11,10,

Dicho tiempo se calcula como se indica:

siendo £. la lon,;i tud de la conducción .

••."•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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Tabla 3.'2,1 Resumen del criterio para decidir
sobr~ el modelo a emplear.

•••
'.
•••'.••••••••••••••••••••••••••••••e;•••e•.,.,
e•

de

_M_o_de_l_o_.<:emp 1ea r

Modelo de oscilaci6n
masa (a infinitú)

En principio ,I(:bc
5('.' tlicLu CllcjL'lll~' lllfis
rcal scrj el ~IC(~C!Ode

Hodelo de ondas
(a finita)

« 1

Si no ,.c vc,'f::ca 1)

1)

2)

si£nific~¿() de '¡~/~l « l.
cntc'n¿crs~ _¡'.J(" C(' •• ,l[O r,lcnor
rcprcsenl.l'. ivo 1.1...'] fcnóll:cno
oscilaci6n dC,mrs3 (a = ro).

El modelo de onda. (a finita) considera tambiEn la
inercia de la columna lfqui(j;l. Es pues tln modelo
n{¡s cO::lplt,to ya qut' CUillH.lO '1'2/TI « 1 (.'1. modelo de
011<:<.15ticndL' ,11 oe: (lSCi1.1CiólI de Dl,15.:..1, sin (:I;lbar~o
CU8Ildo existe scgllridad de que el modelo de
oscil.1ci6n ele r:l<lsa (.1 infinita) da buenos reSultados.
su si¡::plicúl.:H!. C(\llp.1rado con tI modelo de ondils,
hace deseable f:IJ cllplco.

~l criterio que Se propone se basa en la cvaluaci6n
del pari~etro T,/T" De acuerdo con el valor"que
to~e el cociente T2/T) podrá afi~lrse si es
razoIlable em(llcar el ~odelo con ondas o por el
contrario conviellc trab~jar COn el modelo con a = 00

(oscilaci6n de m.sa), En la tabla 3,12,1 se res"me
el criterio.

Para que el lector a¿quicra mayor fnmili':lridad con
el cor.:porlfll1licnlo de ':ll:lbos modelos en lo que s.1r,ue
se analizar& U¡l sistcffia ~uy !¡implc sO~~tifndo10 a
aQ/3t crec'e,te. manteniendo Qo constante. Ello
implica, do 'Cu(",dn con (3.12.1); TI decrecientes.
La longituc! i ,le l~ conducci611 y la celeridad se
cantendrlj¡. ~onst<111teS y se ildmitirS qLJ';' no hilj'

fricci611. Ell CL,ll~ccu~ncia 12 (3.12.2) ~c cl~ntPnJr5
constante.

El sisteoa 6 allalizal' eS el presentado en la figura
3,11.1. En dicl\l~ ~istema se suponía que la vál\'ula
en el cxtr(~:::o de 1:,. tuLcrf.1 actuaba de fonn.1 de
reducir el £asto Q ,I~ acuerdo con la ley Q = Qo -
Ot, sicndl) ~ UtlJ t::nstal\te. En consecuencia
jaQ/3tl = 0.. P.:.:';\ cür.l¡JaraT los modelos se cillcu)arJ
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, .
r, ~..

1"/93.12,7 ConlpnriJción de los
resultiJdos obtenidos con
ambos modelos .

de 0
-~ .:::;..g:

-cJ. 2(
<

'N <
1: a') .

~

[3.12.3)

[3.12.4)

0.]2,5)

0.12.6)

0,12.7)

h, - ho =

= -

t dQh, - h¡, = - --
gA dt

- (£.h )
r.;ax a== £

ho

Integrando en s, resulta:

(llh )
mnx .1

COillO:¡" válvula impone ~.9/dt.,=":,,0 de acuerdo con lo
ya die})", S~ ten~r~ que:

Para re~lizar ~l cal~ulo se emp!car5 la ecuaci6n
(2.6.3) con f ~ O. En el Sistema considerado se
tiene una tubtría de área A constante. En
consecuencia V = Q/A. Por lo tanto V no depende
s. Aplicando (2.6.3) Se tiene:

con cad~ uno ce ellos el máximo incremento de carga
piezo"(.tl-ic~ Ohmax) en un punto ubicado
inmediataocntc aguas arriba de la válvula. Dicho
c~lcu]~ ya fue realizado para el modelo con ondas
(8 finita) rn la subsecci6n 3.11.4 (An~lisis de un
fen~mcno l~nto). Ac5 se calcular5 Allmax para el
modelo de oscil;ci(,n de masa (a infinita) .

En la Ligur" .3.12.1 se presenta el incren,ento
(3.12.5) calculado m~diallle el modelo con a infinita,
supCrpLI(SrO a: resultado ya presentado en la figura
3.1J .10 p.1r<i el modC'lo con a finila. En las
absci.,."',se ,,,u)le.1'I',/1'¡ = 2£.o/aQo. En dicha figura
Se' ob;ic'i-~'il que parél T2/'1') ..:: 2 Se oblicnen
inCr~IJ~.11IOS ~'dyorcs con el ~lodclo COll él fillien y
¡lara 1'7/T.)~ !;~ccdc lo contrario. jJa1"a T2/T) < 1,
el n;odc10 COll :1 finita da, Ilarn este cjeulllI0,
eXc1ct¡i¡IIClIlC el. e.oblc que cl modelo con <:1infinit<l.

Si Se' tema ':UDl) referencia eJe cotas el punto m.:ís
bi:ljo del sistct."lcl, ho puede servir jlr1l"n cvalu.ir
ÓhDl.1X co~o iracci6n d~ ho. Para dclcrmill.1r (;1 12/T}
m5ximo C011 el cual puede emplearse el O¡odeIo can 3.

infinita,con:QtiClldo un error tl(.:nOl- que r. en
cuanto élI 'úhmax/ho a estimar, debe calcularse para
que T,/rl se verifica que:

Siendo (llhr.~1x)a= 2 (llhl:Jax)a= de 0.12.6) resulta
que:

.'.••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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3.13 ~Ql"ciÓr •.~el sistel1Hno linea:.. ~j'~lcxlode
la.:: C7.l"act.2!. fsti(.3S
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(3.13.1)

O.l3.3)

O.l3.2)

(3.12.8)

ds
= + adty

.:!i. ~ 2gAEho
TI aQo

.'!..<l = -"Q + ;)Q . ds
dt at as de

dQ _
dt

Sustituyen¿o en (~.l3.~) se tiene:

Despejando aQ/at y sustituyendo en (3.8.9) se tiene:
lA'

o aQ + gA ah + __f_ QIQI = oas as 2DA

.'!..Q + roA ,;jh ¡ll~,+ _f_ QIQI ~ O\.-.),-+;¡ ;dt a u as 2DA

En la sección 3.9 se estudió en detalla el
comrort;u::i(,I'~.o c.c ! a i ecuaciones linealizad.ls al
SUi:)fi:~ir r.~. {én!l~nv de fricci6n en 1.15 c<':lI.JCiOI1L'S

generJles (1.8.a: ! (3.8.9) del fenómeno es'udi~do.
La. sirlpl d~('aciól\ ,)crl1litió introducir el concepto de
1<:15 OndL.l~i l' y G 'I:.J:~VLlj an en ambos sent itlo~ en 1.:1
tubería y cuy.! aJ~~i6n o sustracción pcrnlitc
calcular Q ú h. Si bi~n lo anterior tienc mucho que
ver con l::.'. fenórnc:;¡c:; rcales, sin cmbargo interesa
estudiar un }ll"OC,-,ci':micllto que permita incluir el
término de fricci6",'. en el. cálculo. Para ello
interesa prC'gunt,ar:;c que: eS lo que ve un o~servador
que Se desplaza en el 'sentido del flujo con
velocidad a en el coso que hay friccióll (f > O).
Para este ob5crvador

Empleando ~a ecuación (3.8.8) de conservación de la
mnsa comhi~;ja ton lit ccuaci6n constitutiva del
sistema f luico .~ tt.bería, se puede calcular
aQ/as = - gAla' . ,)h/;)r.

En consecuenC1.1, dad6 E, para T2/T} meTlor o igual
que 2 E ho gAla Qo el modelo con a infinita da
errores menores de el £ dado, respecto al modelo con
a finita. Puede p'.esemplearse dicho ~odelo con ese
margen de error. r.omo ejemplo se vera el sigui~nte
caso. a = 1000 rol::. Qo = 3 m3/s. A = 1m'.
ho = 100 m. g = 9.8l mIs' y se tomará £ = 0.1.
Calculando (3.12.8) resulta T,/Tl = 0.0651•. En
consecuencia si T,ITl < 0.0654 los errores al
emplear el Dode~o con a infinita ser5n mellores que
el lO);.



Dicha ecnad6n establece que dF(s,t)/.1t = O .

El O~)sc':"V.:tJJr que viaja con velocidad -a ve que:

(3.13.4)

(3.13.5)

0.13.8)

no depende del tiempo
para este observador

(3.13.6)

fllt QIQI2DA

AhO-'Q+g-
a

.L (Q _ J0. h) + !.2J.g1 - Odt a 2DA

.L (Q + l0. h) + !.2J.g1 • Odt d ~DA
?

Procedi~~to nnalo£amente pero ahora para un
obs~rvador ~ue viaja en el sentido contrario al
f luj o COII vdocidad -a. Se conc-luye que

d Ah
dt (Q + g;-)

Ello eql:iv~le a la ecuaci6n (3.9.18) e~contrada en
el c;,pftlJ1c.. 9 .

no depende del tiempo
para este observador

(3.13.7)

Esto cqu~';"lc a la ecuaci6n dG(s,t)/dt = O .
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La interpretaci6n de las ecuaciones (].1].4) y
(].1].5) en el caso que f = O es sencilla pues se
tiene que si el observador viaja con velocidad +a
ve que

Per,) ~ecor¿,'.ndoque dh/dt. ah/at + aahlas, puede
sustituirse esta expresi6n en (]~l].]) obteniéndose:

Sin elP.bargo,cuando f > O, los :érminos 0+ SAhla y
Q - sAh/a ya no serán independientes del tiempo para
los respectivos observadores, sin embargo la
variací6n para un intervalo de tiempo Ót ser5 la
rnistta pafa cada observador e igu~l a

según lo están indicando las ecuaciones (].1].4) y
(3.13.5). La magnitud del ténnino Q + sAJi/a
disminuye fÓt Q/01/2DA para el observador que viaja
con velo:i(lad i-a, al incremclltars~ el tiempo en Ót.
AsilldsrJc. !.~IDar:nitud del t(.nninu Q - tt\h/'J
dism.;.nuy" u,:Lién f.h 0/01/2DA para el observodor
~uc \'iaje COn velocidad -a al illcrenlentar~c el
tiempo el., 0\1. (figura ].13.1) .

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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Onflle d~ Cr.C'OI ~c'o IIn otur,odor en rtposa ICsprclo a lo h:btrtÍl

Esta varia.,i."'" de ,(,S términos Q + gAh/a Y Q - gAh/a
es muy si[l)¡:tle dl~ p1,;;ltear procediendo n escribir las
ecuacione, (1.13.;) :/ O.lJ.S) en incrementos
finitos par" Lactó, Ob ..;,'rvndor.

siendo tI - to tU.

Coco se viS ~n l~ :i~ura 3.9.6, si en el plano s,t
se tienen los pUllto~ A y TI en t = to ubicados de
tal forma que en [ = tl las rect~1S de coeficiente
angular +I/~ y -l/a que p~sall por A y B se cortan en
P (figura 3.lJ.2), se podrá escribir la eCllnóón
(3.13.4) en fOfma incremental, de la siguiclHC forma:

[Q + gA h] _ [Q -1- ~ h] + ~ ; O (3'3 9)a P , A 2[)A .• .
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La ecuaclon (3.13.5) Se podrá escribir ta~bién en
forma incre~ental de la fo~ que se indica:

-'"

H
L" .

..

(3.13.10)

(3.13.13)

(3.13.14)

(3.13.15)

• O

Cp - Ca hp (característica positiva) (3.13.11)

Cn + Ca hp (característica negativa) (3.13.12)

Las ecuaciones (3.13.9) y (3.13.10) pueden
escribirse en forma sintética de la siguiente
manera:

Si se admiten conocidos los valores QA.hA, QB. hB
en el cíeepo t~tOf los valores Qp, hp en [=[1 pueden
calcularse a partir de (3.13.9) y (3.13.10) con
tanto mayor aproximación cuanto menor sea Ót •

Nótese que en el caso sin fricción el calculo
realizado de esta ~anera y descrito en la figura
3.9.6 era exacto. Su precisi6n no depel\día del
valor del incremento ~t. En cambio, cuando se
introduce la fricción, el proceso de c51culo es
aproximado y su precisión dependera del Ót elegido .
En el fascículo VII s~ examinara el problema de la
elecci6n de un 6t adecuado. El método empleado de
estudiar la variación de las magnitudes del flujo
sobre una curva particular del plano de las
variables independientes (s.t) denominada. curva
característica, curva que permite una
transfonLación de las ecuaciones (3.8.8) y (3.8.9)
en derivadas parciales en las ecuaciones
diferenciales ordinarias (3.13.4) y (3.13.5). se
denomina limé todo de las c.1racterfstiC~iSIl y Su

aplicación está estudiada en fonna general para las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
segundo orden, en la bibliografía especializada .

Q ~p

Q ~p

donde

La .ecuación 0.13.11) es valida sobre la recta de
coeficiente angular +l/a que se denomina
"característica positivall y la ecuaci6n (3.13.12)
es vilida sol)rc la recta de coeficiellte angular -l/a
que se denominn IIcélrnctcri'stica negativa" (figura.
3.13.2). En el punto P, ambas ecuaciOtlCS son
v51idas simulr511carnente. En consecuencia, cuma ya
se seña16 Qp l hp pueden calcularse a partir del

.:.••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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Malla de c.1lculo,Fig 3, 13,3

(J.13.17)

6i5tc~a (o~.-:'i.Jdl.l r.or estas ecuaciones. Despejando
Qp y h, de (J,l,.li) y 0.13.12) Se tiene quc:

C + C
~F • ..J'r (J. 13.16)

-----.-•o PIIMOS ~'llerjoln

• r~'lIJlddirj~~p;.' b ccndicio(l(s iniciales

• P~,los &fi,'1id:;s f":t b ctorJodiciónde f,onlera ce OqAs oflibo J bs punro~inlelb'u
! I\nk;o¡ ~dC1~ p:r b ctoJejÓl'l ~ Ilt,nlero de O1JO\ ohop ) los pL'l'llos ir,ltlÍOfu

c Ch • ~p n_
P 2Ca

El calculo de Qp y hp por medio de (J.IJ.16) y
(J, 13.17) puede realizarse en los puntos intcriores
de la tubería tal corlO surge de la nl~Jla (le c51culo
presentada en la fi£ura J.13.3. En esta malln se
indicaron los puntos representativos A, n y 1) para
todos lo~ puntos "huecos" 0, el procedimiento de
cálculo es ~l qUl' Se describió. Sin co:baq~n, como
el lector puede IlbscrJar, en los puntos llenos el
procedimiento es inJplicable puesto que por SlJ

ubicaci611 en los bor{les de la malla no es 110sible
constnlir el triángulo ABP. En estos puntos el
c~lculo Se cfLctGa COll ayuda de las COtldicioncs
inicial~~; ,1 de frontera según se explica a

Puntos O - en p.llos Q y h deben ser dado!. COlnO

dat('s p.1ra t o.

Puntos • - ,en ellos la condición de froutera
suministra una ecuaci611 Clltrc Q y h Y
la otra ecunción es ln O.U.I2)
tCilractcríst i,:.1 nCljal iv~l).

Puntos .• - el! ('llos 1.1 condición ue frontt'rl.l
s\;~i~istrél Ulla ccuaci6:1 clllrc 0 y h Y
]a ~tr3 ccuélci611 es la ~J.1J.l1)
(c:ll"actcr{stica positiv;I).
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Qp Cn+C., hp (característica negativa) (3.13.18)

En consecuencia el c~lculo se desarrollará de la
siguiente forro.):

(3.1J.19)(condición de frontera)~ h
o

Según se vió en J.I0.l la condición i~puesta por un
tanque de carga constante eS h = ha para todo t

(J.I0.l). En consecuencia los puntos de la malla se
resolveran ~1sí:

De esta forma se logra calcular" Q, 11 para todos los
puntos de la priffierafila (t = Ót). Se ha avanzado
Ót en el tiempo y para calcular la segunda fila
(t = 26t) se procede de la misma manera .

4. Con la condición de frontera de aguas abajo, la
ecuación (J.IJ.ll) y el valor de Q. h en el
punto. adyacente al último se calcula Q. h en
el punto J. de la primera fila (t = Ót) .

2. AplicB~do (J.IJ.ll) y (J.IJ.12) se calculan Q,h
para Jos puntos O de la primera fila, que
corresponden a [=6t .

Para (itlalizar esta sccci6n se verfi en detalle como
aetGa una condición de frontera el) el proceso de
c51culo rcci6n d~scrito. Como ejemplo se tomar5 un
tanque de carga constante ubicado en el extremo de
aguas arriba de Ulla tubería. Otras condiciones de
frontera Se wancj;lo de la misma f OJTJ.:l tal corno se
indicará en el fascículo VII .

l. Dadas las condiciones iniciales se cOnoce Q, en
todos los puntos •

J. Con la condición de frontera de aguas arriba,
la ecuación (3.1J.12) y el valor de Q, h en el
punto. adyacente al primero se calcula Q, h en
el"punto • de la primera fila (t = Ót) .

donde Ca = gAfa y Cn se calcula de acuerdo a la
expresi6n (J.IJ.l~) Riendo el punto B en este caso
el punto de la colllrnna adyacente a la colunu18 que
repreScIlt3 la frontera y ubicado en la fila
correspondiente a [ - Ót si el cálculo corresponde
al instante t.

Para Utl tanque de.carga constante en el extremo de
aguas abajo el procedimiento ~crfa ~;irnilnrs~llvo en
que, como ya se dijo, Se empIcaría la ecuación
(3.13.11) correspol1dicnte a la característica
positiva .

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••



3.14 lm?lemcntaci6n nurr6rica del modelQ con QnL1as

El proceso de calculo mediante el métode de laF
características puede realizarse con el <lllXilio de
una computadora cl~ctr6nica. El progr~m3 constara
de dos partes. Una referid<l al cálculo en las
tuberías y la otre referida al calculo de las
condiciones de frontera de las tuberías. Respecto
al calculo en las tuberías se emplea el método de
las características visto en detalle ell la sccci6n
anterior J.IJ. Cen dicho metodo y una adecuada
selecci6n de los intervalos 65 y 6t, disponiendo de
los datos que definen Q y h en los extremos de los
sef,~entos en los que se subdividi6 la tubería para
el instante t, es posible calcular los-valores de Q
y h en el instante siguiente para los puntos medios
de estos segmentos. Respecto al calculo de las
condiciones de frontera se procede tal como se
indica en la secci6n J.IO donde se vieron las
condiciones (le frontera m5s importantes pafa el
tratamiento de los ejemplos que se analizarán a
COlltinuaci6n.Falt~ sin embargo tratar el caso de
una planta de bo~~co como condición de frontera,
ello sera realizado en el capítulo 5 de este
fascículo.

En el fascículo VII Se har5 una prcselll.Jción
cooplcta de los programas de complltadora
desarrollados para el manejo numérico de los
algoritmos propuestos en este fascículo.

4. VERIFICACIOt; EXPERIMENTAL DEL ~iOO[LO CON O\QAS

En este capitulo se le prcscntar5 nI lector un
material de gran interés para la validación d~l
modelo teórico dp fenómenos transitorios
considerando el fluido compresible y la tubería
elástica. Se considerará una misma prueba
rcalizada en diversas condiciones para que se
evidencien los lr~ites de validez del modelo.
Estas experiencias han sido realizadas especialmente
para Su presentación en este texto en la instalación
para el estudio experimental de transitorios
hidriulicos que dispone desde 198J el Instituto de
Ingeniería de la Universidad Nacional Autónoma de
México.
4.1 ~cri¡x:i6n de la instalaci6n e.xI'erirrental

Una vista general de la mencion.Jd.J instalación
aparece en la figura 4.1.1. Esta instalaci6n
cuenta con una tubería comercial de acero
galvanizado, de di¡¡metro nominal D :::r 4" y
t = 1,468.61 m de longitud. En sus extremos posee
sendos tanques que admiten aire comprimido para

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••


