FASCICULO TII

TRANSITORIOS HIDRAULICOS EN CONDUCCIONES DE AGUA A PRESION







2.1

2:¢

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

3.1

3.2

3.3

3.4

INDICE

Introduccidn

Elementos tedricos considerando una tuberia rigida y
fluido incompresible

Distribucion de velocidades en el interior de una
tuberia recta en flujo no estacionario

Distribucion de presiones en el interior de una tuberia
recta en flujo no estacionario. Carga piezométrica

Esfuerzo cortante ejercido por la pared sobre el fluido
Conservacion de la masa

Velocidades y aceleraciones

Expresion de Bernoulli generalizada

Ejemplos

Elementos tedricos considerandn una tuberia con pared
eldstica y fluido compresible

Distribucidn de velocidades en el interior de una
tuberia recta

Distribucidn de presiones. Carga piezométrica

Esfuerzo cortante ejercido por la pared sobre el fluido

Conservacidon de la masa

O

(=3}

11

11

11

11

12




3.8
3.6

3.7

3.8

3.9

3: M

3.12

3.14

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

5.1

Vzlocidades y aceleraciones
Expresidon de Bernoulli generalizada

Ecuaciones constitutivas

Ecuaciones, condiciones iniciales y condiciones de frontera
Ecuaciones linealizadas y su solucién

Condiciones de frontera

Andlisis de un ejemplo de propagacion de perturba-
ciones en una tuberia

Criterio para determinar el modelo a emplear

Resolucidn del sistema no lineal. Método de las
caracteristicas

Implementacidon numérica del modelo con ondas
Verificacidn experimental del modelo cun ondas
Descripcion de la instalacidn experimental
Celeridad calculada y celeridad medida

Golpe de ariete causado por un cierre rdapido
Golpe de ariete causado por un cierre lento
Conclusiones

Transitorio hidrdulico causado por una planta
de bombean

Ecuaciones e 13 midquina

13
14

15

16

20

27

30

43

46

58

60

60

60




5.2 Ecuacidn de la caracteristica negativa 62
53 Ecuacidn de la conduccidn entre la succidn y la

tuberia de descarga 62
5.4 Determinacion de v y « 63
5.8 Cdlculo numérico 64

5.6 Ejemplo 64

6. Comentarios generales 69




AITI.

AITI.1.1
ALY, 1.2
AITI.1.3
AITI.
AITI.2.1
ALEL, 2.2
AIll.2.3
AIll.2.4
AITI. .5
AITI.
AITI.4
AITI.4.1
AITI.4.2
AIlIl.4.3

ANEXOS
Comentarios sobre la velocidad de propagacidn
de las pertubaciones ( celeridad )
Caracleristicas constructivas de la tuberia
Influencia de los gases libres en el agua

Influencia de la elasticidad de la tuberia
en la celeridad

Analisis de las hipdtesis del modelo
Primera hipdtesis

Segunda hipdtesis

Tercera hipdtesis

Cuarta hipdtesis

Comentarios

Hocion de fluido compresible equivalente
Elementos de la teoria de bombas hidrdulicas

Caracterizacién general de las bombas centrifugas,
ariales y de flujo mixto

Formulacion adimensionada de las ecuaciones
caracteristicas

Puntos de operacién homélogos

n

71

/12

72

72

73

/3

74

74

75

75

76

77

78

78




AIll.4.4

AITL.4.5

AITl.4.6

AITL.4.7

Rendimiento de la miaquina

Diag:ama de los cuatro cuadrantes

Curvas I3 y Q

Z ) a2
v i tas vo4ae®

Ecuacidn dindmica

Bibliografia

79

81

86

88

89




dn




1. INTRODUCCION

Los fendmenos no estacionarios o transitorios en
las conducciones de agua a presidén constituyen un
aAspecto que el proycctista y el operador de un
acucducto no pucden dejar de conocer. La magnitud
de las sobrepresiones que se generan pueden destruir
la conduccién y asimismo las depresiones pueden
reducir la presifn interior a la presidn de vapor
del agua a la tecperatura ambiente (0.25 mea de
Presidn absoluta a 20°C). Una reduccidén en 1a
pPresién interior de este orden, puede producir el
colapso de la tuberfa. Todo ello oblipa a que el
técnico adquiera un buen conocimiento de estos
fendmenos. El caricter ondulatorio que presentan,
tan diferente a los fendmenos estacionarios con los
cuales el ingeniero hidrdulico est3 habituado a
tratar,le ha conferido a este tema cierta fama de
inabordable salvo por especialistas, Lla ensefanza
curricular del mismo, en general, se limita a un
Planteo rapido de las ecuaciones fundamentales, sin
detencrse a destacar con claridad los fendmencs
{Isicos involucrados. Una vez planteadas las
ecuaciones, el esfuerzo del profesor se dirige a
mostrar cémo es posihle claborar un programa de
computadora para resolverlas. El resultado final de
esta forma de proceder que oculta el hecho fisico-
primero en la formulacian de las ecuaciones y luego
en el andlisis de las soluciones aplicadas a
problemas concretos-es esa sensacién que queda en o]
estudiante de que el tema es irremediablemente
ahstracto.,

En este fasciculo se ha tratado de enfatizar la
descripeidn de los fendmenos ffsicos tanto en la
formulacién de las ecuaciones como en el andlisis de
sus soluciones. Con ese fin se ha modificado la
exposicidn cldsica de la ecuacidn de conservacidn de
la masa separando, por un lado, el fenémeno de
contervacidn de la masa y, por otro,las ecuaciones
constitutivas del fluido y de 1la tuberia. Asimismo,
Se ha tratado de presentar con rigor las hipétesis
que supone el medcelo y su justificacidn, Con ello
S$¢ gana cn claridad respecto al hecho ffsico y en

una mayor comprencidn de la estructura del modelo
tedrico.

En el andlisis de las soluciones ondulatorias se ha
tratado de exponer con particular detalle los
fendmenos de reflexidn de las ondas en tanques de
carga constante y en extremos cerrados. Para ello
Se ha recurrido a series de dibujos muy simples
donde se desglosa el papel jugado por la onda
incidente y la reflejada en las fronteras aludidas,




Se ha dedicado tachién atencidén a la comparacidn
entre el modelo con ondas y el medelo mids familiar
y sencillo de las oscilaciones de masa
estableciéndose un criterio de validacidn del empleo
de uno u otro.

Finalmente, este &nfasis respecto a la presentacidn
de los fenomenos fisicos que el modelo procura
reflejar, culmina con la comparacidn entre los
resultados tedricos y experiencias cuidadosamente
controladas en una instalacién experimental de gran
tamano, Ello estd orientado a darle al lector, por
un lado, seguridacd respecto al modelo que Se propone
y, por otro, una idea precisa de cudles son sus
limitacicnes.

El fascfculo termina con un capftulo referido a las
bormbas como causa fundamental de los transitorios
en conducciones de¢ agua a presidén., En dicho
capftulo se intenta presentar en forma organizada, y
fundada en uno de los apéndices del fasciculo, las
ecuacliones que describen el comportamiento no
estacionario de estas miquinas. En esta exposicidn
se hace ¢énfasis tachién en los fendmenos fisicos
ligados a lis diverszs formas de operacidn de la
miquina en el breve Iatervalo de tiempo que dura el
transitorio hidrdulico.

2, ELEMENTOS TEORICOS CONSIDERANDO UNA TUBERIA
RIGIDA Y FLUIDO INCOMPRESIBLE

En cste capftule se formularin las ecuaciones
dinimica y de reorservacidn de la masa aplicables a
los transitorivs hidriulices en los que la tubceria
pucde ser considerada rigida y el fluido
incompresible., Esta hipdtesis que para quién estd
habituado a trabzjar con fendmenos hidrdulicos
stacionarios, cs "natural™, constituye sin embargo
una simplificacidn extrema al tratar fendmenos
transitorios. Cczo se verd en el capitulo 3,
scccidn 12 su aplicabilidad estd limitada a casos
muy particulares y en general no debe ser aplicada,
Para darle al lector un elemento de julcio respecto
a las contradicciones con la realidad que csta
hipdtesis prescenta, basta pensar en una tuberia
cuya lonzitud & fuese todo lo grande que ¢l lector
quisiese. (figurec 2.1). En dicha tuberia se
acondicionan dus pistones como se muestra en la
figura y se mantiene llena de agua. Teniendo en
cuenta la hipStesis de rigidez de la tuberlfa e
incompresibilidad del fluido, si el pistdn 1 se
desplaza Ax, el volunen del 1fquido A.Ax que
"desaparecid" cn el extremo 1, debe "aparccer' en
el extreno 2 desplazindose instantinecanente el
pistdn 2 unia distancia 4x. Este razonamiento es
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impecable puesto que la hipbtesis realizada implica
que no pucdb haber variaciones de diimectro ni de
longitud en la tuberfa (rigidez) y tampoco puede
haber variaciones en el volumen del lfquido
(incompresibilidad) por lo cual el volumen del
recipiente solo puede variar debido al movimiento
de los pistones.En consecuencla,por el razonamiento
anterior el lector puede concluir que el dispositivo
propuesto en la figura 2.1 es capaz de transmitir
informacidn instantineamente de su extremo 1 a su
extremo 2 independientemente de la distancia que
existe entre ambos. HKecordando que la velocidad de
1a luz es de 3 x 10% m/s y 1a del sonido en el aire
340 m/s puede verse que la hipdtesis de rigidez e
incompresibilidad que parecfa tan "natural" para
quien estd acostumbrado a tratar con fendmenos
estacionarios da lugar a conclusiones extranas en
cuanto sc le aplica con rigor a los [endmenos
hidrdulicos transitorios. Fl fenbmeno descrito en
la figura 2.1 implica, como se vid, una velocidad
infinita de propagacidn de las perturbaciones de
presién y gasto, En la realidad, como se¢ verid mis
adelante, esta velocidad no,puede ser mayor que
1450 m/s en agua limpia a 20°C. La existencia de
una velocidad de propagacidn finita de las
perturbaciones v ondas de presidn y pasto y que ena
velocidud sea lo suflcicentemente baja come para que
en una tuberfa industrial corriente de por ejemplo
15 km, la onda emplee 10 segundos en recorrerla son
hechos que, como se verd, tienen una influencia
determinante en ¢l comportamiento no estacionario de
las conducciones a presidn de uso industrial,
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Sin embargo por razones diddcticas y porque algunos
problemas reales pueden ser tratados con el modelo
simplificade de tuberia rigida y fluidec

incompresible, se comenzard estudiando este modelo.

2,1 Distribuci6: de velocidades en el interior de
una tuberfa recta en flujo no estacionario

Segin lo ya visto en 11.2.1, en flujo estacionario
se formula la hipStesis de que la distribucidon de
velocidades en la secciln recta de una tuberia recta
puede considerarse uniforme con un valor igual a la

Tuberia con paredes rigidas y
fluido incompresible.
Propagacidn de una
perturbacidn con velocidad
infinita.




velocidad media V = Q/A siendo Q el gasto por la

tuberfa y A el drea de la seccidn recta de la misma, !
Esta hipdtesis serd mantenida para el flujo no

estacionario donde Q = Q (t) y A (s) es independiente

del tierpo por la hipdtesis de rigidez de las paredes

de la tuberfa, pudiendo en cambio depender de la

coordenada axial s,

2,2 Distribucifn de presiones en el interior de una
tuberia recta en flujo no estacionario. Carga
piezométrica

Revisando los razonamientos expuestos en 11.2,2
puede verse que valen tambi&n si el flujo no es
estacionario, en consecuencia todos los puntos de la
seccifn recta poseen la misma carga piezométrica

h = p/y + z. Per lo tanto en la seccidn de
coordenada axial s se tendrd para el instante t

h =h (s,t) (2.2.1) ]

2.3 Esfuerzo cortante ejercido por la pared sobre /
el fluido

La expresidn del esfucrzo cortante 1 presentada en
11.2.3 debe ser revisada para flujo no estacionario.
Existen numerosas evidencias que indican que el
coceficiente de Moody I no expresa correctamente la
relacidn entre 1y ¢V°/8 cuando el flujo no es
estacionario., Sin embargo hoy en dfa no se dispone
de una relacidn equivalente a la (11.2.3.1) para
flujo no estacionario. Por ello y como primera
aproxiacion se mantendrd la relacidn

==

1 (s,t) = 1 EY-EI;XL (2.3.1)

donde [ se obtiene dcl dbaco de Meoody tomando la
velocidad Vo(s) del sistema en rlgimen estacionario
para calcular el nimero de Reynolds Re. Estas
observaciones respecto a la inexactitud de (2.3.1)
dehen tenerse presentes puesto que algunas
discrepancias significativas entre el cdlculo y la
experiencia se explican precisamente a partir de
dicha inexactitud.

2.4 Conservacifn de la masa

Valen fntegramenze las consideraciones realizadas en
11.2.4 respecto a la invariabilidad de p y a la no
acumulacién de fluido entre dos secciones por
distantes que ellas estén entre sf. Por lo tanto
vale para flujoc no estacionario la ecuacidn

Q (t) = Q2 (v) (2.4.1)

entre los gastos que en el mismo instante t pasan
por las secciones 1 y 2.




Debe senjlarse que esta ecuacibn tan sencilla se
modificard profundamente para el modelo con una
velocidad finita para la propagacidn de las
perturbaciones o lo que es equivalente, al admitir
que la tuberfa no es rfgida y/o el fluido es
compresible.

2.5 Velocidades y aceleraciones

De acuerdo con (2.4.1) el gasto en una tuberfa
rfpida con fluido incompresible solo depende de t.
Sin embargo segin ya se vid en 11.2.5, puede
considerarse el &rca A de la seccidn recta como
funcidn de s sin que las consideraciones realizadas
hasta el momento pierdan validez, de manera que:

Vis,t) = 28 (2.5.1)

La aceleracidn a es la tasa de variacidn de la
velocidad respecto al tiempo para un elemento de
fluido que se desplaza con velocidad V siendo V
funcién de s y de t, la derivada total respecto a t
puede calcularse aplicando las reglas de derivacidn
para una funcidn de¢ funcién. Calculando a se
obtienc

! vy
dv._ 9V ., vV ds=
dt ot * ds dt (2.5.2)

Comparango 2.5.1 cor: (11.2.5.3) se ohserva que en

(2.5.2) aparcze ¢l término 0V/iy que corresponde a

la tasa de varic:ion de la velocidad respecto al

ticmpo en la scccidn de la tuberfa, que ¢l elemento

fluido cuya aceleracién se desea calcular ocupaba en

cl instante t. Es la derivada parcial respecto a t

de la funcidn V(t,s) calculada en el instante ¢t y

Para la seccibn de coordenada axial s. Se¢ denomina
derivada local de la velocidad, ' N/

|‘\.. »
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Procediendo andlogamente que en I11.2.5 so concluye
cue:

El hecho que aquf el término V/0t no sea siempre
nulo es la dnica diferencia que existe entre las
ecuaciones planteadas para flujo estacionario (11,2)

y las aquf planteadas para flujo no estacionario,

2.6 Expresitn ée Bermoulli generalizada

Procediendo andlogamente que en 11.2.6 se llega




para el flujo no estacionario a una expresidn
sirilar a la (II.2,6,4), esto es:

S il sen a (2.6.1)

Elle no debe de sorprender al lector puesto que,
coro se acaba de senalar, la dnica diferencia entre
amhos modelos radica en la expresidn de la
aceleracidén donde, para flujo no estacionario el
témino 3V/3t puede ser no nulo. Procediendo a
introducliy la expresidn (2.5.3) de la aceleracidn
en la ecuvacién (2.6.1) se f:iene:

l o

2
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s & g " g - (26D
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Expresidén que se denominard de Bernoulli
generalizada pues su validez no se limita a los
flujos estacionarios sino que incluye los flujos no
estaclonarios. Pzra el empleo de la ecuacidn
(2.6.2) es habitual sustituir p/y + z por h (carga
pliezométrica) y el esfuerzo cortante de la pared 1
por la expresicin (2.3.1) del mismo. En
consecucncia la ecuacidn (2.6.2) se transforma en
la siguicnte:

2

3 v? 1 9V v|v]
K- 1V he==) = 2 Z— o -
> ( 23) e It f 75D (2.6.3)

2.7 Ejenplos

Con los elementos desarrollados en las sccciones
precedentes se exzminariin dos problemas que ilustran
los conceptos expuestos y que luego serdn de '
utilidad en el an3lisis de problemas de interés
prictico en ¢l diseno de acueductos.

2.7.1 Oscilaciones de masa entre una presa y un
tanque de oscilacidn

En la figura 2.7.1 se presenta una presa concctada a
una planta de borbeo en cuya succidn se tiene un
tanque de oscilacidén. La conexifn se efectia a
través de una tuberia de longitud % y seccién recta
de drea A, El dr=a de la seccidn recta del tanque
de oscilacidn es Ap, La planta de bombeo trabaja
normalwente cen un gasto Q, que fluye desde la
presa. Al detenersc la planta de bombeo es claro
que el fluido que escurre por la tuberfa ird
llenando el tanque de oscilacidn hasta que la carga
en el extremo agueas abajo debida al ascenso del
nivel de la superficie libre en el tanque detenga
el flujo y lo invierta hacia la presa. El [endmeno
oscilatorio se repetird hasta que por friceidn se




disipe d2 energfa cinftica del flujo que escurrfa
en la tuberfa en el momento de la detencidn de la
planta de bombeo. A continuacibn se aplicari la
ecuacifin de Berroulli genecralizada (2.6.3) al
problema plénteado y sc discutirdin sus resultados
comparindolos con la descripcidn cualitativa
realizada y con la cual el lector Seguramente
acordari,

Planla de
_ bombeo

Fig 2.7.1 Oscilaciones de masa entre

uUnapresay un tanque de
e T oscilacién.

La ecuacidn (2.6.3) se dechbe aplicar a la tuberia.
En el ejemplo estudiado se aplicari entre las
secciones de entrada (seccidn 1) y de salida
(scccidn 2) de la tuberfa. Debe procederse a
integrar la ecuacidn entre dichas sccclones segin se
indica a continuacidn

1 ¢ av

£ 3 v2 5 £ f
o ST W B = o Al 7 R 72 =

Recordando que en la tuberfa V es constante pues A
es constante, se tiene de (2.7.1) Ja siguicnte
cecuacidn diferencial;

r
hy - 3 :-%.‘.’_‘. - g 2oVl (2.7.2)

pérdida pérdida pirdida por

de carga debida a friccidn

plezomé- la iner-

trica cla \owe

» ol
En esta ecuacidn se sustituyd av/ac por dV/dt pues

siendo el drea A constante V solo depende de t.

La ecuacién (2.7.2) estd indicando que la pérdida
de carga. piezomEtrica hz; - h) entre los extremos

de la tuberfa, puede descomponerse en un término de
p€rdida ipercial que depende de la aceleracién de
la columna lfquida dV/dt ¥ en otro té&rmino de
pérdida por friccidn, Notese que si el régimen
fuese estacionario el término de pirdida inercial se
reduce a cero (V/@ = 0) y se tiene la expresion
clisica de pérdida de carga piezométrica como
funcidn del cuadrado de 1la velocidad de la tuberfa




Sin embargo en este capftulo el interés est3
centrado en los fendmenos no estacionarios. Para
resolver el ejemrlo planteado deberd agregarse a la
ecuacidn (2.7.2) las condiciones de frontera, la
ecuacidn de censervacidn de la masa y las
condiciones iniciales (condiciones en las que opera
el sistema en el momento en que la planta se
detiene),

Las condiciones de frontera son:

hy = h0 " h0 constante, determinado por el
nivel de la presa
hgp = 23 <+ x, siendo z2 la cota del eje de la

tuberia en 2 y x la distancia
vertical desde ese eje a la
superficie libre del agua dentro
del tanque de oscilacidn

La ecuacidén de conservacidn de la masa es:

iu-.Tzwx con :‘c=d—t-'

Las condicion2s inicliales son:

siendo x, = hg = 22 - fEVg/DZg y Vo la velocidad en

la tuberfa antes del paro, |ak- Loy o gitacgnave

Imponiendo las condiciones de frontera y
sustituyendo V por % .AT/A se tiene:

LA, £4 A
zo9 + x - ho = - ——1-3 - (*l

== 2212
Br\ h 2gD A ) ).!”| (2.7‘3)

Ordenando la eccuacidn se tiene:

Y+ b x|l +ex=d (2.7.4)
3 Ty= 2 =q = =
siendo 1 ffT/‘DA ; € &A/RAT y d (ho Az)gA/EAT

La ecuacifn (2.7.4) no es integrable analfticanmente
sib#0.b=0 implica f = 0 (ausencia de
fricciGn)., Si b # 0 1la integracidn dcbe
efectuarse numéricarcnte. Como primera

aproximacién ul problema planteado se considerari el
caso en que b = 0. Ello facilita el andlisis puesto
que la ecuacidn (2.7.4) se transforma en una
ecuacidn diferencial lineal de segundo ordea. Dicha
ecuacidn serd:

T+ cex=4d (2.7.5)




Haciendo el camblo de variable X = x- d/ec que

equivhle a tomar como origen de las X el nivel

x = hg - z (nivel del tanque de oscilacién en

condiciones de operacibn estacionaria con f = 0), se el

tiene: _ - -

¥+ ecX =0 (2.78)

Siendo ¢ > 0, (2.7.6) es la ecuacidn del
movimiento armbénico y su solucidn es conocida X =
M sen (wt + ¢) con w frecuencia circular del
movimiento igual a:

i et
" V/E _ A .

(2.7.7) T
2R
En consecuencia para £ = 0 se tendrin
oscilaciones arminicas de frecuencia circular w ¥y =
dada por la expresidn (2.7.7). Nétese que el
resultado (2.7.7) coincide con la frecuencia de un
péndulo de longitud L' = £ AT/A. Para calcular M ;
deben empleairse las condiciones iniciales del o=%g =
problema, En t = 0,X = 0oy X = VoA/Ap, en Udo
consccuencia sustituyendo t = o en X = M sen (we+d)
y en X = Mwcos (wt + ¢) e imponiendo las
condiciones iniciales se tiene:

V A
6=0 M=A—°-n—J
T
Pava una tuberfa con £ = 4795 m, con A/Ap = 0.0523
Y Vo =21.52 m/s se tiene w = 0.0103 lo cual
significa un periodo T = 2v/w = 607 s,

.f@-?) I

o

(2.7.8)

Aplicando (2.7.8) para calcular M on este caso
particular se tiecne M = 7.73 m, Se tendrd en
consecuencia una oscilacidn de amplitud pico a pico
de 15.46 m., Esta oscilacién _dcbe ser_tenlda en
cucnta al dimensionar el tanque de oscilacibn. De
no tenerse en cuenta, en cada pare de la planta de
bombeo hay riesgo de que se derrame agua por el
coronamiento del tanque. Para un gasto de 4 mi/s,
con un periodo de 10 minutos aproximadamente pueden
derramarse cientos de metros ciabicos en virtud de
la oscilacidn de maca, Si el tanque es alto
(decenas de metres), este accidente repetido muchas
veces puece llegar a danar la cimentacidn del propio
tanﬂuc.

2.7.2 Descenso de presién causado por la inercia de
una tuberia

En la figura 2.7.2 se presenta un tanque
unidireccional conectado a un acueducto. Este
tanque enviari agua hacia el acueducto cuando la
carga piezonitrica en @ste Sca menor que el nivel de




agua en el tanque. Es claro para el lector que la
rapidez con qu2 el lanque es capaz de suministrar un
gasto Qo dede al acueducto,luego de que la
piezométrica de la lfnea cayd por debajo del nivel
de la superficie libre del tanque,depende de la
longitud £ de la tuberfa de conexidn. A igualdad de
pérdidas el lector puede intuir que cuanto mayor sea
£ m&s lentarente responderd el tanque con una
inyeccifn de un gasto Q,. Este hecho tiene mucha
significacidn prdctica pues la cafda de la
piezométri~a en un acueducto puede ocurrir con
velocidades del orcden de las decenas de metros de
columna de agua por segundo. En consecuencia, una
rlespuc—sta por parte del tanque Que se atrase en
fracciones de segundo, puede causar depresiocnes
peligrosas cn la 1fnea. Para estudiar
cuantitativamence este fendmeno, se aplicard el
modelo desarrollado en este capitulo.

— —— Tarque unidrzccional Piezoméirca en la lingo —
b Y,
valvela de reencion

I
i Acueduclo

A
N / }

3 -:—"‘li
'y

i
’ 1
i

0

ol

i1

La ecuacién o erplear es la (2.7.2). Las
condiciones de frontera son hy = hg y hz = h(t). La
condicidn inicial es V=5 en =0, Admitiendo que

f =0y queh(t) =h,~-at cona >0, en una primera
aproximacifn que permite abordar analiticamente el

problema, se tiene:

- e e, SR (2.7.9)

T Ag dt
donde se sustituyd V por Q/A.(2.7.9) es una
ecuacidn diferencial lineal con variables
separables. Integiriindola resulta:

_ Ap Utz

Q=33 (2.7.10)
En consecuencia, el gasto crecerd cuadriiticamente
con t. Para determinar tiempo que tarda el tanque
en suministrar el gasto Q, se despejard t de
(2.7.10) luego de sustituir @ por Qo. Para que el
lector adquiera una idea cuantitativa de la
significacidn de la inercia de la columna 1fquida se
calculari : para el sigulente caso, Qo = 3 mi /s,
A=1.130% 2 =100mw, hg=60m, a =10 m/s,

10

h{1) Fig 2.7.2

Tangue unidirecciona!
conectado a un acueducto por
medio de una tuberia de
longitud 1.

v




Frocediendo a resolver la ecuacion de segundo grado
(2.7.10) para t, se obtiene t = 2.32 s. Ello
implica que en el proceso de establecerse el gasto
Qo desde el tanque a la lfnea, la piezonétrica en el
acueducto desciende 2.33 a = 23,3 m.c.a. por debajo
del nivel de la superficie libre en el tanque. Como
el lector puede ver es un descenso muy considerable
Yy que reduce considerablemente la eficacia del
tanque unidireccional para mantener la presién en el
acueducto, De este ejemplo puede concluirse como
sepla practica que el tanque debe colocarse lo mis
proximo que se pueda a la tuberfa. Como
habitualmente en los tanques unidireccionales de uso
industrial £ no es pequeno (decenas de metros), ello
implica disponer una tuberfa de conexifn con un &rea
A suficiente, puesto que, como se observa en la
ecuacidn 2.7.9, allf aparece ¢l cociente £/A.. Por
ello, si % crece debe aumentarse A para controlar

el efecto de la inercia de¢ la columna 1fquida sobre.
la piezométrica del acueducto cuando ésta se halla
por debajo del nivel de la superficie libre del
tanque unidireccional,

3. ELEMENTOS TEORICOS CONSIDERANDO UNA TUBERIA CON
PARED ELASTICA Y FLUIDO COMPRESIBLE

3.1 Distribuci6n de velocidades en el interior de
una tuberfa recta

La hipdtesis que se efectuard en cuanto a la
distribucidn de la velocidad es la misma que la
formulada en 11.2.1 para flujo estacionario y ya
dentro de este fascfculo la misma hipétesis también
sc efectud en 2.1 para flujo no estacionario, pared
rigida y fluido incompresible. Se admitird pues
una distribucidn uniforme con un valor igual a la
velocidad media V = Q/A.

3.2 Distribuci6n de presioncs. Carga piezomStrica

Si se examinan los razonamientos expuestos en I1.2,2
se obscrva que tienen validez aunque la seccidn
sarfe su drea con el tiempo, siempre que dicha
variacidn sea suficientemente pequeiia como para que
las trayectorias mantengan radios de curvatura muy
grandes. Teniendo presente esta condicidn puede
conclulrse que todos los puntos de la seccidn recta
poseen la misma carga piezométrica h = p/y + z. En
consecuencia, para la seccidn de conrdenada axial ‘s
en el instante t, se tendra:

h =h (s,t) (3.2.1)

3.3 Esfuerzo cortante ejercido por la pared sobre
el fluido

Valen para el caso de tuberfa con pared eldstica y
fluido compresible las consideraciones realizadas

11
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para el caso de pared rfgida y fluido incompresible. | .
Poco se sabe hoy en dfa de la relacidn de 1(s,t) con (!
la distribucifin instantinea de velocidades en la '
seccidn de coordenada axial s en el instante t.
Como prirmera aproximacidn entonces se adoptari
también la expresién (2.3.1), a saber:

pv<

uuwa' (3.3.1)

donde f se obtiene igual que en 2.3.
3.4 Conservacién de la masa

3.4.1 Conservacién de la masa para un fluido
cormpresible en una tuberia de pared rigida

En primer lupar s« analizard la expresidn de la
cvacidn de la masa por un fluido
es un fluido cuya densidad cs

i

ecuaclidn de con
3] s
1] S

i6n, fluyendo en una tuberia de

comprisil

[ '

Q
v, €3to

funcidn dc la pres

pared rigida, .

En la figura 3.4,]1 se presentan dos secciones
transversales de una tuberfia de seccifn constante A
que distan 4s entre si. Kl balance de masa entre
dichas sccciones es el siguiente: Y
g

i ar aV a oo
pVASL - {p%—,—fl’.s)(\."‘ﬁ-;\.‘i)A.'xt.‘—‘(p'*u-l:-){\t_)!\.’\s-;‘l.-‘\f\s: (3.4.1)
o8 s oL it . ,

Inslente |

masa ¢n masa £aliente de masa acutulada
trante V durante 4t en ¥ durante At
cn ¥ du B! Ly
rante At s 7' v

"o

;
g;

Dividiendo entre A.As,At, y operando se ticne:

|

V. Yip dp 3V ap
o IV _ Yo _ v . _ 3 )
P3s "8 s “3s 25 "¢ (3.4.2) :
L]

Reordenando (3.4.2) y pasando al 1fmite para As + o Inslonle 1441

se concluye que: | 42,

v ap

- o — R ".‘77.\_
LS~ (3.4.3)

=

ap ¢ 2P
P+‘;| ot

as|

Como las variaciores de p se producen como

consecuencia de Jas variaciones de presidn en el
interior de la tuberfa, pueden escribirse las .
siguientes relaciones: < (?‘S) A

—— e e e e et e P el

. Fig 3.4.1 Balance de masa en una

3 éﬂ )] . P _ 3 3 p (3.4.4) tuberia de pared rigida y con

ot aPp "t ' 03 ap g& un fluido compresible.
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-

Sustituyendo en (3.4.3) y operando se obtiene
finalmente
5\

p e R4y -P-) + p‘w -0 (3.4.5)

3.4.2 Conservacidn de la masa para un fluido
compresible en una tuberfa de pared elfistica

El hecho que la parcd sea eldstica implica que
A(s,t). En consecuencia este hecho debe introducirse
en el balance que implica la ecuacién de conservacidn
de masa, La ecuacidn modificada es la sipuiente

pVAAL - (p+ ~—As)(Vi&—{ )(A+——6s)nt = masa acumulada

—— v ?  en ¥ durante i
masa masa saliente de ¥ durante Lt '
entran- At
te en ¥
durante
At
masa acumulada en (04 L)(ﬂ+“*u[)&wk1AﬁH
¥ durante 4t
‘ (3.4.6)
En la figura 3.4.2 se¢ ilustra el balance realizado l
. , !
entre dos secclones rectas que distan entre si As. g sl |
Dividiendo entre A.As.AL, y haciendo tender 4t =+ o y : :
As = o y operando sc¢ concluye la siguiente ecuacibn: P ; |PT£:63
1 o's
3 v . an pAA  p . 3A v 1 by, OV
+ proe=tE V- — + = V= = ] Vo V45— b5
ot Mis as At A 9s (3.4.7) | |9
i = e o . — - I I
— ¢ ; S o ]
Esta ecuacidén es la ecuacidn de la conservacidn de | {
la wasa para un fluido compresible y tuberia de A A+E2 pe
pared eléstica. Notese que si A = cte(3.4.7) ; ; o
transforaa en (3.4.3). I As |
I I
N : I I
Como las variaciones de p y de A son producidas por | Instante 1441
las variaciones de presifn en el interior de la : ;
tuberia, la ecuacidn (3,4.7) puede escribirse , |
tanbifrn introduciendo las relaciones (3.4.4). | 2P :
Sustituyendo estas relaciones en (3.4.7) y operando f PigT & |
resulta: : : |
— —_— e | i
I.f] aA aj d aVv i ;
(—‘1—) +£. G PV Rt =0 (3.408) l |
LS ‘l I I
& A
25( ?n ] gé\’ —~—0 Loioctw L !‘L&c\ A+5= At
=b +4- < a1
: DX 2
3.5 Velecidades y aceleraciones Fig 3.4.2 Balance de masa en una

‘ tuberia de pared eldstica y con
Recordando de que en este modelo asf como en el un fluido compresible.

nodelo precedente se admitid una distribucidn
uniforme de velocidades (seccién 3.1), la expresidn
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de las aceleraciones serd la misma que para el
modelo con pared rigida y fluido incompresible, a
saber:

dv av av
—_— = — + —
dt at 1 as (3.5.1)

3.6 BExpresién de Bernoulli generalizada

Para simplificar el andlisis de los fendmenos
estudiados de aqui en adelante se trabajard con una
tuberfa que al estar equilibradas las presiones
exterior ¢ interior su didmetro es constante
(Do = cte).[[ASitisto sc admifira que 1as constantes

asticas—(espesor e, mbdulo de Young E, coeficiente
de Poisson y condiciones de amarre) son uniformes a
lo largo de la tuberia. Respecto a la variacién del
difmetro Dy con la fluctuacién de la presién
interior se admitird que dichas variaciones 4D son
despreciables frente al valor de Dg

Primera hipotesis ]E~|<<I {3.6.1)

Esta hipiresis se discutird posteriormente en el
apéndice 1112, Bajo esta condicidn, todos los
razonamlentos que sc emplearon para hallar la
ecuacifn dindmica en el capftulo precedente
mantienen su validez. En consccuencia se obtendri
una ecuacidn din&nica igual a la (2.6.1), a saber:

- — = sen ﬁ- o (3.6.2)

donde y = pg ©s el peso especffico del fluido. A
continuacion s¢ formulard una segunda hipdtresis de
simplificacidn, Como la anterior, esta segunda
hipétesis serd discutida erfticamente mis adelante,
en el apéndice A 111 2, Esta segunda hipdétesis
establece que:

3 : av
Segunda hipbdtesis |3f >>|v

—_—

oV
E" (3.6.3)

para todo punto £ ¥ todo instante t de la regidn de
integracibn de la ecuacidn (3.6.2) en el plano s,t,
Salvo quizas un ndmero finito de parejas s,t en
dicha regidn.

Recordando la expresifén (3.5.1) de la accleraci6n,

aplicando la segunda hipGtesis e introduciendo en
(3.6.2) lec carga piezomftrica calculada con el peso
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especifico del fluido fyo = p

0
densidad de referencia h = p/

donde p, es 1a L—w \éj
(=]
. |

’
R ¢4 3(_( L—l‘rof‘v-‘ F4
Yot 2z, 8¢ tiene;}

dh 1 3V fVlVl e R
—_— —_—— = o ”~ ity s
% e T: 28D 0 (3.6.4) Ecus - £

donde el esfuerzo cortante fue sustituido por su

expresipn (3.3.1), (3.6.4) es la expresifbn de
Bernoulli generalizada correspondiente a este
modelo.

3.7 Ecuacicnes constitutivas

El lector habrd observado que para la formulacién
de las ecuaciones de conservacidn de la masa (3.4.8)
y la ecuacidn dindmica (3.6.4) no fue necesario
establecer las ecuaciones constitutivas de 1la
compresibilidad del fluido y de la clasticidad de

la tuberfa, Sin embargo examinando las funciones
desconocidas que aparecen en estas dos ecuaciones
ellas son p (s,t), V (s,t), p(s,t) ¥y A (s,t). Son
pues cuatro lunciones incégnitas, Por lo tanto para
que el problema resulte en Principio determinado,
faltan dos ecuaciones mis, Estas dos ecuaclones
son precisamente las mencionadas ecuacliones
constitutivas,

3.7.1 Ecuacidn constitutiva gel fluido

El comportamiento del fluido se dos
la ciguiente ecuacidn

B
IE;%‘EQL

cribe mediante

1

'y '
Couan \.EE\((«\ =4 L_\Ek<{ '1
(3.7.1) §o .
LR T') K PP pere *._‘_u‘ 'f

fo bpc< \001"?‘\u4.\“":-t. S CREBLSY

R ]

.c‘:-L|f 4,

donde 9, ¢s una densidad de referencia a partir de v R

T . i Got | 2B A

la cual se consideran las varlaclones de p, K es el {L } ) '\1A\\J,Y‘;3
s e i cy TT——— = Alk ‘ AL

madulo de corpresibilidad volumé rica del fluido. K\_l__,i, 1 2

En la tabla 3.7.] s¢ presenta la variacion de este e

mwédulo con la presién y la temperatura para el agua. §7 camdyen ¢ Ve o) 2 < O

g le \owrn of M o ulo Makies v
Tabla 3.7.1. Variaci6n del médulo de compresibilidad Lla o Wdmbiueuwdea | Sa
“olumdtrica del agua con la

\
temperatura y presidn, a*“"%° QApraaky. Az =
Presidén Mdlule de compresibilidad volumétrica del g'o/" Lo b Lauel sde =,
. -.9 !’ g L(.ﬂ. C' q
(ﬁ;/cmz) agea, K (Kg/mz) . Loy _ Rl (. F jL
C el vece we s h-y«-’"f-‘g
'3 o , o © .
0°c 20°c i9°c 93°C G ,,,‘%w&,
1 2.080x10"  2,243x10° 2.334x%10° 2.172x10°
100 2.109x10°  2.320x10° 2.405x10° 2.242x10°8
50C 2.279x10°  2,446x10° 2 .545x10° 2.376x10°
1000 2.622x10°  2,883x10° 2.9954108 2,847x10®
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=0

.para un tubo de pared delgada, de espesor e, con
juntas de expansidn que eliminen las tensiones < B,
-i_axiales, puede deducirse de inmediato que C=R3/Ee. = ~ 400
Notese que en una tuberia rigida C=0. —
@P. v §x1
Do
Ce viifen \m\ <A
by
& #.J(:Jl ) e wgudlid
%\u to Ja o ‘\MAJJJ_{; UL‘L[L«‘J_(

3.8 Ecuaciones, condiciones iniciales y
ccndiciones de frontera I Aa
3.8.1 Ecuaciones " N
De acuerdo a lo visto el modelo se caracteriza por ﬁi- ij”
las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales. &P A
- Conservaciin de la masa /
ap P dA 3£ __El

) + v + p— =10 3,4.8

(ap A Jp ( ) °a ( )
ag
; {
16

3,7.2 Ecuacidn constitutiva de la tuberia

La ecuacifn constitutiva de la tuberfa, que
describe ' el comportamiento elidstico de la misma es

dR _

ap (3.7.2)
donde C es una corstante que depende del espesor de
la pared del tubo, de su radio interior R, dcl
mddulo de Young E y del coeficiente de Poisson v del
material de la tuberia y rambién del tipo de amarre
que ésta tenga. Ver figura 3.7.1. Por ejemplo,

Caond LD,.«\L_;_,?‘:_ ’ A r0 'JIL \

ternsion oudal (depende de los condiciones de amerre)

seseidl 0-2
Fig 3.7.1 Variacién del radio de una
tuberia debido a la variacidn

b) Presion interior moyor en &p D10C
de la presién interna.

o) Presidn interizr iual o (
que la presicn exlerior

la presidn extericr
Las ccuaciones (3.7.1) y (3.7.2) son las
ecuaciones gue junto con la de conservacidn de la
masa (3.4.8) y la ecuacidn dindmica (3.6.4)
completan el sistema de ecuaciones diferenciales que
debe considerarse para resolver el modelo propuesto.

dos

f
I
i



}'u.}acién dinfmica

“h o 1 v fv]v]

\ L 5 D WAL .. p
Q)Tﬁwaciﬁn constitutiva del fluido i g‘?_““:l:___.-—* —
- i~
| - o wrm o Gl s Lo =R s N
P o _QQ_ S w02 . ) SNE L ™ QS
M lg; K | w\b 1\. (3 ) 5 icaprts Q. w0 durtte

Ecuacidp constitutiva de la tuberfa . edubs @~
% o ca, €9
59, 1 boa, VOB 1YEl ¢ 3 A (3.7.2) v (e O
9y LAy 2 " e
e 2“; A~ dp
Ve ~J -
V- AT A
donde h = P/)o + 2y Aes el drea de la seccibn -2 &
5 . L.22 recta de la tuberia. 4
= ata St A an
o { | =
. Es sencillo reducir el sistema de cuatro ecuacwmy%‘ [ _ e 5
= a un sistema de dos ecuaciones sustituyendo las” @\ . 57
| ccuaciones constitutivas en la ccuacidn de 7 N
conservacién de la masa., En efecto; el prlme(r .
factor del primer sumando de (3.4. B)puede escribirse /’/ e

como: o \@t:’ ,:{)

jJ_p_ﬂpB.‘\ BQ+29C 1 p

L, £ 26y ) -
ap A dp K R Po (}: * P, R ‘)_;1(3'8'1) gf‘"

Usualmente se formula una nueva hipétesis que
- permite simplificar (3.8.1). Ista tercera hipdtesis
¢s la sigulente

s : fa)
Tercera nipétesis;: ]—EI << 1 (3.8.2)
g 0

ara todo s y t de la regidn de mcebmcmn salvo

quizds un niimero finito de puntos $, t dentro de la

vegioén, Couwo las hipdltesis precedentes esta &y ‘

apéndice A 111 2. Empleando (3.8.2) resulta que: 7 27

,-_?;J\
+ .
=202 20 2 (3.8.3)

Q

‘3]13

0

Por lo tante aplicando este It_%uandn puede

escribirse que p, (1/K + 2pC/ngR) = po(1/K + 2¢/R). Yok
Se definird ahora el siguicnte parimetro: !

(3.8-4) L “\l*\'.)

El pardwetro a tiene las dimcrmim-vs de una & Sven A wtloods 24
velocidad y se denominard "celevidad", Mids cawilds g il ¢ s (e
udclnnLe e verd el Sl[;nlfl‘s—lcﬁ:.fitlt_o del mismo.

Para escribir en forma definitiva 1a ecuacidn de o Lo dubtea “f,_“d"“‘ haad.
conservacifn de la masa (3.4.8) convienc

una cuarta hipéresis, a saber:

-

realizar

Clancka © Mo atoy  <alis ‘e
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Cuarta hipdtesis: [%%|>>|V351 (3.8.5)
Cons se seiald anteriormente las cuatro hipdtesis
formuladas scran analizadas crfticamente después.
Aplicando (3.8.3), (3.8.4) y (3.8.5) en la s
ecuacidn (3.4.8) se tiene la siguiente expresién de (r @ \/
la ecuacidn de conservacifn de la masa para este l
moedelo:

(3.8.6)  Covmtreosio 2V

da£.

—

NGotese que si en la expresidn de a se hace C = 0, lo
qu: equivale a considerar una tuberia con pared

rfgida, la ecuacidn (3.8.6) se transforma en la
(3.8.7).

Poy 3P . av

ey Ja. ——

(K ) It B po IS 0 (3.8.7)

Fsta ccuacidn es la (3.4.5) que fue deducida

direcramente para un fluido compresible fluyendo en

una tuberfa con pared rigida en la cual Ip/op aqui

se sustituyd por po/K de acuerdo con (3.7.1) y se

aplicaron las hipStesis (3.8.2) respecto a py la

hipdresis (3.8.5) respecto a la magnitud relativa

de las derivadas de la presidn. En consccuencia 2
concluirse que este modelo (Fluido

pucde
a) tiene como 1fmite

compresible y tuberfa clistic
para C = 0 el wodelo de lurdo compresible y
tuberfa rigida estudiado anteriormente.

" X

En o) apéndice A 111 3 sc muestra que ¢1 modelo ceon
fluido counresible ¥ tuberfa eldstica pucde ser
tamhicn interprecado como un modelo con tuberia de
rfgida por la cual fluye un fluido

pared
imapinario denominado "f luido
fiuldo

compresible
comaresible equivalente".

En conclusidn, lucgo de incorporar las ecuaciones
constitutivas a la ecuacidn de consrrvacidn de la
maca, las cuatro ccuaclones diferenciales (3.4.8),
(3.5.,4), (3.7.1) % (3.7.2) presentadas al comienzo
de ¢sta seccidn, se reducen a dos, la ecuacidn

dinimica (3.6.4) y la ecuacidn (3.8.6) hallada mas

arrsba.

Paru finalizar se hardn algunas transformaciones en
estuas dos ecsaciones para llevarlas a la forma con
que serdn utilizadas de aquf en adelante.

r lugar aplicando la tercera hipOtesis

En prine
h - Yo z, por lo tanto

respecto a g sc pondrd p = Yo
ap/at = Yoih/it. En segundo lugar, aplicando la

prinera hipiresis respecto a la variacidn de D

18
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respetto a s y a t, se puede considerar Q ~ V A,, — rm'“HL*Jd4-ua s webls Lo

por lo tanto sustituyendo en (3.6.4) y (3.8.6) y
reordenando se llega finalmente a estas dos
ecuaciones fundamentales

ReYh v N r"v

%R + 5%-%E =0 Conscrvacidn de la masat ) '
& Rk constitutivas (3.8.8) Yoralls @ .
29, gadh f0le| L, oo (3.8.9)
ot as  2DA 23 Col i 3.5 « 3.6.3
L—;C_L wsisen U AILLO WO ,»«u-lJ.a.Q w L‘r 2t v !‘r't S <

Las ecuaciones (3.8.8) y (3.8.9) constituyen un
sistema de dos ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de primer orden cuyas
funciones incdgnitas son Q (s,t) y h (s,t). Para
hallarlas se requiere conocer las condiciones
iniciales y las condiciones de frontera. Las
condiciones iniciales en este problema son las
funciones:

Q = Q.s,0)

condiciones iniciales (3.8.10)
h = h(s,n) '
Las ecuaciones (3.8.10) indican que en el instante
inicial t=0 debe conocerse el valor del gasto Q y de
la carga piezomltrica h en todos los puntos del
sistema,

Las condiciones de frontera pueden presentar
formulaciones diferentes pero, para que sea posible
la resolucidn del sistera, @stas deben cquivaler a
cowocer ¢l gasto o la carga pilezomitrvica o la
relacidn entre achos en los extremos de la tuberfia
para todo t. M3s adelante se examinard una serie de
condicienes de rrontera de interés pricrico.

Notese que la ecuacidn de conservacién de la masa +
constitutivas (3.8.8) es lineal en las derivadas
parciales y los coeficientes son constantes. La
ecuacidn (3.8.9) no es linecal debido a la friecidn.
En dicho término aparece el gasto al cuadrado.

Siguiendo ¢l mismo precedimiento enpleado en el
capftulo 2 de este fasciculo, a continuacién se
analizard el sistema (3.8.8) (3.8.9) suponiendo
que f=0 (sin friecidn). Al linealizarse el sistema
se obtienc una considerable simplificacidn en el
andlisis cualitativo de las soluciones pesibles.,

En consecuencia, para comprender nejor el fendmeno
fisico estudiado,en la proxima seccién se analizarin
con algin cuidado las scluciones Jel sistema

‘linealizado., Como ocurre frecuentencnte en los

problemas de fluidos, el estudio del problema sin
friccifn si bien puede dar soluciones que no se

12
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ajustan cuantitativamente al comportamiento real,
permite profundizar en el conocimiento del anomeno
fisico, Esta fzlta de exactitud en los resultados
suele es:ar compensada por la facilidad relativa
Jdesde el punto de vista matemdtico,

que se :iene,

para abordayr el problema,.

“o‘g’. bl o

3.9 Ecveciomes linealizadas Y su solucién

3.9.1 Solucién del sistema linealizado (Sow 4

Como ya se dijo la linealizacidn se obtiene al
considerar nula la friccidn (£=0) y el sictema
resultinte es el

Una forma clidsica de resolver este
proceder a realizar el siguiente cambio de variable

n =8+ at

sigulente:

gA 8h _

a?3c  ©
dh _

gA—S—g—O

En consecuencia,
se tendrda Q(n,e) y h(n,e).

£

realizando el cambio de variables
Las derivadas
nuevas funciones deberdn cumplir ecuaciones que se

= 8 -~ at

pucden deducir del sistema (3.9.1).
calculando dichas derivadas mediante las reglas
conocidus de la derivacién de funciones de dos
variablus, se tiene:

393 ;
ds dn. ds
339 3
at an 9t

3 _ 3 | o
ds dn  os

oh _3h  dn . oh
Fran or dc ¥

Sustituyendo ahora dQ/3ds,

ds  an  9e
3 _29 , _3Q
ot/ on * T % °
.9 _3h  3h
ds an de
e 3o
3t on 2" ¢ ?

9Q/dt,dh/3ds,

(3.9.1)

sistema es

{3.9.2)

En efecto,

> (3.9.3)

oh/at en

(3.9.1) por sus valores calculados en (3.9. 3) en
funcidn de ny €,
el siguiente sis:ema:

(Q + BA h) + o

h}

se tlene

gA

=(@Q--—=h) =0

Q-

PA iy 20

agrupando las derivadas,

(3.9.4)

W C !

de estas

LS



-

Sumando> }as dos ecuaclones se obtiene:

(3.9.5)

Restando ambas ecuaciones entre sf, se obtiene:

.g_é.(q_.;&’lh) =0 ' (3.9.6)

En consecuencia, el sistema (3.9.1) se ha
transformado en otro sistema constituido por las
ecuaciones (3.9.5) y (3.9.6) cuya solucidn es
trivial ya que (3.9.5) indica que Q + hgA/a es una
funcifn que no depende de 1, por lo tanto serd
funcibn Gnicamente de € y andlogamente (3.9.6)
indica que Q - hga/a es una funcidn que no depende
de €, en consecuencia serd funcifn solamente de 1.
El anterior razonzmiento significa pues que:

?,\ T (?‘ ) = :'_ P an A /:
Q+ & h=2[FE) +ci] : e
(3. 9.2)
A ;
Q-£h=2[cm) + ¢ R
_ 4 e s} A /
¢ = B>
donde F y G son funciones arbirrarias de las Cig = ;’f'%f g
respectivas varizhbles y C; y C2 Son constantes -
arbitrarias.,
El factor 2 se hace aparecer, como se verd, para P -
simplificar ios resultados posteriores, Las
funciones F(e), G(n) y C,, C: quedardn determinadas
”ﬁnicancn&e por las condiciones iniciales y de
frontera. (3.9.7) es ahora un sistems lincal
algebraico de dos ecuaciones y dos incdgnitas Q y h.
Procediendo a despejar Q y h s¢ ticne el sipulente
resultado: 5
Q= F(E-) * C(H) * Cx + Ca Al . 1_ e 1
(3.9.8) 1. %
a A a
- = M + —- ==
b= R[FE) - cm)] + 27 (er - c2)
Sustituyenco 1 ¥ £ por sus expresiones (3.9.2) en FLEYE € () -0
funcifn de s y t se llega finalmente a la solucidn | 7T Hw) -
general del sisteca (3.9.1), a saber: / ! Cij.
- |
Q- Qo = F(s - at) + G(s + at) (3.9.9) 1 Fe)~ Givy | =0 !
3 L=0 -
h - hg = — [F(s - at) - G(s + at)] (3.9.10)
——— - Fs_l‘_i P
\. -1—7 T
donde Cy + C2 = Q, y (C, - C2)a/gA = g ¥ como ya se ol 5 I -
dijo, las funciones F y G son arbitrarias. La Qo> "gu. £=C

determinacién de F, G, Qo y hy para cada caso

&1




particular, se efectda por medio de las condiciones

iniciales de la conduccién y de las condiciones de
frontera impuestas en los extremos de la misma.

3.9.2 Interpretacidén de las soluciones

Obtenidos los resultados indicados en (3.9.9) y
(3.9.10) interesa ahora realizar su interpretacidn
ffsica. Para ello conviene analizar el
comportamiento de una funcidn F(E) con € = s - at.

Para el andlisis se tomard una funcién simple, la
funcidn escalén, definida de la siguiente forma:

F(e) =1 0 <g<egy
(3.9.11)
F(c) = C €, < ¢

cuya repsescntacidn griafica se muestra en la figura

3951,

Por otra parte, en el plano s,t la funcién € = s-at
es una familia de rectas cuyas abscisas en t=0
valen € y su gocficiente angular vale 1/a. En la
figura 3.9.2 < presentan varias rectas con
diferentes walores de € y varias reetas sobre las
cuales t ¢s constante. Sobre las rectuas t con
constant¢ se ubican les eventos que ocurren en el
mismo iastante t a lo largo de la tuberfa. Como se
indica en la fiyura, sobre cada recta con €
constante ¢1 valer de s-at es constante para todo €

\d
A e
s g
t o !'J,u’
_T Rezlzs €2 evenlds sh...‘lh:'n!os‘_ /.(,,‘{
g
11,
‘ | s-01 3¢
121z [ oo
s-ol:¢; /
=4y ——F s |
3-0l=¢y
i
=0 L_l.. o - -
© X ,“z LY sz
I g 3

Pl

En la ficura se indica tanbién el extremo de la
tuberiin & = £, DNisponiendo de las dos figuras es
sencille interpretar la figura 3.9.3, Esta figura
es una vista cn perspectiva de la funcidn F(s,t) =
F(s-at). En Jdicha fipgura se han destacado las

— Qe @(e,n" « Q)
\

" ale, ko2l

o= LHRC =

’ Q . |4‘. fu ¥ '-'\'u(-_ iy "‘l-I:"- ’

Caa =3 ey E

’}(qll“) | f.(,‘)&i") - r"I.!‘{b.‘_flj"'
<) 5 .
No = S(s2)

g = l1(s,0)

Fle

]

=

!

m

Fig 3.9.1 Funcidn escaldn F(€).

.

Fig 3.9.2 Representacidn de €=s-at en
elplano (s,t).
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graficas de la funcién F(s,t) para los instantes i

t=0, t=ty, t=tz y t=t3. Es evidente¢, a partir de la Fs,1)
perspectiva mostrada, que el escalér va avanzando

por la tuberfia hacia el extremo s = . cuando t crece.
La velocidad de avance es a (celeridad). Aqui se
observa con claridad el significado fisico de la
celeridad, Es la velocidad con la que se desplazan
las perturbaciones a lo largo de la tuberia.

- En la figura 3.9.4 se presentan cuatro "fotopraffas"
ideales de la tuberia tomadas en los instantes t=0,
t=t), t=tz2 y t=t3. En estas "fotografias" ideales
aparece la funcién F(s,t). Como el lector puede
constatarlo, en las "fotos" se observa que el
escaldn avanza hacia el extremo s = £ a una
velocidad a. Conviene que el lector estudie con
deteniniento las figuras precedentes pues en ellas
se discuten los elementos esenciales del fendmeno

ondulatorio, representado por una funcién del tipo
F(S"ﬂf) .

4

fig 3.8.3 Perspectiva de la

i
. l{i representacion de Fls,t) en el
l. triefro F, s,t,
t=t;
1=1 2
L=ty b——y
I
1=0 A I

Fig 3.9.4 Avance de laonda Fis.t) onla

Folo 1 2 3 4 tuberii.

Sin embargo, en las solucieres (3.9.9) y (3.9.10)
aparece la funcién F(s-at) (cuyo comportamiento ya
fue e.tudiado suponiendo que F(s-at) fuese la
funciin esca'6n) pero tarbi&n aparece una funcién
G(stat). Diclla funcién tiene un comportamiento
simiiav a la tunci®n F(s=at) con la Giica diferencia
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que en lugar de desplazarse la onda en el sentido de
las s creciecres lo hace en el sentide contrario
(hacia las & decrecientes).

| La interpretac.6n finica de las constantes Qo y hg
es sencilla. Son el gasto y la carga piczométrica
en todo purito de la tuberia, cuando no hay

perturbaciones en el sistema (F = G = 0).

L
En consecuencia, en la tuberia, para todo instante
t, se tendri una situacidn como la que Se muesScLra
en la figurs 3.9.5. Podrdn distingulrse dos ondas
viajando uns: en la direccidn del flujo (F) y otra
en direccidr opuesca (G). Para determinar (-0 en
un punto de la tuberia situada 'en s=s) y en el
instante t;, se rcaliza la suma del valor de las
funciones F y G calciuladas en s=s) Y t=r)

Qfsi; g1) =@ = F(sy - aty) + G(s; + aty)
(359, 12)

Para calcular h - h, se procede anilogamente, de
1ac

acucrdo con la ecuacaén (3.9.10):

h(sx.tl)—hobiK[F(:1-6t1)-C(51+at1)] (3.9.13)

Como el lector puode observar, el problema de
describir el transitorio hidrdulico (comportamicnto
del gasto Q y la carga piczonitrica h) en el punto
s=s; y para »1 irstaate t=t; estd resuelto ul sc
conoce el valor de ¥ y G para ese punto ¢n ose
instante. Ahora iLien, dichos valores de F(s), ti) ¥
G(s,, t1) en ua instmte anterior to < r)
correspondfan 2 des puntos de la tuberfa s=s, ¥
s=sz con Sg * S8} Yy Sz > s; ubicados de tal forma
que en t=ty se ticnc la onda F pasando por s=5, con
un valor

F(sy, ty) (3.9.14)

F(so, [0\'

a(ti-tg). Asimismo en $=s2

por lo Lanfd Sg = S)
para t=ty, se tiene:

G(sy, t1) (3.9.15)

G(s2 ’ Zo)

por lo tanto s2=sita(ti-tg).

En la figura 3.9.6 se representa en el diagrama s,t
la localizacibn de los puntos P(s,,ty); Alsp,to) ¥
B{sz ;tuds

> P Observodor =
b o 0 2~ 3 :

F{s-ot} GE+Ed

.
e —

s=0 5

Fig 3.9.5 Movimiento de las ondas
Fy Genlatuberia.
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t e
A | Coefieen® angulor + Vo~l 04 I—Coeﬁclenl: ongular -Vo
1= l; e 3 oy
tztg
1:0 - Fig 3.9.6 Cdlculo exactode Qyh .
5:0 5 1=1 P(sy, ty) conociendo Q y
| A!SD, fafy 8’52 ro}-

Obs&rvese que la expresidn (3.9.14) esti indicando
que la funciln F(s,t) se mantiene constante sobre
las rectus ce coeficiente angular + 1l/a, Asimismo,
la expresidz (2.9.15) estd indicando que la funcidn
G(s,t) se nzatiene constante sobre las rectas de
coeficient. angular -1/a. Recordando las <= ¥ E . =F
expresiones (3.9.7) se tiene que:

L}

F(s,t) % (Q + §£ h) - ¢ t

(3.9.16)

6(s,0) = 5 (@ - B py - ¢,

"

Las rectas s=attcte (coeficiente angular +1/a)
representas un punto sobre la tuberia que se mueve
en el sentico del flujo con velocidad a. Por lo
visto anteriormente F(s,t) es constante sobre esas
rectas, Ello significa que si un observador seo
desplaza ccn el punto cuya velocidad es +a verd
F=F(s), cocz una funcidn independiente del tiempo
(figura 3.9.5). Matemiticamente, la derivada total
respecto a ese observador scri

j} 7 . A »
. / Vi N
4 b // : i T .
SR5,0) o 1d 88 110 o BA LD L BA JAS A eSS
dt 2 dL(Q a h) 2 Bt(Qﬂn h)+ﬁs(qufhﬂdt B
= 1/9Q , g4 3h  3Q LI}
2[5 Ta 3¢ T3 2t eAag] -
1 [3Q . 2A3h .1 30 .  an ,
2 a[(as T al QL) T a (5? T eA és)] ) (3.9.17)

—

<o

donde ds/dg se romd igual a la velocidad con que se
desplazua el observador (+a),
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Recordando las ecuaciones (3.9.1) es evidente que
los dos sumandos del Gltimo término de (3.9.17) son
nulos; potr lo tanto

ilisizf-l - 0 (3.9.18)
C

lo cual demuestra que para ese observador la funcibn
F(s,t) no depende del tiempo.

Naturalmente lo wismo se puede plantear para un
observador que se desplace a la velocidad -a (en el
sentido opuesto al flujo) respecto a las ondas
G(s,t). En consecuencia el fendmeno ondulatorio en
la tuberfa puede concebirse como dos desfiles de
ondas uno en el sentido del flujo y con velocidad

4a y el otro en el sentido opuesto al flujo y con
velocidad -a. Un observador en reposo respecto a

la tuberfa obseiva el desfile de las ondas sepin se
ha des<rito en Ja ficura 3.9.4 para las ondas F(s,t).
Para las ondos G(s,t) Gnicamente cambiari el sentido
del movimiento. Un chservador que se mueva con la
velociard +a, cobservard las ondas F como un
integrarte del desfile observa el grupo que desfila
junto con €1, Asimismo un observador que se mueva
con la velocidad -a verd las ondas G(s,t) moviéndose

junto con €1,

El procedimiento deserito tiene gran importancia
pucs pernite calcular Q y h en todo punto s de la
tuberis para u: instante dado t; si se conoce Qy h
en todo punto pira un instante previo t,. Un
procedimiente anflogo se verd mis en detalle cuendo
s¢ explique ¢l llanado "método de las
caracteristicas’’ que se cmpleara para la solucidn
del sistema de ecuaciones completo incluyendo la no
lincalidad que introduce la friccidn.

3.9.3 Relacidén entre la perturbacifn del gasto y la
perturbacidén de la carga piezomltrica en una
secéidn

De las relaciones (3.9.9) y (3.9.10) pucde obtenerse
una relacién cuantitativa entre la perturbacién del
gasto y la perturbacifn de la carga piszoemétrica en
una seccidn. En efecto, derivando (3.9.9) y
(3.9.10) respecto al tiempo para s cunstante se

obtiene: ) o G
i J’_ wla O,
0 dr , . d6 _*
— = —— (-a) +—— 9,
T (-a) an 2 (3.9.19)
dh a dF dG
=i [ET -a) - ¢ ] (3.9.20)
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Efectuando el cociente entre ambas expresiones y
recorddndo Gue 3h/3t sobre 3Q/dt es igual a dh/aQ
§c tiene que:

3 ‘.‘;E+.fi_£, e 12 = v doon
h) _a n__de >V
Il = 2 BT (3.9.21) Y
dn  de

Cuando una de las ondas predomina so

bre la otra se
B 2 T P W AL o
tiene que: R = ’

o
v e - ‘ oy “/l

N < V- S05 e
7% 5 & d‘_‘:‘_&-_,\‘f".v
ah ',{ a A= ¥
— =t .
7 7% (3.9.22)

La expresidn (3.9.22) puede ponerse como el 1fmire
del cociente Ah/LAQ

. Ah _ a
lim - i-gA {3.9,25)

entendi€ndose que Ah Yy 8Q son los incrementos de h

Y Q en el tieczpo para un mismo punto del sistema.

Si en un punto determinado del siscema se consideran

los valores de I y Q en dos instantes muy proximos

de ticupo (3.9.23) pucde escribirse como: LBt A58 8 0 St AN (ORGSO

a

Ah = + ox AQ (3.9.24) o

n

Esta ecuacidn estd indicando que toda perturbacién
rapida AQ del gasto Q, que ocurra en un punto
cualquiera del sistena, ira inexorabhlemente
acouipaniada de una percurbacion Al de la garpa
Piezonétrica cuyo valor sord a/gA veces el valor de
la perturbacidn del gasto. Notese pues que el
factor a/gh posec un significado fisico muy claro
que caracteriza la conversién que se efectda en la
conduccidn, de perturbaciones de gasto a
perturbaciones de presidn Y a la inversa,

- Y 0=
Usualmente, al t&mino a/gA se le denomina 7 _ \\Pdﬂ o
"impedancia caracteristica" de la conduccidn. o [ QA Al ,
cEplacly cle LQr cOmirin, o R 42 9ok e e :-.\ Cj"\
3.10 Condicicnes de frontera .

En esta seccién se estudiarin las condiciones de

frontera vis frecuentes en la prictica y que, como o

yYa se senald, determinan junto con las condiciones N
iniciules la solucién de las eécuaciones generales =

(3.8.8) y (3.5.9). _

he
6 i i F=——hzhy

3.10.% fTanqu: de nivel constante

Un tanque de aivel constante (figura 3.10.1) y drea Fig 3.10.7 Condicién de frontera
de superficie libr- del orden del centenar de veces

impuesta por un tangue de
el drca de la seccifin de la tuberia, impone sobre nivel constante
\ .
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ésta una carga piezonmfirica constante. De forma
que la condicidn de fronteva es muy simple y se
expresa como

h = by para todo t (3.10.1)

Se admite, naturalmente, que la presidn sobre la
superficie libre del agua es constante.

Es interesante examinar esta condicidn de frontera
a partir de la ecua:ifn (3.9.10) de h-h, en funcidn
de las oncdas F y G. [n cfecto, imponiendo en s=£

W
(tanque de carga constante en el extremo de aguas *"/f}!cg‘_‘f_’__///
abajo de la tuberia) que h=hy se tiene: o P ?
0=F(2-at) - G(& + at)  (3.10.2) R

v 1o que es 1n mismo;

]

&% + at) = F() - at) (3.10.3) Y owinh

Elle implica fue la onda reflejada -G que viaja
desde el terque de carga constante en direccidn
opuesta al flujo y que sumada con la onda F da
k-hg (onda resultante) en todo punto e instante, es
igual a -F, siendo F la onda incidente sobre el
tanque. El tangque oficia entonces como un espejo
que reflejas la-onda incidente de carga piezomltrica
pero le carhrn su signo.  En la figura 3.10.2 s¢
1lustra esic fendmeno para cuatro instantes do
tiempo suc-sives (3 < t2 < t3 < te). En la seccidn
3.11 se verin mds detalles de este proceso de
reflexidn.

=G -F . “Gi-F
e e
;/1“14 /-:7"'“(3

4% LW Ly E

/—— Piezemelrica

® Onda de sobrepresion

@ Onda de depresian

- Fig 3.10.2 Evolucidn de las ondas de
carga piezométrica en el
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tangue de carga constante,
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3.10.2 Tuberia con el extremo cerrado
1]

En un extremo cerrado (figura 3.10.3) la condicibn

de frontera es obviamente

Q=0

Procediendo igual que en el parégrafo anterior

para todo ¢t (3.10.4)

!
b; e — I

Fig 3.1¢ 3 Condicién de frontera
impuesta porur extremo

: 4 Serae . cerrado.
puede examinarse esta condicién de frontera a partir
de la ecuacidn (3.9.9) de Q - Qo en funcidn de las
ondas F y C. Icponiendo Q = 0 en s = § ¥ para todo
t, se tiene que
0 =F(L - at) + ¢(2 + at) (3.10.5)
En consecuencia
G(L + at) = - F(& - at) (3.10.6) Swdlow wdg L

Para calcular 1a presidn se sustituye
(3.9.10) y si ohtiene que

- . 2
en la ecuacidn

WiL,c) ~ hy = 2

% 2F(L - at)

(3.10.2)
De (3.10.7) se concluye que'la piezomdtrica en § y
para todo t duplica el valor de la onda incidente,
En la figura 3.10.4 sc prescnta graficamente este
fendmeno.,  En 3.11 se presentavian mis
detalles de este procoso de reflexidn.

la seccidn

i (7 =1
——— e —
M.
. -
St
L

I Piezomélrica -__\

r |
1=1 4 = 1=1 ji
1 2
—— Piszomittlca
——;— _——— — — ——— ——— _F'————-_-.
ot 1€ T I
e .._-_._.".1“ I |
e e
1:13

Onds de depresion
4

29

Fig 3.10.4 Evolucidn de las ondas de
cargd piezométrica en el
extremo de aguas abajo de

una tuberia cuyo extremo estéd
cerrado.




o :
f%/;,jof};;;lifizio o vilwula operada desde el exterior Q, Q,
—— . | I
La condicidn de frontera que impone un orificio o f T
valvula operada dazsde el exterior es (figura ; I |
3.10.%): “"'%>'| 1
[ l I
Qy =Q =Q t t
para todo t J, ;z
= Dalhis = haw
Q = Cq A/2g(h1 - ha, (3.10.,8) 0,70;:0
donde ! indica el lado izquierdo de la singularidad Q@ =Ca A V2gTr -h,)
y 2 el lado derecho, con el flujo en el sentido de Fig 3.10.5 Condicién de frontera
izquierda a-QCrccha. A es el drea libre de pasaje o ﬂnpuesraporcnzgnﬁb&;o
y Cq el coeficiencte de gasto. Si se trata de una vidlvula.

valvula Cq A es variable con la posicidn del vidstago
de la valwvula.

3.10.4 VAalvula cde retancién

La vAalvula de vetencibn (figura 3.10.6) es operada
por ¢l propiuv flujo ¥y por lo tanto la condicidn de

frontera que ellae izpone depende de la diferencia de
cargas pilesonctricac a ambod lados de la valvula, A
saber:

hy < hg Q=06
(3.10,9)

hy > hy Q = CqA/fgfhl - h2)

Cuando se estudien €n el fascfculo IV algunos
dispositiver de contrnl de los transitorios

hidrdulicos coma son los tangues de oscilacidn, los Fig 3.10.6 Condiciones de frontera
tanques unidireccivrales, las cimaras de aire y las impuesta por uni vilvula de
valvulas de alivio se estudiardn las condiciones de retencidn,

frontera que cstos dispositivos imponen en las
tuberias cen las cuales se conectan.

3.11 Andlisis dc un ejenplo de propagacién de
perturbacicnes en una tuberia

En esta seccifn se vealizard un andlisis completo ‘de
un ejemplo muy simp’e de propagacidn de
perturhaciones en uwra tuberia sin friccién. El
andlisis estard basade en los elementos tedricos
desarrollados en las secciones precedentes de este
mismo capitulo. S¢ exhorta al lector a scpuir con
atencidn la expcsicidn que se realizard pues en clla
estan contenidos los eleumentos esenclales del
fendmeno 4o pigpagaridn de perturbaciones en una
tuberfa. . 2 entend:miento cabal del fendmeno en su
expresidén wis sir: le permitird al lector abordar sin
dificultades naverer los transitorios hidriulicos
mds complejos que o presentan en las instalaciones
industriales.
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3.11.1, Descripcibén de la instalacién ideal

La instalaciSn ideal que se empleari se presenta en
la figura 3.11.1. Esta consiste en un tanque de
nivel constante, una tuberfa uniforme de longitud 2,
area de la secclﬁn recta A y celeridad a, En su
extremo aguas abajo (2) posee una vilvula capaz de
imponer sobre la tuberia un gasto variable
linealmente en el tiempo desde Q, el gasto de
régimer, hasta Q=0. La ley de variacidn de gasto
impuesta por la vilvula en la Seccibn 7 sers
entoices:

Qz = Qy - at para 0 < ¢ < Qo

“

(3.11.1) S

“l&

Q=20 para <t

El 1afervaln de tiempo Qy/a se denominari tiempo de
cierre T4, .

A
[ Celetidad a

G s _igt::>cgzodnt

Fig 3.11.1 Esguema de la instalacicn

3.11.9 Andlisis general de la propagacidén de las
ondas de¢ carga piczométrica o

Al comenzar el cierre de la vilvula, en At se s B

pProcucird una perturbacidn en el gasto AQ = - alc Ane @ o AC
Y s originard una onda G que se desplazari aguas T 57 e e
arraba a la velocidad a. Dicha perturbacién en el - '
gastu 1rd inexorablemente acompanada de una |Br ¢ #
perLurbnclén en la carga piezondtrica cuya magnitud ‘ A
sera Ah = - a/gA . AQ =au/gAllt, segiin se explicd

en 3.9.3. Esta perturbacién’ de carga viajarid hacia
el extremo de aguas arriba a una velocidad
llegando a €1 en el tiempa £/a. En dicho extremn '
se reflejard coro una perturbacién de signo ZiA
contrario -Ah segdn lo visto en 3.10.1 y viajard en

la direccidn de aguas abajo, llegande a la valvula

28./a regundos después de haber partido. Dicho

intervalo & tierpo T = 24/a se denomina “'periodo

prupio" de la tuterfa. Es claro que $i el tiempo

de cierre dc la valvula T. es menor que T (Ts < T)

n

=

a,

al Ilogar a ia vilvula la onda reflejada por e)
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tanque de carg: constante, se encontrard con la
valvula cerrada. Si T, es mayor que T (T, > T) 1la
onda al llegar a la vilvula se encontrard con la
vadlvula sbiertz y afectard al incremento de presién
que se estd genecando en la valvula en el instante
t = T. Este andlisis elemental lleva a agrupar en
dos clases los cilerres de vadlvulas y en general los
fendmenos que ocurren en las fronteras de una
tuberfa y son la causa del transitorio hidrdulico.
Estas clases son:

Te < T - fenfueno ripido
(3.11.2)
Te > T - fenduieno lento

Para facilitar el andlisis se procederd primero a
estudiar en detalle un fendmeno rdpido en la
instalacidn presentada en la figura 3.11,1,

3.11.3 »Mrilicsis de un fendmeno ré&pido (cierre
répido)

En e) case partirular analizado el fendmeno consiste
en un cuerre vipido., El lector cormprenderi que la
clase de fenbreros ripidos contlene todos las
fendoenos que pertarban el flujo cuya duracidn
completi. ¢ & menor que T, Estos fenlmenos incluyen
tambiln 1as aperturas ripidas,

Para que &2 curmpla que Te < T deberd verificarse
que:
O . 28 S
e < - (cierre rapido) (3.11.3)
1 &

donde Q,/a = V. seglin se establecid en (3.11.1) y
28/a = T. La desigualdad (3.11.3) indica que si
a > Qua/2¢ el cierre serd ripido. Dicho cierre
producird una pertutrbacidn de gasto

AQ = - Qo (3.11.4)

y una perturbacién de carga piezométrica

A = o2 (3.11.5)

En las {iguras 3.11,2 (a, b, ¢, d, e, T, g, h, i, 3,
k, 1, m, n) se nuestran diferentes estados del
fenfoeno dr propagacién de una onda de presidn del
tipo escalss pern con pendiente gA/at (recordar que
el gas:n s¢ reduce en forma lineal con el tiempo).

La serie de figuras 3.11.2 (a - n) es cldsica. En
ella se ruestran los estados sucesivos por los
cuales la tuberfa pasa cfelicamente pues, al no

32




haber friccibn, no habrd atenuacibén de las ondas en
el tiempo. A continuacidn se examinarin algunos
aspectos de interés del fenSmeno precedente.

/- Pieromélrica
t=0 h,
/“O: Qg cJ
Tz S 6 T
(o) ot
Fiujo estacionario. Comienza a formarse la onda de 9. &L e
sobrepresién e (O =
. Vi m = L
Piezemeliico O — &5~
<= h:—2—
/ 76 %
. — .-
1=Te ha aTlc
15 /_0:00 _NL Sl s/ = £ -
c — A AT A A s 12, - o e E
L Q> Qi e o = LS 6
(b) -2
Se lormala onda de sobrepiosian
/F'ae:cmélrica
=/®
. { TC "-,.' no 4 Ah Fs - = _ &
Te s 2 5 hg
Dq ( = - A
L 0o i -q:0 ! s
¢ T Q> O L /
[c)

La enda vigja hazia &l lanque do carga conslante

/Picm'E::i:u

2

T { ho+ah
e b
2 ' ]
_l. 5 /O 0 N
el /
(d)

La unda liega al lanque de carga constante. Comienza ls
rellisén de la onda opuesta | O-=0 ) en ¢l anque
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/- Pieromelrica

P

ho+ah

Q = /0=O

—

-{:)
0:_03

Finaliza arelle

hacia [ vaivuls

(e)

neneltanque. La onda de depresidn pane

/—Fnr:cm:'hico

_i‘ : hg-+ah
“‘+\L’<'L< inu
T, T "
Q /4G
Q<0 ) =%
Q:-Q,
(1)

La on:cli: Co depresion waja hacia la valvula

/ Piezome!rica

=T }.. -
o
1 —
Q
_0<0 —
Q:'—Oo
(qg)

La onda gz dri-zswon lloga a la valvula T sequndos despuds
del comienzo s lendmeno Comienza la rellexion do la
misma onda ( (O—=) ) eala valvula cerrada

/- Piezomético _

“t‘-—:_:--!‘
- G
| L yq

O=-QQ

ol: |
T O<0
L
(n)

Finahzz lare!los 2ren la valvula. Lo onda de depresion parle
hacia i beque

] —N
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}
4 Lho-8h D:O\A
Q
Q<0 —T
O=-Do
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La onda de depresion viaja hacia el tanque

‘ Faug L
. ot Pezomelrica :
l’%T ha é\i:b /

4

_L ha"ﬂh O_ON

Q /T

,I%-
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La onda de depresion llega al tanque. Cottienea 1o reflexion
de la ondi opuesta ( O—=© ) enellangue

/- Piezemcirlco
N

=>
d a-—oo A hy=4h ‘ i )
0 Q=0 e
o R /-

(k) —

Finaliza la retiexion en el lanque. La onda de sobrepresion e
parte hacia a valvula. oo
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l /- Piezomélrica

=

1227 —ff; ] @ -
| 4
it i

_!_ Q ? 0= 00 ~Y
%Z_;Z/zﬁ”:/{f'{ £, Q> O%éég//ég'f’i{/ ”Z;.h_:_:)
(m)

La onda de sourepresion llega a la vélvula 2T segundos
despucs del comienzo del fenomeno.

Fieromélrico
/ /6

1274 7Tc L ‘
_ 1 - o N
“ 22 L T > O T s
(n)

Se forma nuevamente la onda ae sobrepresion Este estado
esiguziaidelaligura 3. 11 2 (b). El ciclo comienza a
rcpelitss

Forma de la onda

La forma dc la onda ticne que ver con la ley Q2 (c).
En el caso examinado sc adoptd una ley lineal

Q2 = Qo - at. Como consecucncia de esta luy
resulta de (3.9.9) la siguiente funcién G:

Wt w 0EFS TC}(J 11.6)
HL}U » TC‘:t

Q(2,t)-Qo=CG(i+at)= {

lo cual a su vez (ecermina la sipuiente

h(Z, t)

h(2,t)-hg=-2=G(f+ar) =

(3.11.7)

Esta funcifa n(L,:} crece de hg a hpax = ho +

aQo/gA duvan.e el intervalo Te. Siendo Te = Qpla,
la pendierte (hpux ~ he)/Te = aa/gA es proporcional
al cocficiente a, Lgando ¢ + + @ la forma de la onda
tiende a 1a funcidn escaldén (escallin recto), segin
se muestra en la fisura 3.11.3. NOtese que siendo
Te € T (cierre rdpildo) el incremento hpuy - hg = &b
no se altera con a. a influye en la forma de la onda
pero no en Lh, -
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Fig 3.11.2 Diferentes estados del
fenémeno de propagacidn
de una onda de presion,
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hma’x Ah

Te=0

a, a,<a, a;*+ow
Reflexidn en un tangue de carga constante

En la sucesién de figuras 3.11.2 no so detallan los
procesos de reflexidn de las ondas de carga
piezométrics y de gasto. Por ejemplo en la figura
(d) (t = T/?) se tiene la onda llegando al tanque de
carga constante y en la (e) (t = T/2 + T.) el
Proceso de reflexidn ya se produjo pues aparece
completa la onda reflejada. Como el proceso de
reflexifn posee una gran importancia técnica
interesa que el lector lo comprenda en detalle,
Para 21lo se¢ han elaborado las figuras 3.11.4 y
3.11.5. En estas figuras se presenta la reflexién
de 1a onda de carga (figura+3.1:.4) y de gasto
(figuzsa 3.11.5) en un tanque de carga constante,
Las fighras estdn organizadas en 4 colunmas, cada
columna corresponde a un instante determinado del
proceso de reflexidn. La primera corresponde al
mwomenta que llega la onda de sobrepresisn y la
Gltima cuando sale la onda de depresién. Las dos
intermedias dificren en Te/3 y 2 Te/3 segundos de 1la
Prisera. ¥n cada columna se presentan cuatro
figuras quy corresponden cada una, a la distribueidn
scpln § 49 cada uno de los (&rminos qQue componen las
cenaciones (3.9.9) y (3.9.10) que definen Q y h en
funcidn de v y t. La figura inferior en cada
colvmna es 1a figura que resulta sumando los tres
términos que se dibujan en las tres figuras
superiores de cada columna.

Obs@rvese como para las cargas piezomitricas la onda
reflejada F (columna d) es igual y opuesta a la onda
incidente -C (columna a). Nitese que la onda F se
halla girando 180° zlrededor del punto 0 la onda
virtual (OV)(columna d).

Obsérvese que para los gastos las ondas I y G son
iguales a las quec intervienen er la carga
piezométrica, aunque varfa el signo de G. E1
resultado obtenido es completamente diferente que el
obtenido para las carpas puesto que en este caso la
ond: reflejada I (columna d) es igual a la onda
intidente G (columna a). Nétese que la onda F se
halla haciendo una simetrfa, respecto ¢el eje que
indica la presencia del tanque, de la onda virtual
(cslunna ‘).
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Fig 3.11.3 Variacién de la forma de la
ondacon Q. :
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P e ! — — Fig 3.11.4 Detalle de la reflexion de una
(a7 ° (s) ° (¢) ° (¢) °* onda de carga piezométrica
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de carga constante.

olalde lo OV respecto al eje queinsico |3 presencia del fanjue
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ficcandsnmo 115100 que explica la reflexibn observada
en un targue de carga constante

Si bien los fenfmenos de reflexién expuestos han
sido aralizados teSricamente anteriormente, es
interesante exaninar con detalle el mecanismo fisico
que estd detrdc de los mismos,

Para ello se requiere observar lo que ocurre con el
gasto en el ex:izemo de la tuberfa que se estudia,
En las figuras 3.11.2 (¢) (d) (e) y (f) se observa
el comportamiznto del gasto en la proximidad del
extremo donde sc halla el tanque de carga constante,
En la figura (c) el gasto es Qg del tanque a la
tuberfa pues aln no llegd la perturbacién producida
por la vdlvula. En la figura (d) el gasto Qg
comienza a reducirse (figuras 3.11.5 (b) v (c))
Pues la presidn en la proximidad de la tuberia
comienza a increnentarse segin se detallf en las
figuras 3.11.4 (b) y (c). Siendo mayor la presidn
en la tuberfis que en el tanque, el gasto se invierte
y pasa de + Qg en 3.11.2 (¢) a - Qo en 3.11.2 (f).
Este gasto invertido permite reducir la presidn de
la tuberia para igualarla con la del tanque, En la
figura 3,11.2 (f) s¢ observa como 1a tuberfa, con
sobrepresién respecto al tanque, expulsa el gasto
= Qo hacia el tanque y reduce su presién a la del
tanque. La reduccién de presibn que sufre Ja
tuberfa debide a la expulsién del gusto - Qp implica
que pox la tuberia se pPropague una onda de depresidn
desde el tanque a la vilvula. Por ello el tanque
actGa como un reflector que invierte el signo de la
onda de piesidn que 1lepa hasta &1,

Mecanismo ffsico que explica la reflexifn observada
€n un exireno cerrado

El comentario explicative realizado para la
reflexifn de lis ondas en un tanque de carga
constarte, vale tambiln para este caso. las
figuras correspoadicntes son las figuras 3.11.6 y
3.11.7. En este caso es de interés observar, para
las cargas piczon@tricas, como la onda reflejada -G
(columnna d) es igual a la onda incidente I (colunna
a). La reflejada se obtiene de 1a onda virtual por
simetria axial respecto al eje que indica la
Presencia del extremo cerrado. Para el pasto, el
comportaniento del extremo cerrado es anfilopo al
comportamiento del tanque de carga constante para la
carga piezométrica. La onda reflejada ¢ (columna d)
se obtiene por giro de 180° de la onda vircual.

La onda reflejada G es igual y opuesta a la
incidente F (columna a).

Se exhorta al lector a reflexionar sobre los
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mecanismos fisicos que produzen los comportamientos
descritos somo Se hizo anteriormente con el tanque

de carga ccrstaute,

L2120 Te/3 1=T/2+27c/3 1:=T/24Tc
I h
LI 4 —
! |
I
ha I ho :
1 |
- -
. s
Lh-hg Ah-hg dh-hg
el Fol Fo
N T s - —
0.~ {1 s ol ‘s Ol] | 7S
..J.-) ’11_ ——-}J ‘ i
-0y | Lov \
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-6 -G | -G | -G
™ - o R - jﬁ-—b—
J] .3 J S ‘} S - | S
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IEZE 1
- | iy - o I
No ! ho | g ' he <N |
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- M - L 2 U M,
s s
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, 3 , Fig 3.11.6
Ol-onda incidenle, OR— onde rellejade, OV= ondo virtual (®)— sobrepresion () — depresion
Lo OR st obticae por simetifo aricl de la OV respecto ol eje que indico b presencio del ex.
tremo cerrada,
d =T Gt TRLI Y : 1 -+
=772 L et Te/3 L=TA2H2Te/3 t=/2+Te
e Q I iq 1
Jgi E 0020 | | Qo0 !
e - -
los | s B
]
{Q'Qo | Q-Qo | 19‘00 |
F_ o . F 0 F 0
_/‘ & L T R
A |,
. e S o )
ox—] : ol ol
4Q-0o 40-Qo | 40-Qo
G | G G :
:0 Y =£10 0
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(I N ?, H
] ' ]
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O1l-on¢s incidtnte, OR —ondorellejoda, OV= onda virtuel Fig 3.11.7
La OR ¢ otfiene girando la OV 180° tespecto ol punlo O
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Detalle de la reflexidn de
una onda de carga
piezométrica en un
extremo cerrado.

Detalla de la reflexidn de
una onda de gasto.




AL

-

on eén el Llempo de 1as cargas pleromctricas

en difgrentes puntos de la tuberia

El estudio experimental de los transitorios
hidriulicos se realiza mediante medicidn de las
presiores instantdneas en diferentes puntos de la
tuberfu. Para ello debe contarse con transductores
de nresidn sin retardo y un registrador sin inercia.
Con estos elementos el ingeniero obtendrd registros
donde se consigna la evolucién er el tiempo de las
presiones o lo que es lo mismo, de las cargas
piezomitricas pues en h = p/yp + z el dnico término
que depende del tiempo es p. Para cada punto de
medicidn se¢ obtendrd un registro y con la
interpretacidn de estos registros se podrin conocer
los fendmenss que ocurrieron dentro de la tuberfa
durante el trensitorio. En la figura 3.11.8 se
muestra el aspects de los registros que se
obtendrian s5i se colocaran dos transductores de
presidn en la instalacidn descrita en 1: figura
3.11.1., Los transductores se ubican en el extremo
donde se halla la vilvula (transductor E) y en el
punto medio (transductor M). La forma de los
registros puede confrontarse con la evolucidn de las
cargas piezométricas en la figura 3.11.2.

. | |
l ]\ ah
Lasel 1 | PO I | B 5 U /R 1 1 1 -
1/2 T 31/2 2T L
el | b - :
Tc E Tc I;cf
o) Registro conespendientz ol tiansduztor £ colacade
en el exliemo de oguos ehajo ( valvula)
anf  n 1
N\ /-
A T . o T ) B e L1 1.l —
0 T4 31/49 T 51/4 T/ 21 97/4q |

Fig 3.11.8

b} Regsirc del hransducter M colocode en el pusto medio de t tuterfa

3.11.4 Anflisis de un fendmeno lento

Segiin se vid en 3.11.2 los fendrenos que producen el
transitorio hidrdulico se pueden agrupar en dos
clases, l: rlase de los fenémenos rdpidos agrupa
aqueilos fenlimenos de perturbacidn cuya duracidn T,
es menor cue el tiempo T de ida y regreso de la onda
hasta el otro extremo de la tuberia (T = 28/a).
Estos fendmenos se estudiaron en 3.11.3. Ahora se
examinarin los fenGmenos lentos (Te > T). Como se
senald, estos fenBuenos son mis complicados de ser

Evolucidén en el tiempo de
las cargas piezométricas
en dos puntos de la tuber,




abordados por medio de un anidlisis elemental puesto
que la ond: reflejeda en el extremo opuesto al que
se perturbs; ipterfiere con la propia perturbacién

pard £ ¥ ¥p. N\
L <

o .
En lo que sigue Se examinard un fenSmeno lento de

cierre de la val!vuia en Te > T para la instalaci6n
propuesta en la {igura 3.11.1, Se seguira
admitiendo. pars s:mplificar el andlisis, que el
cierre produce una variacidn lineal de gasto segin
se describiéd en (3.11.1). Para que el cierre sea
lento se deberd cumplir como se indicd en (3.11.2)
que T, = Qo/a > T.

|

Y

El cierre lento puede concebirse como una sucesidn
de cierres rapidos que distan AT, entre si, tal como
se indica en la fipgura 3.11.9 (a) para el gasto y
(b) para la carga plezométrica. En la figura se
tomd LT de tal fo ma que 4AT. = T. Nétese que a
cada cierre rapido corresponde un lncremento de
carga Ah., Para los cuatro incrementos que ocurren
en el intervalo 0 - Tg se tendrd un incremento de la
carga piezoz@traca en la vdlvula de 48h., Siendo
Ah = 4Q a/pA = AT, a/gA el incremento 44h serd
i[;uﬂ]. as

a T;]

L, 3 AT, — =
a2 AT t'.l\ &E\- (3.]1.8)

¥

Ahora bieu, para t = T comienza a llegar la onda de
carga refllejada per el tanque de carga constante
correspondicnte al primer clerre rdpido. Dicha onda
de carga, cenme se vid anteriormente,es de igual
magnitud y epuesta en signo. Vale pues - Lh.,  En
consecuensia vara T <€ ¢ < Te la carga piczomitrica
en la vilvula no prede aumentar mis puesto que cada
nuevo Ah producido por cada nuevo cierre réipido es
anulado per 21 - &) que 1llega desde el tanque. En
consecuencsa, e! 2ixinc incremento de carga
piczonlitrica que puede registrarse en el extremo de
aguas abajv de la tuberfa serd:
Ta
I Ah = Q-EK para To > T (3.11.9)

Recordando que T = 2£/a, sustituyendo en (3.11.9) se
tiene que para el cierre lento el miximo incremento
de carga serd:

Itﬁh=c1-2£ para T, > T (3.11.10)

E A

En consecuencia, el miximo incremento de carga
tenderd a cero si a + 0 (cierres muy lentos). Por
otra parte recordando que Te = Qol/a, si Te = T
resulta a = Q0/T = Q.a/2L, Sustituyendo en
(3.11.10) se tiene que Ldh = Qpal/gh

1
Qo e _{
™~
T Te o
(o) |
L--
4 P
|
I
| -
1 Lh=GAN
I 4
| 74
.
! | .
T Te 1

(b)

Fig 3.11.9  Cierre lento como sucesion
da cierres rapidos.



que de acyerdo con (3.11.5) es el incremento de
carga correspondiente al cierre ripido. En
consecuencia; el incremento miximo de carga
piezomitrica ern el extremo de aguas abajo (Ahpay)
tienc la representacidn grifica, en funcién de a,
que se muestra en la figura 3,11,10,

El resultado obtenido muestra la importancia que

posee el tiempo de cierre en el incremento de carga
piezométrica en la conduccibn, Como ¢l lector ver4
posteriormente en el fascfculo IV, este hecho seri
tenido particularmente en cuenta cn la eleceidn y 1 —
localizacién de los dispositivos de control de Cietre lento Cierre rdpido

transitorios en las conducciones de agua.

— } P

Fig 3.11.10 Incremento méximo de la
carga piezométrica en

funcidn de la velocrda d del
cierre,

3.12 C:rit'erio para determinar el modelo a emplear

En este fascfculo se han desarrollado dos modelos
para el estudic del flujo no estacionario. El
pPrimero desarrollado en el capitulo 2 admite que la
celeridad en la propagacién de las perturbacicnes es
infinita (a = «), el segundo desarrollado en el
capitulo 3 se basa en la existencia de una celeridad
a finita. En esta seccidn se presentard un criterio
para que ¢l leczor tenga elementos para decidir
respecto al ecpleo de urno u otro modelo en cada caso
particular.

El criterio cousiste en la comparacién entre el
tlcmpo I3 en el cual se produce el fenBueno que
motiva el transitorio hidrdulico (cierre o apertura
de una vdlvula, paro o arranque de una bomba cte.) y
el ticmpo que una onda tarda en recorrer la tuberia

Y regresar al punto donde se generd la perturbacién.

El tiempo T, se medird a partir de la derivada del
gasto cuya variacifn produce el golpe de ariete.

Sea Qo el gasto de régimen del sistema hidrdulico,
T) se definiréd :omo:

1

Ty = Qo —W (3.12.1)
|5

donde |97 n/3t| debe ser el valor miximo que toma
EBQ/ ’ en el fendmeno real. Por otro lado este
valor de ) debe ser comparado con el tiempo T2 en
que una onda tarda en ir y volver vor la tuberia
hasta el punto de parcida.

Dicho riempo se calcula como se indica:
- 28
Ty = — (3.12.2)

siendo £ la longitud de la conducecidn.
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£l criterio que se propone se basa en 1la evaluacibn
del parametro T;/T);. De acuerdo con el valor que
tome el cociente T2/T; podrd afirmarse si es
razonable emplear el modelo con ondas o por el
contrario conviene trabajar con el modelo con a = «

(oscilacién de masa). En la tabla 3.12.1 se resume
el criterio.

Tabla 3.'2.1 Resumen del criterio para decidir
sobre el modelo a emplear,

Relacidn Tz /T Modelo a emplear
1) %% << 1 Modelo de oscilacidn de

masa (a infinita)

2) Si no & verifica 1) Modelo de ondas
(a finica)

Naturalmeénte no es facil precisar en gencral el
significado de T:2/%) << 1. En principio debe
entonderse gue cvanta nepor sca diclhio cociente mas
representativo «c¢l] fendmeno real serd el medelo de
oscilacidn de mesa (a = @),

El modelo de ondas (a finita) considera también la
inercia de la columna 1liquida. Es pues un modelo
nas completo ya que cuando T2/T) << 1 ¢l- modelo de
oncas tiende al de oscilacidn de masa, sin embargo
cuando existe seguridad de que el modelo de
oscilacibn de masa (a infinita) da bucnos resultados,
su simplicidad, conparado con el wmodelo de ondas,
hace deseable su enpleo.

Para que el lector adquiera mayor familiaridad con
el comportamiento de ambos modelos en lo que sigue
se analizard un sistema muy simple someticndolo a
dQ/5t crecientes manteniendo Qo constante. Ello
implica, de acucrds con (3.12,1), T) decrecientes.
La longitud L de la conduccifn y la celeridad se
mantendrii constantes y Se admitird que no hay
friccién. En cenzecuencia Tz (3.12.2) se mantendra
constante,

El sistema & analizar es el presentado en la figura
3.11.1., En :liche sistema se suponfa que la vdlvula
en el extreuo de la tuberfa actuaba de forma de
reducir e} gasto Q de acuerdo con la ley Q = Qo -
at, siendo 4 una c:znstante, En consecuencia

|3Q/3t] = a. Para comparar los modelos se calculard
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con cada uno de ellos el midximo incremento de carga
piezowittica (Jhmax) en un punto ubicado
inmediatamente aguas arriba de la vilvula. Dicho
cilculv ya fue realizado para el modelo con ondas
(a finita) e¢n la subseccién 3.11.4 (An3lisis de un
fenfmeno lento). Acd se calculari Lhpay para el
modelo de oscil:cifin de masa (a infinita).

Para realizar 21 cilculo se empleari la ecuacifn
(2.6.3) con f = 0. En el sistema considerado se
tiene una tuberfa de Area A constante. En

consecuencia V = Q/A. Por lo tanto V no depende de
s. Aplicando (2.6.3) se tiene:

oh _ 1 dg
T "9 dt (3.12.3)

Integrando en s, resulta:

L dQ

hz - hz E - gﬂ-d_t (3.12.4)
Como ia vdlvula impone ¢Q/dt = - & de acuerdo con lo
ya dichn, se tendra que: '
La a
h - ho = E’{ (.;125)

En la figura 3.12,1 se presenta el incremento
(3.12.5) caleculado mediante el modelo con a infinita,
Superpucsto al resultado ya presentado en la figura
3.11.10 para el modelo con a finita. En las

absciuas, se emdlea T,/7, = 2fcx/aQp. En dicha figura
se obscrva que para Tz/Ty < 2 s¢ obtienen
incramentos mayores con ¢l modelo con a finita y
pPara 1z /% >2 sucede lo contrario. Para T2/T, < | 4
el modelo con a finita da, para este ejemplo,
Cxactamente el doble que el modelo con a infinita.

Si se toma ~umy referencia de cotas el punto mis
bajo del sistema, ho puede servir para evaluar
Bhpay como iraccibn de ho. Para determinar el 1,/T,
miximo con el cual Puede emplearse el modelo con a

infinita,cometiendo un error LENOT  quée £ oon

cuanto al dhpax/ho a estimar, debe calcularse para
que T2/T) se verifica que:

(A1

1max)a ol (bhmaw a=m
e S h E - = (3.1?.6)

o}

Siendo (A']r_:ax)a = 2 (Ahmn:.:)a:co dﬂ (3.]2.6) reslllta
que:

{8 ) = Eho (3.12,7)

max” a=e
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Siendo (Bhgy.)a=»" Ra/gA y a = Tza Qu/T2 se tiene:

‘B - ngEho

T, Qg (3.12.8)

En consecuencia, dado €, para T2/T, menor o igual
que 2 € hy g A/a Qp el modelo con a infinita da
errores menores de el € dado, respecto al modelo con
a finita. Puede pues emplearse dicho modelo con ese
mdrgen de error. (Como ejemplo se verd el siguiente
caso, a = 1000 m/n, Qu =3 mls, A=1nu’,

ho = 100 m, =9, 81 m/s® y se tomari € = 0,1,
Calculando (3.12.8) resulta T2/T; = 0.0654. En
consecuencia si T2/T; < 0.0654 los errores al
emplear el modeio con a infinita serdn menores que
el 10%,

3.13 PResolicifn del sistema no lineal.. Mitedo de
laz caracreristicas

En la seccién 3.9 se estudid en detalle el
comportamicrro de las ecuaciones linealizadas al
suprimir ¢l ¢érmino de friccifn en las ecuaciones
generales (3.8.8) y (3.8.9) del fendmeno estudiado,
La simplificacidn vermitid introducir el concepto de
las ondas vy G «uz viajan en ambos sentidos en la
tuberfa y cuya alicidn o sustraccidn permite
calcular 0 ¥ h. Si bien lo anterior tiene mucho que
ver con 1iss fendmencs reales, sin embargo intercsa
estudiar un procvaimiento que permita incluir el
término de friceidi. en e) cdlculo. Para ello
intercsa preguntarse qué es lo que ve un obscrvador
que se desplaza en el sentido del flujo con
velocidad a en el caso que hay friccidn (f > 0).
Para este observador

3 S
%% 33 ag.%:__ y $BEaosa (3032

Despejando dQ/dt y sustituyendo en (3.8.9) se tiene:

3 h
%% ag+ gh 5o + 2DA qle| = (3.13.2)

—

Empleando ia ecuacidn (3.8.8) de conservacidn de la
masa comhiazda con la ecuacidn constitutiva del
sistema fluido *+ tuberia, se puede calcular

3Q/as = - gA/a® . Oh/dc.

Sustituyendo en (5.13.2) se tiene:

'%% ¥ %ﬁ ‘%? *a 22) * 7oA ZDA ala] = 0 (Bl
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Pero recordando que dh/dt = ah/dt + a3h/3s, puede
sustituirse esta expresidn en (3.13.3) obteniéndose:

4 o+ By o £0lO]
T3 (Q + . hz + =30A 0 (3.13.4)

Procedierco andlogamente pero ahora para un
observador que viaja en el sentido contrario al
flujo cou v:locidad -a, se concluye que

4 o 8Ayy o, fQlQ] _
- (Q - “ h) + T 0 (3.13.5)

La interpretacifn de las ecuaciones (3.13.4) y
(3.13.5) en el caso que f = 0 es sencilla pues se

tiene que si el observador viaja con velocidad +a
ve que

%; (Q + g%h) =0~+Q+g gh— no depende del tiempo
para este observador

(3.13.6)

Fllo equivale a la ecuacién'(3.9.18) encontrada en
el capftulce 9.

Dicha ecuacidn establece que dF(s,t)/dc = 0.

El observador que viaja con velocidad -a ve que:

d INs A
qc (Q - 953) =0-+Q - gi h no depende del tiempo
: - para este observador
(3.13.7)

Esto equiviie a la ecuacidn dG(s,t)/dt = 0,

Sin embargo, cuando f > 0, los *&rminos Q + gAh/a y
Q - gAh/a ya no serdn independientes del tiempo para
los respectivos observadores, sin embargo la
variacidn para un intervale de tiempo At serd la
miswa para cada observador e igual a

fAt o ol
DA Q| Q] (3.13.8)

seglin lo escdn indicando las ecuaciones (3.13.4) y
(3.13.5). La magnitud del t&rmino Q + gAh/a
disminuye fAt Q]Q[/EDA para el observador que viaja
con velozidad +a, al incrementarse el tiempo en At.
Asiwmismec, 12 magnitud del término Q - gAl/a
disminuye timbién fit Q|Q|/2DA para el observador
cue viaje con velocidad -a al incrementarse el
tiempo er Al (figura 3.13.1).
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Observodot =———————

\‘f—‘j———‘}'___l'm'O].D L _"“_‘_'n_ ;* <o T‘\ll\pj Y2
_,\.,_ - +0 208 -g S\ 7__ <€ v | ‘

L N --"/ _\ —:r \\. . 4 (oo gt O

QO ) 3 L

:Q4-3An Nicel de referencio Q-gAh A R4 i

f ° L ’ ( aaeCRCASTNR)

e SR ——— - Fiy e tofndwie gnitud

o dpvitL v erminos Q + gAh/a

fe ] jfpica] debido a la friccion.

Esta variaciZis de ics términos Q + gAh/a y Q - gAh/a
es muy simple de plintear procediendo a escribir las
ecuaciones (3.13.4) v (3.13.5) en incrementos
finitos para cada obscrvador,

Como se vid an la Iijura 3.9.6, si en el plano s,t
se tienen los puntos Ay B en t = ty ubicados de

tal forma que en t = t; las rectas de coeficiente
angular +1/a y -1/a que pasan por Ay B se cortan en
P (figura 3.13.2), se podra escribir la ecuacién
(3.13.4) en forma incremental, de la sigulente forma: ,

7
gA gA farQalaa] . !
+ = - 4- - 4+ — Ll = 1 {
[ +=n], - [o+£n], ol 0 (3.13.9)
siendo t) - tg = At.
A
Coeficiente awulor +1/a 00 Coeficienle angutar -Va
yE g Curcclcu"ah:urou'.\aw P Enroclcr-si-cu negaliva
4
1=t 'Qﬂ- -
- soalo Sailo
1:=0 — T
s:0 5 s s=1
-
Fig 3.13.2

Desflle ds ondas para un otservador en reposo respeclo a lo tubenid
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a

La ecuacidn (3.13.5) se podrd escribir también en
forma incremental de la forma que se indica:

o B%D]P =9 = féh]s +35r Qﬂlqal

<24 (3.13.10)
Si se admiten conocidos los valores Qa,ba, Qp, hp »
en el tiempo t=ty, los valores Qp, hp en t=t; puecden Lt
calcularse a parctir de (3.13.9) y (3.13.10) con Lo

tanto mayor aproximacidn cuanto menor sea At.

Notese que en el caso sin friccibn el cilculo

realizado de esta manera y descrito en la figura -
3.9.6 era exacto. Su precisién no dependfa del i
valor del incremento At. En cambio, cuando se A
introduce la friccidn, el proceso de cilculo es
aproximado y su precisidn dependerd del At elegido.
En el fascfculo VII sa examinar3d el problema de la
eleccibn de un At adecuado. El método empleado de
estudiar la variacién de las magnitudes del flujo
sobre una curva particular del plano de las
variables independientes (s,t) denominada curva
caracter{stica, curva que permite una
transformacifn de las ecuaciones (3.8.8) vy (3.8.9)
en derivadas parciales en las ecuaciones
diferenciales ordinarias (3.13.4) y (3.13.5), se
denomina "método de las caracteristicas" y su
aplicacidn estd estudiada en forma general para las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
segundo orden, en la bibliografia especializada,

Las ecuaciones (3.13.9) y (3.13.10) pueden
escribirse en forma sintética de la siguiente
manera:

QP = Cp - Ca hP (caracterfstica positiva) (3.13.11)

QP = Cn + Ca hP (caracterfstica negativa) (3.13,12)

donde
- gA fht
Cp = Qu + 27Ny = 57¢ QafQy (3.13.13)
fac
Cn - QB - 'ELI—\]IH - 2[-’“ QBIQB’ (3.1314)
rA
Cc, = ﬁ- (3.13.15)

La ecuacidn (3.13.11) es vilida sobre la recta de
coeficiente angular +1/a que se denomina
"caracterfstica positiva" y la ecuacidn (3.13. 12)

es vilida sohre la recta de coeficiente angular -1/a
que se denomina "caracterfstica negativa" (figura
3.13.2). En el punto P, ambas ecuaciones son
vdlidas simultdneamente. En consecuencila, como ya
se senald Qp y hp pueden calcularse a parcir del
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sistema foruado jor estas ecuaciones, Despejando
Qp ¥y hpde (3.13.11) y (3.13.12) se tiene que:

AL
QF-. o

(3.13.16)

N

c
- P L
hP 2c, (3.13.17)

El cdlculo de Qp y hp por medio de (3.13,16) vy
(3.13.17) puede realizarse en los puntos interiore
de la tuberia tal como surge de la malla de calcul
presentada en la figura 3.13.3, En esta malla se
indicaron los puntos representativos A, By P para
todos loc puntos "huecos" 0, el procedimiento de
cdlculo es el que se describid., Sin embargo, como
el lector puede nbservar, en los puntos llenos el
procedimiento es inaplicable puesto que por su
ubicacién en los bordes de la malla no es posible
construir el tridngulo ABP. En estos puntos el
ciilculo se efcctla con ayuda de las condiciones
iniciales o de frontera seplin se explica a
continuactiin,

lCm:ffck-'m e fromars de ogues orribe

Condiciones iniciales

O Punlas inferiores

® Puslos deliridos p ks condiciones iniciales
N Penlos delinidas e b condicicn de frontera de aguas arviba y bos punlos inferkres
A Pk defoidos pv b condicion de frontera de oguos obop y los puntos inferiores

Puntos @ - en ellos Q y h deben ser dados como
dates para t = o,

Puntos ® - en ellos la condicidn de frontera
Suministra una ecuacidn entre Qyhy
Ja otra ecuacidn es la (3.13,12)
(caracteristica negativa).

Puntos & - en e¢llos la condicidn de frontera
suzianistra una ecuacidn entre 0 y h y
la otra ecuacidn es la 73.13.11)

(caracterfstica positiva),

lConc":cbn:': eno frontere e oques chajp Jr

S
(o]

Fig 3.13.3
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En consecuencia el cdlculo se desarrollari de la
siguiente forma:

1. Dadas las condiciones iniciales se conoce Q, en
todos los puntos @

2. Aplicando (3.13.11) y (3.13.12) se calculan Q,h
para Jos puntos O de la primera fila, que
corresponden a t=At.

3. Con la condicifn de frontera de aguas arriba,
la ecuacidn (3.13.12) y el valor de Q, h en el
punto @ adyacente al primero se calcula Q, h en
el punto M de la primera fila (t = At).

4. Con la condicién de frontera de aguas abajo, la
ecuacidn (3.13.11) y el valor de Q, h en el
punto @ adyacente al {ltimo se calcula Q, h en
el punto A de la primera fila (t = At),

De esta forma se logra calcular Q, h para todos los
puntos de la primera fila (t = At). Se ha avanzado
At en el tiempo y para calcular la segunda fila

(t = 2At) se procede de la misma manera.

Para finalizar esta seccién se veri en detalle como
actiia una condicidn de frontera en el proceso de
cdlculo recién descrito. Como ejemplo se tomari un
tanque de carga constante ubicado en el extremo de
aguas arriba de una tuberfa. Otras condiciones de
frontera sc manejan de la misma forma tal como se
indicarid en el fascfculo VII.

Segln se vid en 3.10.1 la condicidn impuesta por un
tanque de carga constante ¢s h = h, para todo t
(3.10.1). En consecuencia los puntos de la mallz se
resolveran as{:

Cn+C;'hP (caracteristica negativa) (3.13.18)

Qp

hp

"

hD (condicién de frontera) (3.13,19)

donde Cy3 = gA/a y C, se calcula de acuerdo a la
expresion (3.13.14) siendo el punto B en este caso
el punto de la columna adyacente a la columna qQue
representa la frontera y ubicado en la fila

correspondiente a t - At si el cédlculo corresponde
al instante t.

Para un tanque de carga constante en el extremo de
aguas abajo el procedimiento serfa similar salvo en
que, como ya se dijo, se emplearfa la ecuacidn
(3.13.11) correspondiente a la caracterfstica
positiva,
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3.14 Implementacitn numérica del medelo con ondas

El proceso de cdlculo mediante el métode de las
caracteristicas puede realizarse con el auxilic de
una computadora electrfnica. El programa constari
de dos partes. Una referida al cdlculo en las
tuberfas y la otra referida al cdlculo de las
condiciones de frontera de las tuberfas. Respecto
al cdlculo en las tuberfas se emplea el método de
las caracteristicas visto en detalle en la seccidn
anterior 3.13. Cen dicho método y una adecuada
seleccién de los intervalos As y At, disponiendo de
los datos que definen Q y h en los extremos de los
segmentos en los que se subdividié la tuberfa para
el instante t, es posible calcular los- valores de Q
y h en el instante siguiente para los puntos medios
de estos segmentos. Respecto al cdlculo de las
condiciones de frontera se procede tal como se
indica en la secciSn 3.10 donde se vieron las
condiciones de frontera mis importantes para el
tratamiento de los ejemplos que se analizardn a
continuacidn.Falta sin embargo tratar el caso de
una planta de borbeo como condicifn de frontera,
ello serd realizado en el capftulo 5 de este
fascfculo.

En el fascfculo VII se hard una presentacidn
completa de los programas de computadora
desarrellados para el manejo numérico de los
algoritmos propuestos en este fascfculo.

4, VERIFICACION EXPERIMENTAL DEL MODLLO CON 0%DAS

En este capitulo se le presentard al lector un
material de gran interés para la validacién del
modelo tedrico de fenémenos transitorios
considerando el fluido compresible y la tuberia
eldstica. Se considerard una misma prucba

realizada en diversas condiciones para que se
evidencien los lizites de validez del wodelo.

Estas experiencias han sido realizadas especialmente
para su presentacidn en este texto en la instalacidn
para el estudio experimental de transitorios
hidr3dulicos que dispone desde 1983 el Instituto da
Ingenieria de la Universidad Nacional Autdnoma de
México,

4.1 Descripci6n de la instalaci6n experimental

Una vista general de la mencionada instalacién
aparece en la figura 4.,1.1. Esta instalacifn
cuenta con una tuberia comercial de acero
galvanizado, de didmetro nominal D = 4" y

£ = 1,468.62 m de longitud. En sus extremos posee
sendos tanques que admiten aire comprimido para
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