Segundo parcial de Légica
2 de julio 2012

Indicaciones generales

» La duracién del parcial es de tres (3) horas.
= En esta prueba no se permite consultar material alguno.
= Puntaje: 60 puntos.

» Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en
el texto del curso, en esos casos debe describirse con precisién el enunciado que se utiliza.

= Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lapiz, iniciar cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera
hoja la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1 (15 puntos)

Sea un lenguaje de primer orden de tipo de similaridad (—;1,2; 1), con simbolos de funcién

f1, f2 y simbolo de constante c;.
Sea N = (N, S, +,0) la estructura de los naturales con las funciones de sucesor y suma, y
el cero.

a. Defina inductivamente el lenguaje TERM: de los términos cerrados adecuados.
b. Demuestre por induccién que (V¢ € TERM¢)(Ju € TERMo)N =t =" fi(u) Vit = ¢

Propuesta de Solucién

a. I. ¢; € TERM¢
II. Sit € TERM¢ entonces fi(t) € TERM¢
III. Si ¢, € TERM¢ y to € TERM¢ entonces fo(t1,t2) € TERM¢

b. Se demuestra por induccién en TERMy, utilizando la siguiente propiedad:

P(t) == (3u € TERM)N =t = fi(u) Vt = ¢

Paso base

T) P(c1): (3u € TERMo)N i = fi(u) Vel = ¢
Demo.

(3u € TERMO)N E o = fi(u) Ve = ¢
& (2.4.5)

(3u € TERMC) (e = fi(u)Y 0 eV = )
<= (tomamos cualquier testigo, por ejemplo c1)

ClN = fl(CI)N o ClN = ClN

<= (se cumple la parte derecha de la disyuncién)

N = N
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HI) P(t): (Ju € TERMo)N =t =" fi(u) Vit = ¢
TI) P(fi(t)): (3u € TERMo)N | fi(t) = fi(u) V fi(t) = ¢

Demo.

(;]U € TERMc)N }: fl(t) =/ f1 (U) V f1 (t) =/ C1

& (2.4.5)

(Fu € TERMG) (i (1) = fitw) o ity =)

<= (tomamos ¢t como testigo)

AN =AY o A = e

<= (se cumple la parte izquierda de la disyuncién)
AN =AY
Paso inductivo 2
HI1) P(t;): (3u € TERMO)N =t = fi(u) Vit = ¢
HI2) P(t;): (Ju € TERMo)N =ty =" fi(u) Vita =" ¢
TI) P(fo(t1,t2)) : (Fu € TERMo)N = folty, t2) = fr(u) V folty, t2) =" 1

Demo.
(Ju € TERMo)N = fo(ty, ta) = fi(u) V falty, ta) = ¢
& (2.4.5)
(Ju € TERME) (faltr, 1) = fi(w)Y o fo(ts, t2)Y = &)
< (def. N)
(Ju € TERMe) (Y + 1Y = fi(w)Y o 4V + 1V = ) (1)
tjl\/ es un natural, y por lo tanto hay 2 casos: o bien t{\/ =0, o bien t{v #0

Si ¢ = 0, continuando en (1) tenemos:
(Elu € TERMc)(th + tQN = f1 (U)N (6] th + tzN = ClN)
& (0N =0)
(3u € TERM:) (82 = f1(w)Y 0tV = V)
(que se cumple, ya que es es HI2)
Si t)¥ # 0, por HI1 sabemos que:
(Ju € TERMe)N =t = filu) Vs = ¢

= (2.4.5)

(Bu € TERMG) (1Y = fi(w)Y o 6 = V)
= (def. N)

(3u € TERM) (Y = fi(u)" o 1Y = 0)
= (¥ £0)

(Ju € TERME)EY = fy(u)"
Llamemos u; a este término que sabemos que existe y que cumple:

1N = fi(un)V
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Continuando en (1), tenemos:
(3u € TERMC) (1Y + 6 = fi(w)Y o 6V + 1Y = )
LN = ha)Y)
(?Iu € TERM0>(f1(U1>N + th = fl(u)N o th + tQN = ClN)
< (propiedad del existe en el metalenguaje)
(3u € TERME) fi (un)Y + 2 = fi(w)Y o (Gu € TERM)EY + 1 = Y
<= (se cumple la parte izquierda de la disyuncién)
(Ju € TERMG) f1 (u)N + oV = f1(w)Y
< (def. N)
(3u € TERMG) (wY + 1) + 6 = fi(u)Y
< (conmutativa)
(Ju € TERMe) (ur™ + ) + 1 = f1(u)
< (def. N)
(3u € TERM) f1(falur, t2))" = fu(w)™

<= (tomamos fa(u1,t2) como testigo)

Fi(fo(ur, )Y = fi( falur, 1))

(que se cumple por reflexiva)

Por el principio de induccién primitiva para TERMs concluimos que:

(Vt € TERM¢)(Ju € TERMo)N =t =" fi(u) Vit = ¢

Ejercicio 2 (15 puntos)

Sea un lenguaje de primer orden de tipo de similaridad (1, 1, 2; 1; 0), con simbolos de relacién
Py, Py, Py y simbolo de funcion f;.

a. Sea N = (N, Par, Impar, <, F) la estructura de los naturales con las relaciones “ser par”,
“ser impar”, “menor o igual”.

Proporcione sentencias ¢; y o que formalicen las siguientes nociones:

I. F' es decreciente.
II. F aplicada a impares devuelve pares, y reciprocamente, aplicada a pares devuelve
impares.

Demuestre que las interpretaciones de ¢; y (o en AN se corresponden con las nociones
anteriores.

b. Muestre que N}~ 1 A 9, siendo N la misma estructura de la parte anterior.

c. Encuentre una estructura M; tal que M; = o1 y My = ps.

Propuesta de Solucién

a. L o= No)(Vy)(Ps(z,y) = P3(fi(y), f1(x)))
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N E ¢
< (def. ¢1)

N = (Vo) (V) (Ps(z,y) = P3(fi(y), fi(x)))

& (2.4.5)

(Va € N)(Vb € N) N |= Ps(a,b) — Ps(f1(b), f1(a))

& (2.4.5)

(Va € N)(Vb € N)(NV = Py(a,b) = N E P3(f1(b), f1(@)))
<> (def. N)

(Va e N)(VbeN)(a < b= fi(bN < fi(@™)

< (def. N)

(Va € N)(¥b € N)(a < b= F(b) < F(a))

(que es la definicién de que F es decreciente)

I1. vy = (V2)((Pi(z) = Pa(f1(x))) A (Pe(z) = Pi(fi(2))))
N 2
< (def. ¢2)

N = (Vo) ((Pi(x) = Po(fi(2) A (Pa(x) = Pi(fi(2))))

< (2.4.5)

(Va € NN [= ((P1(@) = Po(1(@) A (Pa(@) — Pu(f1(a))))

& (2.4.5)

(Va € NNV = (P1(@) = P(f1(@)) y N |= (Pa(a) = Pi(f1(a))))

< (2.4.5)

(Va e NJN | (@) = N = B(A(@) y N | R(a) = N | P(fi(@))

4? (def. N)

(Va € N)(Par(a) = Impar(F(a)) y Impar(a) = Par(F(a)))

(lo que significa que F aplicada a pares devuelve impares y aplicada a impares devuelve pares)

b. Supongamos que N |= @1 A s y llegaremos a un absurdo.

Por lo visto en las partes anteriores, esto pasa si y solo si la funcién F' es decreciente y
convierte pares en impares y viceversa.
Esto implica que F' debe ser estrictamente decreciente: si tomamos un n arbitrario, si es
par, F'(n) es impar y F(n+ 1) es par; pero si n es impar, F'(n) es par y F'(n+1) es impar.
Por lo tanto F(n) # F(n+ 1), y como F es decreciente, se debe cumplir:

F(n+1) < F(n) (1)

y por aritmética:
Fn+1)+1< F(n) (2)

Intuitivamente podemos ver que funciones estrictamente decrecientes de naturales en
naturales no puede haber. Dado un valor para F(n), F(n + 1) puede ser a lo sumo
F(n) — 1. Gréficamente, la funcién F tiene que quedar por debajo de la linea F'(0) — n:

F(n)

F(0)
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En otras palabras, deberfamos poder probar que para todo n, F(n) < F(0) — n. Lo
haremos usando el PIP en N con la siguiente propiedad:

P(n):=F(n) <F0)—n

Paso base
T) P(0): F(0) < F(0)—0
Demo.
Trivial por aritmética.
Paso inductivo
HI) F(n) < F(0) —n
TI) F(n+1) < F(0) = (n+1)
Demo.

F(n) < F(0)—n

= (F(n+1)+1< F(n) (2))
Fin+1)+1<F((0)—n
=> (aritmética)

Fn+1)<F(0)—(n+1)

Por lo que estamos en las hipotesis del PIP sobre N y lo podemos aplicar para probar la
propiedad para cualquier n. En particular si analizamos qué pasa para n = F(0):
F(F(0)) < F(0) — F(0)
< (aritmética)
F(F(0) <0
= (F(n+1) < F(n) (1))
F(F(0)+1) <0

Lo que es absurdo, ya que F'(F'(0) + 1) debe ser un natural. Por lo tanto:

N o1 A po
c. Sea M = (N,0,0,0,id).

Por un lado:
M = ¢
< (def. 1)

M = (Vo) (Vy) (Ps(x,y) = Ps(f1(y), f1(x)))
< (2.4.5)

(Va € N)(Vb € N)(M = Py(@,b) = M E Py(f1(b), 1(@)))
<:£> (def. M) B _

(Va € N)(Vb € N)((a,b) € 0 = M |= Ps(f1(b), fi(a)))

(lo que se cumple, ya que el antecedente del implica es falso)

Por otra parte:
M= oo
< (def. p2)

M= (Vo) ((Pi(z) = Pa(fi(2))) A (Pa(x) = Pi(fi(2))))

< (2.4.5)

(Va € N)(M [ Pi(@) = M E P(fi(@) y M | P(@) = M | Pi(f1(a)))
< (def. M)

(VaeN)((ael = F(a)€D)y (a €= F(a) €0))

(v ambas partes de la conjuncién se cumplen, ya que el antecedente de cada parte es falso)

Juntando ambas cosas y aplicando 2.4.5 vemos que M = ¢ A @s.
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Ejercicio 3 (15 puntos)
Construya derivaciones que justifiquen los siguientes juicios:

a. = (V) f(y) =" 9(y) A () f(z) =" co) = (Fr)eo =" ()
b. = (V2)((P(2) VQ(2)) = 2 =" co) = ((Va)(P(x) =z =" co) A (Vy)(Qy) = y = o))

En ningin caso son aceptables justificaciones basadas en consideraciones seménticas. (Se
sugiere utilizar la hoja horizontalmente)

Propuesta de Solucién

a.
[(V9)f(y) =" 9(y) A Co)f (@) =" el
_/ 2 7 A
[/ () = ol L L (Vy)f (y = 9(y) Fu(+3)
o= () @) = g0
() () = 9() A Go)f (@) =" o] o0 ="g(x) ’
A 3(*2)
(Fz) f(z) =" o (Fz)eo =" g()
— E5(2)(+1)
(3z)co =" g(x) 1,(1)
() (y) =" g(y) A Be)f(x) =" co > Br)eo =" g(z)
(1) z ¢ FV((Yy)f(y) =" 9(y) A (Fz)f(x) =" co, (Fx)co =" g())
(*2) z libre para x en ¢y = g(x)
(*3) z libre para y en f(y) =" g(y)
b.
[(V2)(P(2) V Q(2) = z =" co)]! [P ()] [(V2)(P(2) V Q(z) = 2 = co)]* [Qy)]*
POVa s e Y Pavaew ) Pwvewor=w Y Pwvaw )
L ) y='co - (3)

(v2)(P(z) = z =" co) Q) =y = <o) j\i( 2)
(V) (P(z) = = = co) A (Vy)(Q(y) = v =' co)
(V2)(P(2) V Q(2) = z =" co) = (Va)(P(z) = = =" ¢o) A (Vy)(Q(y) = y =’ co)

IV(x1)

I—(1)

*1) z ¢ FV((V2)(P(2) VQ(z) = z =' cp))
*2) y ¢ FV((¥2)(P(2) V Q(2) — 2 =/ ¢0))
*3) y libre para z en P(2) V Q(2) = z =" co

(*1)
(*2)
(*3)
(*4)

*4) x libre para z en P(2) VQ(z) — 2z =' ¢o

Ejercicio 4 (15 puntos)

Considere un lenguaje de primer orden de tipo (2;1;0) con simbolo de predicado P, simbolo

de funcién f y el siguiente conjunto de estructuras de ese tipo de similaridad:
K={M: M= (A R,F)y F es una funcién inyectiva y F' C R}

a. Defina por extensiéon un conjunto de sentencias I' tal que Th(K) = Cons(I").

b. Defina un conjunto de estructuras Ky tal que Iy # () y CoNs(T") € Th(K,), siendo T el
definido en la parte a. Justifique.

c¢. Defina un conjunto de estructuras K3 tal que tal que SENT C Th(K N K3) y K3 # 0.
Justifique.
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Propuesta de Solucion

a. Definimos I' = {¢1, po} siendo
1 = (Vo1)(Voo) (a1 =" 22 — ~f(21) =" f(22)) ¥
P2 = (\V/xl)(P(QCl,f(%))

Probaremos que una estructura M = (A, R, F') arbitraria modela ¢; si y sélo si F' es

inyectiva:
M = (Vay ) (Vo) (—xy = 29 — = f(z1) = f(x2))
& (24.5)
(Va,b € A) M | (—a ='b— ~f(a) =' f(D))
& (2.4.5)
(Va,b € A) si M |= —a ="b, entonces M = —f(a) =" f(b)
< (2.4.5)
(Va,b € A) si M £ a="b, entonces M [~ f(a) =" f(b)
< (def. M)

(Va,b € A) si a # b, entonces F(a) # F(b)
< (def. de funcién inyectiva)
F' es inyectiva

Por otra parte, M modela g siy sélo si F' C R:
M = (V) (P (a1, f(21))
< (2.4.5)
(Va € AM = P(@, (@)
< (def. M)
(Va € A)(a, f(a)) € R
< (def. Q)
FCR

Por lo tanto, por definiciéon de I, una estructura M modela 1 y ¢o si y sélo si perte-
nece a K. Finalmente demostraremos que Th(K) = CoNs(I") mostrando que cualquier ¢
arbitrario cumple que ¢ € CoNS(I') & ¢ € Th(K):

© € Cons(I)

< (def. Cons)

I'kFop

<= (correccién y completitud)

I'Ee

& (def. =)

(VM) si M |= T, entonces M =
&> (def. T)

(VM) si M = @1 y M E iy, entonces M = ¢
<= (por lo probado antes)

(VM) si M € K, entonces M = ¢
&> (def. Th)

p € Th(K)

b. Sea ICy = {Ms}, con My = ({0,1},{(0,0), (1,1)},4d)

Vemos que en My la funcién id es inyectiva y estd incluida en la relacion {(0,0), (1,1)},
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por lo tanto My =T, y:

My =T

=> (def. Mod)

M, € MOd(F)

= (def. K2)

]CQ Q MOd(F)

= (propiedad del préctico 9, ejercicio 4b)
Th(Mod(T')) € Th(Ks)

= (Th(Mod(T")) = Cons(I"))
Cons(I') € Th(Ky)

Para probar que la inclusién es estricta, daremos una férmula ¢ que esté en Th(Ks) pero
no en CoNs(I'). Esta férmula puede ser ¢ = (Vx)(Vy)(P(z,y) = = ="y)

Por un lado, ¢ € Th(Ky):

p e Th(]CQ)
< (def. K2)

My =@
< (def. )

M = (Vo) (Vy) (P(z,y) = = ="y)

& (2.4.5)

(Va € [My])(Vb € [My]) My = P(a,b) —a="b

& (2.4.5)

(Va € | My|)(Vb € | My])((a,b) € {(0,0),(1,1)} = a = b)

(lo que se cumple)

Pero ¢ ¢ Cons(I'). Sea M), = ({0,1},{(0,0), (1,1),(0,1)},4d).

En M), la funcién id es inyectiva y estd incluida en la relacién {(0,0),(1,1),(0,1)}, por
lo tanto MY, =T, pero M/, £ ¢

My Ey
< (def. )

My = (Vo) (Vy) (P(z,y) = = ="y)
& (2.4.5)

(Va € [M]) (b € [M;])((a,b) € {(0,0), (1,1), (0, 1)} = a =)

(lo que no se cumple paraa =0y b=1)

c. Sea Mz = ({0,1},0,id) y K3 = {M3}.

Claramente la funcién id en M3 no esta incluida en el conjunto vacio, por lo que M3 & K.

Entonces:
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Kn Kg — @

=

Th(K N Ks) = Th(i)
= (Th(D) = SENT)

Th(K N K3) = SENT



