Sefiales y Sistemas

Practico 5
Transformada de Fourier de tiempo discreto
y Transformada discreta de Fourier

2019

Cada ejercicio comienza con un simbolo indicando su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 basico,
% medio, % avanzado, y % desafiante. Ademas puede tener un nimero, como (1.21) que indica el nimero
de ejercicio del libro del curso, Seriales y Sistemas, Oppenheim/Willsky, 2nd.edition.

1. Transformada de Fourier de tiempo discreto
+ Ejercicio 1 .1

Usando la definicién de Transformada de Fourier de Tiempo Discreto, calcular la trans-
formada X (e7?) para la siguientes sefales:

(@) z1[n] = (%)n_lu[n —1]
® waln] = (3)""

Bosquejar un periodo del médulo de cada transformada.

+ Ejercicio 2 5.3

Determinar la Transformada de Fourier de tiempo discreto para —7m < 6 < 7 para las
siguientes sefiales periddicas:

(a) sin (%n + %)
(b) 2+cos(En+ %)

+ Ejercicio 3 5.4

Usar la definicién de la transformada inversa de Fourier de tiempo discreto para calcu-
lar la transformada inversa de:

(@) Xi(e?%) =2m8(0) + 760 +7/2) + 76(0 —7/2) —m<O<nm

; 25, 0<60<m
70 Js >
(b) X2(e )_{ —25, —w<60<0

Confirmar que z1[n] y x2[n] son reales.



*x Ejercicio 4 5.19)

Considerar un SLIT S causal y estable cuya entrada x[n] y salida y[n] estén relaciona-
das mediante una ecuacién de diferencias de segundo orden

yln] = gyl — 1] = cyln — 2] = ol

(a) Determinar la respuesta en frecuencia H (e/%) del sistema S.
(b) Determinar la respuesta al impulso h[n] del sistema S.
* Ejercicio 5 5.13)

Un SLIT con respuesta al impulso h1[n] = (1/3)™u[n] se conecta en paralelo con otro
SLIT causal con respuesta al impulos hg[n].

hqln]

x[n]

yln]

> hyln]

La interconexién en paralelo que resulta tiene la respuesta en frecuencia

, —12+ 5e79
7O\
H() = 12 — Te=39 4 e—320°

Determinar hs|[n).

* Ejercicio 6 .41

Sea Z[n] una sefial periddica con periodo N. Una sefial de x[n| de duracién finita
estd relacionada con Z[n] mediante

x[n}* ‘%[n]a n()gngn(]+N_1
~ 1 0, con otro valor

para alguin entero ng. Esto es, x[n] es igual a Z[n] en un perfodo y cero con cualquier
otro valor.

(a) Si Z[n] tiene coeficientes de series de Fourier aj, y z[n] tiene transformada de
Fourier X (e/%), demostrar que

1 ok
ap = NX( jQTrk/N)

sin importar el valor de ng.

(b) Considerando las siguientes dos sefales:



o0

Zn]= Y a[n—kN]

k=—o00

donde N es un entero postivo. Sea que aj, denota los coeficientes de Fourier de
Z[n] y sea X (e’?) la Transformada de Fourier de x[n].

1. Determinar la expresién en forma cerrada para X (e7?).

2. Usando el resultado de la parte (1), determinar una expresion para los coeficien-
tes a;, de Fourier.

2. Transformada discreta de Fourier

+ Ejercicio 7

Las dos sefiales 71 [n] y Z2[n] que aparecen en la siguiente figura tienen periodo N = 7.

Hallar una secuencia §[n] cuya serie discreta de Fourier sea el producto de las series
discretas de 1[n] y Z2[n]. Es decir, Y[k] = X [k] X [k].
+ Ejercicio 8

Encontrar la DFT de las siguientes secuencias, considerandolas de largo finito IV, con
N par.

(@) z[n] = d[n]
(b) z[n] =dn—n,l,0<n, <N -1

_ 1, npar, 0<n<N-1
© x[”]_{o, nimpar, 0<n<N —1

a, 0<n<N-1
() @fn] _{ 0, enotro caso

+ Ejercicio 9 .10

La sefial 21 [n] toma valores [0.3001 0.6366 0.9003 1 0.9003 0.6366 0.3001] para 0 <
n < 7,y vale 0 afuera de este rango. Similarmente, la sefial z2[n] toma valores [1
0.9003 0.6366 0.3001 0.3001 0.6366 0.9003] para 0 < n < 7,y vale 0 afuera de este
rango.

(a) Graficar z1[n] y x2[n].

(b) (Qué relacion hay entre los médulos de la Transformada Discreta de Fourier de
las dos sefiales?



* Ejercicio 10 8.57)

A partir de la definicién de DFT y DFT inversa,

N—-1
X[kl= > )Wk, 0<k<N-1
n=0
N-1 )
zln] =+ 3 XKW, 0<n<N-1
k=0

donde Wy = eI 7% .
Mostrar que para x[n] como secuencia de duracién finita N y X[k|, su DFT de NV
puntos, se cumple

N-1 ) 1 N-1 )
> lelall = 5 31X

Este es el teorema de Parseval para DFT.



Solucion

Ejercicio 1
(@

n=oo

X (%) = Z x[n]e=7"

n=—oo

3

_ (1/2)n7167j0n
=1

3

m=

3

= Z (1/2)me70(m+1)
m=0
= e_jeil -
1—(1/2)e7?

Para poder usar el resultado se las serie geometrica se hizo el cambio m = n — 1.

2.0 A

1.89

1.61

1.4+

X

124

1.09

0.8

0.6

(b) e
X(eja) = Z x[n]e‘je”
n=0 n=oo
_ Z (1/2)—(n—1)e—j9n + Z (1/2)n—16—j9n
n=-—o0o n=1

El resultado del segundo termino es igual al del problema a).

n=0

Z (1/2)—(n—1)e—j9n

n=—oo

m=oo

— Z (1/2)m+1ej9m

m=0



(1 1
S \2/) 1—(1/2)ed?
m = —n. Entonces

: 1 1 : 1 0.75¢ =79
Jjoy — [ = —jo _
X() <2) 1= (/2 ¢ T (1/2)e 9% 125 — cos(0)

3.0

2.5

2.0 A

X

1.5+

1.04

0.51

Ejercicio 2
(a) Las sefiales periddicas con representacion en series de Fourier
Z akejk(Zﬂ'/N)n
k=<N>
tienen una transformada de Fourier
21k
6]9 Z 2mad (0 - —
k=—o0

Considerando la sefial 21[n] = sin(§n + 7), su periodo fundamental es N = 6. Esta
también se puede escribir como:

™

afn] = (1/25)e? G0 —(1/2)e I ETE) = (1/25)e! Dl T —(1/2j)e T eI

De esto se obtienen los coeficientes de Fourier distintos de cero en el rango —2 < k <
3.
ar = (1/2j)/ D
a1 =—(1/2))e?®
Entonces en el rango —7 < 6 < 7 se tiene
‘ 2 2
X (e??) = 21a,5(60 — g) + 2ma_15(0 + %)

= (n/5) (eﬂ‘ﬂ/‘*a(e — 21 /6) — e~I™/15(0 + 27r/6)>



(b)  Considerando la sefial z2[n] = 2 + cos(§n + §), su periodo fundamental es
N = 12. Esta también se puede escribir como:

za[n] = 24(1/2)e? EHE) 1 (1/2)e T EHE) = (1/2)e/(B) I (B 4 (1/2)eF) eI (57

De esto se obtienen los coeficientes de Fourier distintos de cero en el rango —5 < k <
6.
ag =2

(/)J()
al—(l/) i(8)

Entonces en el rango —7 < 0 < 7 se tiene

j 2T
X(ew) = 2mapd(0) + 2ma16(0 — —2) + 2ma_16(0 + ﬁ)
=A4mo(0) + 7 (ejﬂ/s(S(Q —27/12) + e—jw/85(9 + 277/12))

Ejercicio 3

(a) ]
nafn] = (1/2m) [ Xa(e)e™ds
= (1/2m) / (216(0) + 76(0 + w/2) + 76(6 — w/2)) 79" db
= 0 4 (1/2)e~3 (/D 4 (1/2)ed (/D
=1+ cos(mn/2)
(b)

xaln] = (1/2m) /Xg(eje)ejendH

0 T
7(1/27r)/2jej0”+(1/27r)/2j6j9”
- 0

= (1/nn) (ej“" + eI 2)
= (2/n7) (cos(nm) — 1)
—(4/n) sin®(nm /2)



Ejercicio 4

(a) Tomando la tranformada de Fourier de amobos lados de la ecuacion diferencial,
se tiene

. 1 . 1 . )
V() =31 el — —e729 4 = X(e19).
6 6
Entonces,
, Y (e? 1 1
H(eje) = (ejo) = 1 _9_ 1.9 140 1__i0
X(e?)  1—ge i —ze 2 (1—3e?)(1+ 3e799)
(b) Usando fracciones simples,
3/5 2/5

H(e?) = - -
(e7) 1— e 70 14 Led?

) = 2 (;)nu[n] +: (—;)nu[n}.

Entonces

Ejercicio 5

Cuando dos SLIT se conectan en paralelo, la respuesta al impulso de todo el sistema es
la suma de las respuestas al impuslo de cada sistema individual. Entonces

hin] = hi[n] + ha[n).
Usando la propiedad de linealidad
H(e'") = Hy(e’?) + Ha(e??)
Dado que hi[n] = (1/3)™u[n], se tiene que

; 1
Hl(eja) — 71 — %67']0

Entonces

4 —12 + 5ed? 1 —2
Joy — — =
M) = e e~ 12 g’ 1—qel?

Tomando la Transformada inversa de Fourier,

haln] = —2 (i)nu[n].

Ejercicio 6

(a) La transformada de Fourier X (¢7%) de la senal z[n] es

(e’ no+N—1
X(ejQ) — Z x[n]e—jen — Z x[n]e—j(Qﬂ-/N)kn
n=—o00 no



Ahora, la expresién de la serie de Fourier de Z[n] es

1 ) 1 no+N—1 )
ap = N Z j[n]e*](Qw/N)kn — N Z x[n]efj(Qw/N)kn
<N> n=ng

(z[n] = Z[n] en el intervalo ng < n < ng + N — 1). Entonces
1 jork/N
arp = —X (€ )

(b) 1. Utilizando la definicién de transformada de Fourier discreta
X(e?) =140 720 4 730
— —i(3/2)0 (ej(g/zw T efj(3/2)0) Lemd3/2)0 (ej(l/zw I efju/z)e)

= 2e776/2)8 (cos(360/2) + cos(0/2))
2. De la parte (a) se tiene,

1 . 1 i
ap = NX(eﬂ”k/N) = N2efﬂ<d/2>2ﬂ’</N (cos(67k/(2N)) + cos(mk/N))

Ejercicio 7
Si Y[k] = X [k] X2 k], entonces §j[n] serd la convolucién circular de &1 y Z».

En este caso, la convolucién circular es muy sencilla, ya que Z5 es un tren de impulsos
retrasado 2 muestras. Por lo tanto, la convolucién circular serd 1 [n — 2].

Ejercicio 8
(@ X[k =1

(b) X[k] = e~d 5ok

Ejercicio 9

(b) La transformada discreta es, por definicidn, el primer periodo de la serie discreta
de la sefial periodizada.

En este caso, x1[n| periodizada y x2[n| periodizada (Z1[n] y Z2[n] respectivamente)
son la misma sefial salvo un retardo de 3 muestras.

Por lo tanto, la serie discreta de cada una estara dada por: X, [k] = Xo[k]W3k.

La transformada discreta es el primer periodo de la serie discreta, y por lo tanto valdra la
misma relacién.

Entonces, en médulo, las dos transformadas serdn iguales, ya que |W,| = 1.



