Sefiales y Sistemas

Practico 2
Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (SLIT)

2019

Cada ejercicio comienza con un simbolo indicando su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 basico,
% medio, % avanzado, y % desafiante. Ademas puede tener un nimero, como (1.21) que indica el nimero
de ejercicio del libro del curso, Seriales y Sistemas, Oppenheim/Willsky, 2nd.edition.

Convolucion
+ Ejercicio 1 .21

Calcular la convolucién y[n] = x[n] x h[n] de los siguientes pares de sefiales:

(@) z[n] = a™u[n], hin] = p"uln|, a # B

(b) x[n] = h[n] = a™uln]
() z[n] = (—%)nu[n — 4], h[n] = 4"u[2 — n]
(d) x[n]y h|n] son como en la siguiente figura
hin]
1012345 01234567 8 910111213141516

+ Ejercicio 2 2.8
Determinar y bosquejar la convolucién de las siguientes dos sefiales:
t+1, 0<t<1

z(t)=4q 2—t, 1<t<2 h(t) = 6(t +2) + 26(t + 1)
0, en otro caso

*x Ejercicio 3
A partir de los pulsos:
f(t) = Arfu(t +7) —u(t —7)]
h(t) = Asu(t + 1) — u(t — 7)]



(a) Calcular f(t) % h(t) (Cémo cambia el resultado si el ancho de un pulso es mas
grande que el otro?.

(b) Calcular h(t) * h(t) % h(t).
(c) Calcular f(t) * (e”%u(t)).

* Ejercicio 4

Se sabe que la respuesta al impulso de un SLIT es cero excepto en el intervalo Ny <
n < Nj. Se sabe ademds que la entrada x[n] vale cero excepto en el intervalo Ny <
n < Njs. Como resultado, la salida y[n] estd destinada a ser cero excepto en algin
intervalo Ny < n < Nj.

(a) Determinar N4y N5 en funcién de Ny, N1, No y Ns.

(b) Si h[n] es cero excepto en M puntos consecutivos y z[n] es cero excepto en N
puntos consecutivos, ;cudl es el mdximo nimero de puntos consecutivos en los
cuales y[n] puede tomar valores distintos de cero?

* Ejercicio 5 2.43)

Una de las propiedades mas importantes de la convolucién, tanto en tiempo continuo
como en tiempo discreto, es la asociatividad.

(a) Probar la igualdad

(@(t) * h(t)) * g(t) = x(t) = (h(t) * g(t))

al mostrar que ambos lados de la igualdad son iguales a
+0oo +oo
x(r)h(o)g(t — 7 — o)drdo.

(b) Considerar los SLIT con respuesta al impulso hq[n] y ha[n] puestos en cascada
como se muestra en la figura

w[n]
x[n] —> hyln] ha[n] yin]

Sea z[n] = u[n], h1[n] = (1/2)"u[n] y heo[n] = uln] + (1/2)uln — 1].

1. Calcular y[n] calculando primero w[n| = x[n] * hi[n] y luego y[n] =
wn] * ha[n]; esto es y[n] = (z[n] * hin]) * haln].

2. Ahora determinar y[n] aplicando la convolucién primero a hq[n] y ha[n]
para obtener g[n] = hi[n] * ha[n] y convolucionando x[n] con g[n] para
obtener y[n] = x[n] * (hi[n] * ha[n])

Las respuestas a 1 y 2 deben ser idénticas, y deben ilustrar la propiedad asociati-
vidad de la convolucién de tiempo discreto.



(c) Considerar la conexién en cascada de dos SLIT como en la figura anterior, donde
en este caso

hi[n] = sin(8n) y ho[n] = a"u[n], |a| <1,

donde la entrada es
x[n] = é[n] — adn — 1].

Determinar la salida y[n]. (Sugerencia: El uso de las propiedades asociativa y
conmutativa de la convolucion deben facilitar bastante la solucién.)

Propiedades de los SLIT

+ Ejercicio 6 2.28y2.29)

A continuacién se muestran las respuestas al impulso de diferentes SLIT de tiempo
discreto y tiempo continuo.
Determinar si cada sistema es causal y/o estable. Justificar las respuestas.

(@) hln] = (%)nu[n]

(b) h[n] = (0.8)"u[n + 2]

(© hln] = (3)" u[-n]

(d) hln] = (3)"un] + (1.01)"u[n — 1]
(e) h(t) =e *u(t—2)

() h(t)=eu(3—1t)

(g) h(t) = e~ 2u(t + 50)

(h) h(t) = (2e7t — e(t=100)/100), (3

* Ejercicio 7

Considerar un SLIT en tiempo discreto, estable con respuesta al impulso h[n]. Mostrar
que si la entrada 2:[n] es una secuencia periddica con periodo N (esto es z[n] = z[n +
N]) entonces la salida y[n] es también una secuencia periédica con periodo N.

+ Ejercicio 8 .57

Considerar un SLIT causal T con entrada x[n] y salida y[n] relacionados por la si-
guiente ecuacidn en diferencias:

y[n] = —ay[n — 1] + boz[n] + brz[n — 1].

(a) Verificar que T puede considerarse como la conexién en cascada de dos SLIT
causales 77 y T5 con las siguientes relaciones entrada-salida:

T1 A [TL] = bo(L’l[TL] + blxl[n — ].],
Ty : yo[n] = —aya[n — 1] + x2[n].

(b) Dibujar un diagrama de bloques representando a 77.



()
(d)

(e)

®

Dibujar un diagrama de bloques representando a 75.

Dibujar un diagrama de bloques representando a 7" como la cascada del diagrama
de T3 seguido del diagrama de T5.

Dibujar un diagrama de bloques representando a 7" como la cascada del diagrama
de T seguido del diagrama de 77.

Mostrar que la unidades de retardo en el diagrama de bloques de 1" de la parte
(e) se pueden colapsar en un elemento de retardo.

Nota: Los diagramas de la partes (d) y (e) son denominados Forma Directa I de Ty el
diagrama de la parte (f) se denominada Forma Directa Il de T'.

x Ejercicio 9 2.24)

Examinar la interconexion en cascada de los tres SLIT causales ilustrados en la si-
guiente figura.

x[n] h4[n] haln] haln] y[n]

La respuesta al impulso ha[n] es

ha[n] = uln] — u[n — 2]

y la respuesta total al impulso es como se muestra en la siguiente figura.

(a)
(b)

101234567 n

Encuentre la respuesta al impulso hy[n]

Encuentre la respuesta del sistema total a la entrada

x[n] = d[n] — o[n —1].

*x Ejercicio 10

Se tiene un sistema de acumulacién de energia (baterfas) que se modelard en tiempo
discreto. En cada instante la carga de la bateria y[n] se compone de la carga acumulada
hasta el instante anterior, con una pérdida por fuga del 5 %, sumada a la energia z[n]
que se inyecta al acumulador desde la red eléctrica en cada instante (que serd negativa
cuando se extraiga energia).

(a)
(b)
(©)

Plantear una ecuacién en diferencias que modele el sistema.
Calcular su repuesta al impulso.

Si la entrada es un pulso de M muestras z[n] = u[n] — u[n — M], calcular la
salida y[n].



(d) Realizar un diagrama de bloques con sumadores, multiplicadores y retardos que
modele este sistema.

(e) ¢Qué hipdtesis se asumieron para resolver las partes anteriores?

(f) Basado en la respuesta de la parte (c) dar la respuesta a la siguiente entrada

a

A 1700 000



Solucion

Ejercicio 1

()

y[n] = z[n] « hin]

= > az[klhln — k]
k=—oc0
= 3" Z(a/ﬁ)k paran >0
k=0
= [W] uln] para a#pB

(b)  De (a),

yln] = a™ (Z nl) u[n] = (n+ 1)a"u[n]

k=0

(¢) Paran <6,

Paran > 6,
oo 1 k n—1 1 k
[n]=4"< =) - -2 )
i =2 (2 (-5) -2 ()
Entonces,
~ (8/9)(=1/8)%", n<6
y[”}—{ (8/9)(=1/2)", n>6
(d)
inl = 3 alklhin ]

z[0]h[n] + z[1]h[n — 1] + z[2]h[n — 2] 4+ z[3]h[n — 3] + x[4]h[n — 4]

Esto se puede ver en la siguiente figura



'X) yinl X

Ejercicio 2

y(t) =x(t) «h(t) =zt +2) + 22(t + 1)
Entonces
t+3, —2<t<-—-1
y(t) = t+4, —-1<t<0
2-2t, 0<t<1
0, en otro caso

Ejercicio 3
(@
AlAg(t—i-QT), —QTStSO
f@)«h(t)=¢ A1Ax3(27—1t), 0<t<2r
0, en otro caso

En el caso donde f(t) y h(t) tienen anchos 71 y 7, respectivamente, los cuales cumplen
que 71 > To, la solucidn es:

AAs(t+m+ 1), —(mt+n)<t<n-n
. AlAg(Tl—‘rTQ—t), T1T—T<t<1m+m
f(t)*h(t)_ 2A1A27’2, T2—T1<t§7'1—7'2
0, en otro caso

(b)
TA3(t+37)2, -3r<t<-—7
) AAWVBr (BT —t), —Tt<t<T
h(t) x h(t) = h(t) = TA3(t—37)%, T<t<3r
0, en otro caso
(c)
A (1 — e‘a(t‘”)) , —T<t<T
Ft)* (e u(t)) = { Ar (ematt=n) _ matm)y 2y

0, en otro caso



Ejercicio 4

(a) Sea h[n| la respuesta al impulso del sistema. La salida la podemos plantear en-
tonces como y[n] = 3> x[n — m|h[m]. Para que la salida y[n] pueda ser distinta de
cero debe cumplirse que No < n —m < N3y Ng < m < Nj para algin m. Es decir
que debemos poder encontrar m tal que n — N3 < m < n — Noy Ng < m < Ny.
Para que esto ocurra los intervalos [n — N3, n — N3] y [Ng, V1] no deben ser disjuntos.
Esto nos da las condiciones para n:

n — Na > Ny

Ny >n— Ns

De donde:
Ny + No <n < Ny + N3

Asi obtenemos Ny = Ny + No y N5 = N; + Ns.

(b) Podemos aplicar la parte anterior sabiendo que Ny — No = M —1y N3 — Ny =
N — 1. Sumando ambas ecuaciones tenemos que:

(N1+N3)—(N0+N2):N+M—2

Es decir:
Ny —Ny=N-+M—2

Por lo que la cantidad mAjxima de puntos consecutivos distintos de cero es N+ M —1.
Ejercicio 5

(a) Primero se tiene

+00 400 +00 400
[z(t)*h / / z(1T)h(o'—7)g(t—0")drdo’ = / / g(t—o—7)drdo
también,
+00 400
z(t) x [h(t) xg(t)) = [ [ x(t—o")h(1)g(c" — T)do'dr
oo 4o —00 —00
= [ [ z(o)h(r)g(t — T — o)drdo
o0 100
= fac gt —o —1)drdo

La igualdad esté probada.

(b) (i) Primero se tiene

wln] = u[n] x hy[n]
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Ahora,

Ahora,
yln] = uln]  gn] = uln] * uln] = (n + Lyufn).

El mismo resultado fue obtenido en ambas partes (i) y (ii).
(¢) Notar que,
z[n] * (he[n] * hi[n]) = (z[n] * ha[n]) * hi[n)].
También notar que
z[n] * ho[n] = a™u[n] — a™uln — 1] = d[n].
Entonces,

x[n] * hi[n] * he[n] = §[n] * sin(8n) = sin(8n)

Ejercicio 6

+oo
(a) Causal porque h[n| = 0 para n < 0. Estable porque > (%)n =5/4 < 0.
n=0
“+oo
(b) No causal porque h[n] # 0 paran < 0. Estable porque Y. (0.8)" = (0.8) 72+
n=—2

(0.8)71 +5 < <.

0
(¢) No causal porque h[n] # 0 paran < 0. Inestable porque > (1/2)" = occ.

n=—oo

(d) Causal porque h[n] = 0 para n < 0. Inestable porque el segundo termino tiende
a infinito cuando n — oo.

—+oo
(e) Causal porque h(t) = 0 para t < 0. Estable porque [ |h(t)|dt = e 8/4 < <.
+oo
(f) No causal porque h(t) # 0 parat < 0. Inestable porque [ |h(t)|dt = oco.

—+oo
(g) No causal porque h(t) # 0 para t < 0. Estable porque [ |h(t)|dt = €'%0/2 <

Q.



+oo
(h) Causal porque h(t) = 0 para t < 0. Inestable porque [ |h(t)|dt = oc.

Ejercicio 7

“+o0 “+o0
ynl= > zn—khk]= > zn+ N —klh[k] = y[n + N]
k=—oc0 k=—o00

La segunda igualdad es vdlida pues x es periédica de periodo N. Esto implica que y|[n]
también es periddica de periodo V.

Para que sea cierto alcanza con que el sistema sea invariante en el tiempo.
Bn{y} = Bnv{T{xz}} = T{Rn{x}}
Como 1 es periddica de perAodo N, Ry{z} = z. Por lo tanto,
By{y} =T{z} =y

y esto implica que y es periddica de periodo N.

Ejercicio 8
(@)

Ejercicio 9
(a) Dado que se conoce la respuesta del impulso hs[n], entonces
ha[n] * ha[n] = §[n] + 28[n — 1] + d[n — 2].

Desde
hln] = ha[n] * [ha[n]  ha[n]]

se obtiene

h[0] = h1[0] = ha[0] =1,

h{1] = ha[1] + 2h1[0] — h1[1] = 3,

h(2] = ha[2] + 2y [1] + 7 [0] — ha[2] = 3,

h(3] = ha[3] + 21 [2] + ha[1] = ha[3] = 2,

hl4] = hy[4] 4 2h1[3] + h1[2] — h1]4] = 1,
hi[n] =0paran <0yn >5

(b) En este caso,

Ejercicio 10
(@)

10
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Figura 1: Solucién del ejercicio 8.
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Figura 2: Solucién del ejercicio 10.
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