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Cada ejercicio comienza con un simbolo indicando su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 basico,
% medio, % avanzado, y % desafiante. Ademas puede tener un nimero, como (1.21) que indica el nimero

de ejercicio del libro del curso, Sefiales y Sistemas, Oppenheim/Willsky, 2nd.edition.

Exponenciales complejas

+ Ejercicio 1 a.2)

Expresar cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma polar (re??, con
—m < 0 <),y representarlo en el plano complejo:

(@) —2
(b) —j3
© 1-j%
) 1+
@ (1—j)?
® (1 —7)

@ §4

+ Ejercicio 2 1.51)
Usar la relacion de Euler para obtener las siguientes relaciones:
(@) cos(f) = (e +e799)
(b) sin(f) = (639 —e799)
(c) cos(0)? = % (14 cos(26))
(d) sin(0) sin(¢) = 5(cos(0 — ¢) — cos(0 + ¢))
(0 + ¢) = sin(0) cos(¢) + cos(0) sin(¢)

(e) sin



Periodicidad

+ Ejercicio 3 1.9,1.25,1.26)

Determinar si cada una de las siguientes sefiales es o no periddica. Si una sefial es
periddica, especificar su periodo fundamental:

@ w(t) = jei"

)
(b) (t) = e~
(c) x[n] =el™™
(d) x[n] = 33w (n+1/2)/5
(e) x(t) =3cos(4t+ %)
(f) a(t) = [cos(2t — §))?
(@ x[n] =sin(Zn+1)
(h) z[n] = cos(§n)cos(§n)

*x Ejercicio 4 (1.32)

Sea z(t) una sefial de tiempo continuo, y sean y1(t) = x(2t) y y2(t) = x(¢/2). La
sefial y; (¢) representa una versién mas rdpida de x(¢) en el sentido de que la duracién
de la sefial disminuye a la mitad. De manera similar, y- (%) representa una versién mas
lenta de z(t) en el sentido de que la duracién de la sefial se ha duplicado. Considerar
las siguientes afirmaciones:

(a) Sixz(t) es periddica, entonces y;(t) es periddica.
(b) Siy1(t) es periddica, entonces x(t) es periddica.
(c) Sixz(t) es periddica, entonces y»(t) es periddica.
(d) Siya(t) es periddica, entonces x(t) es periddica.

Para cada afirmacion, determinar si es verdadera, y si lo es, determinar la relacion entre
los periodos fundamentales de las dos sefiales consideradas en el enunciado. Si no es
verdadera, plantear un contragjemplo de ella.

*x Ejercicio 5 (1.33)
Sea x[n] una sefial de tiempo discreto, y sean

n par
n impar

yi[n] = z[2n] y y2[n] = { x[%/Q]

Las sefiales y;[n] y y2[n] representan respectivamente en algtin sentido las versiones
rdpida y lenta de z[n|. Sin embargo, se debe notar que las nociones de tiempo discreto
de rapidez y lentitud tienen sutiles diferencias con respecto a sus contrapartes de tiempo
continuo. Considerar las siguientes afirmaciones:

(a) Six[n] es periddica, entonces y; [n] es periddica.
(b) Siy;[n] es periddica, entonces z[n] es periddica.

(c) Si x[n] es periddica, entonces y2[n] es periddica.



(d) Siyz[n] es periddica, entonces z[n] es periddica.

Para cada afirmacion, determinar si es verdadera, y si lo es, determinar la relacion entre
los periodos fundamentales de las dos sefiales consideradas en el enunciado. Si no es
verdadera, plantear un contraegjemplo de ella.

*x Ejercicio 6 (3.54)

(a) Demostrar el siguiente resultado:

; T, k=n
j(k—n)wot )
x[k]—/e dt_{O, k+n
T

donde wg = 27 /T. Interpretar este resultado como un fasor girando en el plano
complejo.

Considerar la funcién

N-1
Cl[k] _ Z ej(QW/N)kn
n=0

(b) Demostrar que a[k] = N para k = 0,+N,+2N,£3N, ...

(c) Demostrar que a[k] = 0 siempre que k no sea un mdltiplo entero de N. (Suge-
rencia: usar la férmula de suma finita.)

Sumatorias
*x Ejercicio 7 (1.54)

(a) Probar la validez de las siguientes expresiones:

11—

b n b+1—a a=1
Sar={ ool | |
— a®*=9—— para cualquier complejo o # 1

Donde a < b. A menudo a esto se le llama la férmula de suma finita.

(b) Demostrar que si |«| < 1, entonces

"= (1-a)”

(¢) Evaluar
> o,
n=k

suponiendo que |a| < 1.



+ Ejercicio 8 .55

Usar los resultados del problema anterior para evaluar cada una de las siguientes sumas
y expresar su respuesta en forma cartesiana:

@ 3 (3) e
n=0

(b) io (%)n cos(5n)



Solucion

Ejercicio 1

(@ 27
(b) 3eIm/?
(¢ e*j‘ﬂ'/3

@ V2™

(e) 2e7m/2
H V2eim/4
® &

Ejercicio 2
(a) Se tiene las siguiente expresiones:

e’? = cos(0) + jsin()
e 7% = cos(f) — jsin()
Sumando ambas expresiones se obtiene

cos() = (ej9 + e_je)

DN =

(b) Con las expresiones anteriores, si se resta la segunda a la primera, se obtiene:

sin(f) = ]% (ej19 - e*ja)

(¢) Setiene e/(97%) = %%, Entonces
cos(6+¢)+j sin(6+¢) = (cos(0) cos(¢)—sin(f) sin(¢))+j(sin(d) cos(¢)+cos(0) sin(¢))
Poniendo 6 = ¢ se tiene

cos(20) = cos(6)? — sin(6)?

Poniendo # = —¢ se tiene
1 = cos(#)? + sin(6)?

Sumando las dos expreciones y simplificando:

cos(0)? = %(1 + cos(20))



(d) Evaluando la parte real de cos(6 + ¢) + j sin(f + ¢), con los argumentos 6 + ¢
y 0 — ¢ se obtiene:

cos(f + ¢) = cos() cos(¢) — sin(0) sin(¢)

cos(f — ¢) = cos() cos() + sin(0) sin(¢)
Restando la primer expresion a la segunda, se tiene:
. . 1
sin @ sin ¢ = 5(005(0 — @) —cos(6 + ¢))
(e) Mirando el desarrollo de la parte imaginaria de cos(f + @) + jsin(f + ¢) en la
parte c), se ve que:
sin(f + ¢) = (sin(0) cos(¢) + cos(d) sin(¢))
Ejercicio 3
(a) x(t) es una exponencial compleja periddica.
2(t) = jel10t = I(106+%)
El perfodo fundamental de 1 (t) es 27 = T.
(b) xz(t) es una exponencial compleja multiplicada por una exponencial decreciente.
x(t) = e TIHE = gted?
por lo tanto no es periddica.
(¢) x[n] es una seiial periédica.
x[n] _ ej77rn _ ejwn
x[n] es exponencial compleja con un periodo fundamental 27” =2

(d)  x[n] es una sefial periddica. El periédo fundamental estd dado por N = m(%).

Eligiendo m = 3, se tiene que el periodo fundamental es 10.

(e) periddica de periodo 27/4 = 7/2

() x(t) = [cos(2t — F)]? = [1 + cos(4t — 27/3)] /2. Es periédica de periodo 5
(g) Periddica de periodo N =7

(h) z[n] = cos(§n)cos(§n) = (1/2)[cos(3mn/4) + cos(mn/4)]. Periddica de
periodo N = 8.



Ejercicio 4

(a) Verdadero. Si z(t) es periddica de periodo T; y1 (¢) es periédica de periodo T'/2.
(b) Verdadero. Si y; (t) es periddica de periodo T'; z(t) es periddica de periodo 27
(¢) Verdadero. Si z(t) es periddica de periodo T'; y2(t) es periddica de periodo 27"
(d) Verdadero. Si y2(t) es periédica de periodo T'; z(t) es periddica de periodo T'/2.

Ejercicio 5
(a) Verdadero. Si z[n] es periddica de periodo N; y(n) es peridica de periodo Ny,

donde
N — N/2 siN espar
0= N  si N esimpar

(b) Falso. Que y1[n] sea periddica no implica que z[n] sea periddica. Por ejemplo
z[n] = g[n] + h[n] donde

[n] = 1 sinespar
IP=N 0 sines impar

. 0 sin es par
hln] _{ (1/2)™ sin esimpar

. Entonces y1[n] = z[2n] es periddica pero z[n] claramente no es periédica.
(c)  Verdadero. Si x[n] es periddica de periodo N; y2(n) es periddica de periodo 2N
(d) Verdadero. Si y3[n] es periédica de periodo N; 2:(n) es periddica de periodo N/2

Ejercicio 6
(a) Cuandon = k:

z[n] z/ejo“’otdt:/ldt:T
T

T

Cuando k # n se cumple que (kK — n) = m con m entero.

x[k] = /ej(m)‘”"tdt = /cos(mwot) + j sin(mwot)dt
T T
Estas dos sinusoidales son periGdicas de periodo T'/|m|. Al integrar entre 0 y 7" esta-

mos integrando sobre un numero entero de periodos de estas sinusoides. Puesto que la
integral puede ser vista como la cuantificacién del area total bajo las funciones sobre

el intervalo, [ cos(mwot) = [ sin(mwot) = 0.
T T



(b) Dado k = pN con p perteneciente a los enteros. Entonces
N-1

a[pN Z e](27r/N pNn __ Z €j27rpn _ Z 1=N

n=0

(¢) Usando la formula de suma finita, se tiene:
1— 6j2ﬂ'k

alk] = 1 _ cin/N)K

=0, sik#pN

Ejercicio 7

(a) Para o = 1, la cuenta es sencilla

b
Za":b+1fa.

Para o # 1 podemos escribir

b b b
(1_a)zanzzan_zan+l:aa_ab—i-l
a a a

Entonces
abJr 1—a

b 1
Za::aaﬁ.

(b) Para|o| <1,

lim o = 0.
N—o00

Entonces, a partir del resultado de la parte anterior,

N-1 e} 1
lim E a = g a" = ——
N —oc0 1-—
n=0 n=0

Derivando de ambos lados

n=0
— 1
n—1 __
N
(c) . .
Za” :akZa" = 17para|a| <1
n=k n=0
Ejercicio 8
= 1\" _jmn/2 __ 1 _ 4 -2
(@) nZ::o (3)" /™2 = =27 —5 TJ5



() 5 (3)"cos(Fn) = § 3 (1/2)6/2 4 § 5 (1727 = =

n=0 n=0
) 4 .2 4
Jiot 1o I =5



