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casos estructurales, distintos a los previstos inicialmente, tenia una Justifi-
cacién que, ahora, con el impresionante avance llevado a cajbo en el
ambito del calculo de estructuras, no existe. Sin embargo, constituye una
alternativa de calculo interesante y economica, en las situaciones concre-
tas en las que el tablero del puente puede analizarse como losa prtétropa
recta simplemente apoyada. En otros casos, existen procedimientos de
calculo, mas elaborados que se describen en los siguientes capitulos.
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Determinacion de las
constantes de ortotropia
de un tablero real

6.1. Imtroduccion

El método de Guyon-Massonnet-Rowe (G MR) asi como la extension
llevada a cabo por Cussens y Pama (método CP), que han sido expues-
tos en el capitulo anterior presentan la siguiente caracteristica comin:
una idealizacién del tablero en una estructura bidimensional denominada
placa ortotropa. Esta sera descrita en detalle en el siguiente capitulo.
Este hecho implica que, en términos estrictos, una placa de éstas caracte-
risticas permite simular Gnicamente el comportamiento de tableros cuyo
planc medio coincide con el plano de simetria de la seccidon transversal.
En la practica esta situacion no es frecuente, por lo que se hace preciso
introducir, una serie de simplificaciones e hipétesis en el proceso de con-
version o modelizacién del tablero real en una estructura placa ortotropa.
En este capitulo se comentan algunos criterios y técnicas utilizados fre-
cuentemente en la aplicacién practica del método. En primer lugar se
expone la teoria general de la aproximacion utilizada y a continuacion se
considera la problemadtica especifica que aparece en algunos tipos de sec-
cién transversal del tablero (losa maciza, alveolar, forjado y vigas, etc)

6.2. Teoria general

Como se indicd en el capitulo anterior con relacion al método de
Guyon-Massonnet-Rowe, el tablero se asimilaba a un emparrillado conti-
nuo de vigas ortogonales de caracteristicas clasto-mecénicas (inercias a
flexion y torsion) constantes por unidad de longitud (Fig. 6.1). Las condi-
ciones de equilibric de este emparrillado se planteaban en cada nudo,
conduciendo a tres ecuaciones estaticas que relacionaban los momentos

-longitudinales —de flexion M, y torsion M, — y los momentos transver-

sales —de flexion M, y torsién M —, con los esfuerzos cortantes longi-
tudinales Q, y transversales Q,. De un modo semejante en cada barra
elemental del emparrillado se consideraban las relaciones de compatibili-
dad y constitutivas que enlazaban los esfuerzos en los extremos (nudos)
de la barra —M_, M,, M, y M, — con las correspondientes curvaturas
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Figura 6.1. Emparrillado continuo.
0w &w Pw 0w
de flexion, > de torsion i igi
_6?7 @7 y Ty 6 F mediante las rigideces

unitarias de flexion —longitudinal oLy transversal pr— Yy las rigideces
unitarias de torsién —Ilongitudinal y, y transversal y,—. De esta forma se
llegaba a la ecuacion diferencial general del emparrillado continuo si-
guiente (en donde se supone el coeficiente de Poisson nulo):

4 4

o*w d%*x
pLax ay+(71,+ 71) +pT =pk, )

Esta ecuacién suele escribirse para el caso general de losa ortdtropa
en la siguiente forma:

64 o*w 64w

siendo:
Dx:pL
Dy=p;
2H=yL_+yT

8i los coeficientes de Poisson, transversal y longitudinal v, y v, son
distintos de cero, la expresion de 2H se convierte en la que sigue:

2H= Vsz+vlpT+7L+VT Dy+D,+y,+y,

Los -valores Dl—-v2 oLy Dz—v 1Py s€ suelen denominar rigideces de
acoplamiento.

La carga distribuida por unidad de 4rea y normal a la superficie me-
dia de la placa se designa por p(x, )
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Evidentemente las ecuaciones anteriores sélo son validas tnicamente
en el supuesto de que los centros de gravedad de las vigas del emparrilla-
do continuo se encuentren en un plano Unico correspondiente al plano
medio de la losa equivalente (*) (Fig. 6.2 a). Por otra parte, la continuidad
del emparrillado exige la existencia de un ntmero elevado de vigas longi-
tudinales (principales) y transversales (traviesas) si se desea que todos los
nudos del emparrillado sean idénticos. Con estas hip6tesis resulta la ecua-
cion diferencial de cuarto orden en derivadas parciales en la flecha verti-
cal (w), que se representa por la expresion (5.5). Sin embargo, en la practi-
ca no existen normalmente mas que vigas principales y traviesas dispues-
tas en forma disimétrica respecto al plano medio de la losa (Fig. 6.2b).
Seria posible deducir una ecuacion diferencial que rigiese el comporta-
miento de esta forma real del tablero, que ahora implicaria la considera-
cion de los trabajos a flexion y también a extension de las placas y. vigas
gue constituyen el tablero. En este caso la ecuacion diferencial resultante
seria en los desplazamientos horizontales (u y v) y normal a la placa
ortotropa (w). Los dos primeros desplazamientos pueden expresarse en
funcion del transversal w, llegando asi a una ecuacion diferencial en deri-
vadas parciales de octavo orden del movimiento vertical w. Los detalles
del calculo pueden verse en Barés (1960). Se comprende, por lo tanto, que
no es posible encontrar en general una placa ortétropa, con las hipotesis
del método de Guyon-Massonnet-Rowe, que sea equivalente exactamente,
es decir, que simule adecuadamente, la placa ortétropa con nervios disi-
métricos. Sin embargo, se pueden encontrar para un caso particular unas
rigideces ficticias (p}, 7, pT vy y7) obtenidas a partir de las rigideces reales
de un tablero con vigas distmétricas (¢, v, Pr ¥ y1) qQue conduzcan
mediante el método de distribucion GMR o CP, a resultados suficiente-
mente aproximados a los reales deducidos éstos a partir del calculo exac-
to, que se acaba de comentar, como tablero con vigas disimétricas.

P | N ) N w—
m U ol — ‘mmedio

a}Hipdtesis de losa ortdtropa

— ) cdg.
plano medio

b ) Tablero reat

Figura 6.2. Idealizacion de la losa ortétropa.

&

Massonnet (1959), ha mostrado un método aproximado para determi-
nar la influencia de la asimetria de las vigas principales y las traviesas

{*) Esta hipotesis se satisface, por ejemplo, en el caso de seccidn cajon simétrico con
relacién. al eje horizontal, es decir, los forjados superior e inferior tienen espesor idéntico.-
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mediante la utilizacién del principio del minimo de la energia de defor-
macién. Para ello supone que los movimientos horizontales de la placa,
u 'y v, pueden ponerse en funcion de la flecha normal, w, en la siguiente
forma:

ow o ow
U=a,5 v—-ara (6.1)

y mediante el principio citado de energia minima de deformacion se de-
duce la ecuacion diferencial de la losa ortotropa equivalente:

0w . 0w o 0*w
LE‘T‘*‘ZH W'*’p:ray =p(x: y) (62)

en donde las caracteristicas ficticias de esta losa son:

pi=p +(e,—a)’ Ef;
p3=prt+(e;—as)® Efr

(6.3)
o 'Y +'y Eh Eh
H =p+ L2 T'|"4(1 "L"’"“T)z"“’l”__;f%ar:
Yty Eh 2 Eh
=" +4(1_v)(aL+a7} VT2l

En las anteriores expresiones se ha introducido la siguiente notacién
(Fig. 6.3)

3
p=12£h_v ) es la rigidez unitaria de la placa del forjado.

YL Y Yy son las rigideces respectivas a torsion de las vigas prin-
cipales y traviesas (sin cons1derar la placa del forjado).

e,y e son las excentricidades (distancias del centro de grave-
dad de la seccién completa al plano medio de la losa).

Ly fr son las areas respectivas de la seccién longitudinal y
transversal del tablero con relacion a la unidad de longitud (ancho o
largo segln el caso), es decir se tiene que:

o (fp es la superficie de la viga principal (traviesa) aislada
reducida a la unidad de longitud ancho (luz) méas la superficie de un
metro de losa de forjado dividida por 1—v%

Las constantes a, y a; han sido definidas por (6.1) y su determinacion
exige resolver el sistema siguiente de ecuaciones que depende de la defor-
mada w=w(x, y) de la placa:

Eh Eh
|:EfL°‘20 +ma11:|aL+m“11 ar=e;f; Eoy,
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Eh Eh
2(1—) “’—+[Eff°‘°2+z(1+v)°‘“]“ =exfrE o, (6.9)

con

0*w 2,\2 52w \2
aZOZI(f<a > dXdy, aozzj‘J(%—yZ:*) dx dy Yy 0511=J.Jv<m3;> dax dy

Unos valores aproximados de estas constantes pueden ser obtenidos
mediante aproximaciones sucesivas. Barés y Massonnet (1966) deducen el
siguiente procedimiento de calculo aproximado:

Los valores de las constantes a, y a, se calculan directamente median-
te el sistema de ecuaciones que se indica a continuacion.

. h,Bo ) hB° .
[(3‘2“ )+2(1+v)fL]aL+2(1fv)fLaT':eLG_z“ )

h
it | Uder e 69
con:
060=i0-; y ,BO: Bé
PP Pr

Con los valores de a, y a, se pueden determinar los valores de pj, o7 ¥
H° de la losa ortétropa ficticia, mediante las ecuaciones (6.3). La resolu-

placa
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Figura 6.3. Tablero con vigas disimétricas.
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cion del sistema anterior (6.5) exige el conocimiento de las constantes o y
B° que son funcion de los valores anteriores, por lo que se hace preciso
un método iterativo de calculo, comenzando con unos valores iniciales
para a; y a; nulos:

Una vez deducidos los valores de las constantes ficticias de ortdtropia
se aplica ¢l método de GMR o CP seglin el procedimiento usual, es
decir, se deducen los parametrcs de entrecruzamiento 0 y de torsion «
definidos a partir de las igualdades siguientes:

0=2>4 L o= H
T 2a4/ p; Y s
T vV PLPr

Con estos valores de 0 y o se entra en los dbacos correspondientes
especificos de cada método y se pueden obtener los coeficientes relativos
a las flechas, los momentos flectores, etc. Por oira parte, la disimetria de
las vigas modifica no solo las rigideces de la losa, sino la distribucién de
esfuerzos en la misma. Se pueden deducir las siguientes expresiones de
estos a partir de las ecuaciones de equilibrio:

N, =FEf (a,—e,) C;:;—H 1?:7_ ay 553?
N"'v :Ef}((lT—e,)%;—w;+ v%aé%
0. =j(—%‘—’)(a,4+a7)£2—%
M, = —[p,+(ef—e,a,) Ef.] %— p(—(—i%
o CPw w
M, =—[ppte;—ea) Ef]] a—y;—vpgxﬁr (6.6)
M= ~[0 = +7) S8
Q. =—[p+(ef~e,a,) Ef.] %ZL(WJ’T) %
Q, =—Lprt(er—eran Ef7] %*(P +y) 5)(:3»2;

A veces estos esfuerzos pueden deducirse directamente de los coefi-
cientes de las tablas de los métodos de GMR o C P, mediante multiphi-
cacion por coeficientes apropiados. Por ejemplo, el momento flector M,
para v=0, se deduce del obtenido normalmente a partir de los abacos o
tablas introduciendo el factor de correccion.
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Como se vera en el capitulo siguiente es posible determinar directa-
mente la flecha w=w (x, y) que. satisface a la ecuacion diferencial de la
losa ort6tropa y de ahi la resolucion de la misma obteniéndose todos los
esfuerzos en cualquier seccidn mediante la aplicacién de las formulas per-
tinentes. Estas pueden ser extendidas con objeto de captar la situacién de
tableros con vigas asimétricas, es decir, aplicar directamente las formulas
(6.6). En este caso las constantes de ortotropia D,, b, D, D, D,D,y
2H=D +D,+D,,+D,, se deducen inmediatamente de la expresiones
6.3) y (6.6) por simpfg comparacion. )

6.3. Relacién enire el ancho real y de calculo del tablero

Como se ha estudiado en el capitulo 5, los valores de las rigideces
unitarias de flexion y torsién en los dos sentidos longitudinal y transver-
sal son (Fig. 5.3):

: GI
pL:%—I: l ’yL=-O~: GlO
! : by (6.7)
EJ GJ,
P =—=Ej == Gj,
T a :J Yr a J o

Estas formulas implican que en el proceso de sustitucion de la estruc-
tura real del tablero por una losa ortétropa equivalente, las rigideces de
las vigas reales longitudinales y transversales deben de distribuirse unifor-
memente de un modo que depende de su separacion real. Ejemplos de
esta distribucion se muestran en la figura 6.4. En ella se supone inicial-
mente que no existe disimetria de las.vigas, ademds todas tienen la misma
rigidez y se encuentran separadas entre si distancias iguales. Si el voladi-
zo de la viga extrema es igual a la semiseparacion, el tablero puede ser
simulado en la losa ortdtropa que se indica en la figura 6.4 b, en donde

'se observa que el ancho de calculo (2b) del tablero coincide con su ancho

real. En otros casos distintos al teérico anterior, el ancho de calculo (2b)
del tablero se deduce segiin la férmula dada por Rowe (1962) que se
plantea en la figura 6.4d, y que expresa el hecho de la igualdad de la
rigidez a flexion total del tablero y de la losa ortétropa. En esta tltima
situacion, los anchos de calculo y efectivo son diferentes y las vigas (o las
cargas) deben de situarse a las distancias correspondientes al ancho de
caleulo y no al ancho real. Asi, si x; es la distancia real del ¢je del tablero
a una viga (o carga) su posicion se referira al ancho real 2b’, o sea,

<g}) b, situdndose por lo tanto de un modo acorde entre las nueve posi-
. 3 1 1 .
glones standard b, izb, i§b’ —{_-Zb, 0, de los métodos de GMR y CP.

Si en el tablero real existieran vigas disimétricas —como es usual—
las consideraciones anteriores seguirian siendo validas, debiéndose proce-

*der sin embargo, a la deduccién posterior de las rigideces ficticias de la

losa ortdtropa equivalente mas aproximada, de acuerdo con las directri-
ces -expuestas en el avartado 6.2 anterior. .
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Figura 6.4. Relaciones entre los anchos reales y de cdlculo.

6.4. Rigideces a flexion

Las rigideces a flexion p, y pyse deducen segin las formulas (6.7). Sin
embargo, en ellas no se tiene en cuenta la influencia del coeficiente de
Poisson, que se manifiesta en la zona de la losa formada por el forjado
que se supone de espesor constante h. Entonces se deduce para las rigide-
ces a flexién las siguientes expresiones:

=3 14 —
Pr= pL+1__—_£{,7 Pr=Prty =z f)_Fv (6.8)

siendo EL y ;—)T las rigideces a flexion de las vigas principales (longitudina-
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les) y traviesas (transversales) de la losa sin considerar el forjado y p; la
rigidez a flexion del forjado comumn, todas ellas referidas al eje neutro que
pasa por el centro de gravedad de la seccion total. El valor del coeficiente
de Poisson v debe adoptarse v=0,20 para el hormigon y y=0,15 para €l
acero. El calculo de las inercias de flexion puede llevarse a cabo segun los
procedimientos que se exponen en el apéndice A. En-el caso de vigas en T,
se debe considerar como ancho efectivo del forjado (ala), que colabora
con el alina en la flexion, a la distancia entre ejes de vigas (longitudinales
o traviesas) pero no al ancho efectivo que indican las normas usuales.

En el caso de vigas disimétricas se puede tener en cuenta aproximada-
mente su influencia en el cdlculo mediante las formulas deducidas en el

‘apartado 6.2, es decir, las rigideces ficticias de flexion son:

pr=p (e~ al)z Ef,

. ) 6.9)
py=pr+le;—aj Exfr
con E, y E; los modulos de elasticidad longitudinal y transversal Los
restantes simbolos han sido definidos anteriormente.

6.5. Rigideces de torsion y acoplamiento

Las expresiones de las rigideces de torsion y, y ¥y de acoplamiento
D, y D, que se deben adoptar en una losa ortotropa de modo que repre-
sente del modo mas adecuado posible el comportamiento de un tablero
real, constituye un problema de dificil solucién. Aqui se van a indicar
algunos principios generales que deben observarse en su calculo.

En primer lugar, se deduce en la determinacién del coeficiente de la
losa ortétropa 2H —y por consiguiente del coeficiente de torsion «— que
si existe un forjado comiin de espesor b, médulo de elasticidad E y coefi-
ciente de Poisson las rigideces de torsidn son:

‘YLZ‘—Y—L"}'U "v)pf yT=§T7}-(1——v)pF (6-11)
en donde, 7, y 7, son las rigideces unitarias a torsién de las vigas longitu-
dinales (principales) y transversales (traviesas) aisladas sin considerar el

: 3 . ’
forjado y p PRI = es la constante del forjado.

En efecto, el coeficiente 2H puede expresarse como sigue:
2H=v,p;+ v, prt v +7r=D+ Do+ 7t 7r (6.12)

en donde D, y D, solo tienen sentido en Ia losa comun del forjado,
puefto que solo en este elemento estructural existe acoplamiento tensional
en las dos direcciones de la losa. Esto implica que debe adoptarse la
mitad de su rigidez a torsion y por lo tanto s¢ obtiene:

— 1Gh® -
Y=tz —3 = V(L) P
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y analogamente para:

VT=¥T+(1 —V)pg

Por lo tanto, la expresion (6.12) se convierte en la siguiente:

2H=va+va+;L+;T+2(1 "V)Pp=¥L+;T+2pF

Por otra parte, el teorema de reciprocidad o de Betti exige que se
cumpla la igualdad de las rigideces de acoplamiento, es decir, D, =D,, o
bien v,p,=v,py.

En realidad v, y v, no son verdaderos coeficientes de Poisson del
material y se deben considerar como coeficientes que representan la in-
fluencia de la tensién longitudinal (o transversal) en la deformacion trans-

versal (o longitudinal) debido a la ortdtropia de la consiruccién del table-

ro, no del material. En efecto, la losa ortétropa corresponde a un modelo
matematico ideal y tedricamente podria representar la losa construida
con un material ortétropo, definido por las constantes D,, D,, D,,, D,
D, y D, (ver capitulo siguiente). La ortotropia aparece en las construccio-
nes reales como consecuencia de la distinta forma de las secciones trans-
versales y longitudinales. Por ello, los valores de los coeficientes de Pois-

. D D . .
son definidos como 24 y =2 no deben ser interpretados en su sentido

D D

. x y
estricto.

La determinacion de las rigideces a torsién de las secciones puede
Hevarse a cabo de acuerdo con las indicaciones del apéndice 4. Por otra
parte si las vigas son disimétricas se debe realizar la correccién expuesta
en el apartado 6.2.

A continuacidén se estudian dos casos extremos de losa ortétropa. El
primero correspondiente a una situacion de losa maciza con interaccion
de toda la seccion en las dos direcciones de ortotropia y el segundo caso,
que considera un emparrillado o ensamblaje de vigas dispuestas ortogo-
nalmente, con intersecciones monoliticas. Se supone en esta Gltima situa-
cion para que la modelizacion en una estructura continua sea adecuada,
que la separacién entre vigas es pequeila en comparaciéon con la longitud
total (luz o ancho del tablero seglin el caso), asi como que las vigas son
iguales y equidistantes.

6.6. Losa maciza

Constituye este tipo de tablero un ejemplo de aplicacidon directa de la
teoria de la losa ortotropa, que es por lo tanto totalmente valida.

Las ‘caracteristicas de la losa ortotropa, supuesto el material homogé-
neo e isotropo de modulo elastico E y coeficiente de Poisson v, en este
caso, son:

Eh®

Rigideces de flexién: p,=p,= 3(1—v )=D, con h el espesor de la

losa.
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- . 1 Gh? ER® (=D
Rigideces™ a torsion: YL=V1=§“3—=m-—( —v)
Se comprueba que el coeficiente de torsion es:
2H=vp,+Vvpr+y,+7r=2D
» vale 1.

., H
y por lo tanto el pardmetro de torsion: ox=—m=—==
vV PPt

Este caso estricto de losa isotropa (Fig. 6.5 a), no €s frecuente en la
practica, ya que se suele disponer de unos voladizos: (Fig. 6.5 b). En esta
situacién las formulas anteriores no se suelen modificar y se adopta en
este caso la losa maciza, constituida por el nucleo (espesor constante) y
los efectos de los voladizos se introducen {nicamente como elementos
transmisores de las cargas situadas sobre ellos. S,i lps volad}zqs son im-
portantes, pueden incluirse dentro de las caracteristicas mecanicas 'de las
secciones del siguiente modo aproximado (Fig. 6.5 c): Se obtxen_e' la inercia
total de la seccion transversal y se deduce el ancho de la seceion equiva-

% 74 %

a) Losa estricta

)
7/

“Y

Tabtero real

Pl lP Pe

/! T

h

%

b) Losa con pequefios voladizos e
Pl lP P l r
z -y
‘ZZZZW /zﬂw N WW W
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Tablero real
N

P l " Pe
V/ ) _T 3‘ 4
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Modete 1 .- Losa dnica

Mo delo

Tablero real

Modelo 3 .-~ Lamina plegada

B i

Modelo 2 .- Conjunto de losas

¢) Losa con voladizos importantes

Figura 6.5. Losa maciza.
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lente de la losa que presenta la misma inercia total, con el espesor cons-
tante h. Las cargas actuantes se aplican entonces como en la situacién
anterior. Si los voladizos son importantes pueden existir algunos proble-
mas en la idealizacién de las cargas, que en algunas posiciones actlian
sobre el voladizo de la losa mientras que en el modelo no. En este caso
se puede proceder a la modificacion del ancho real y de calculo de acuer-
do con el apartado 6.3. También es posible considerar la seccién como
una serie de varias losas is6tropas y ensamblarlas automéaticamente en el
calculo, mediante técnicas matriciales que se comentan en el siguiente
capitulo. Conviene observar que al existir disimetria de las vigas, deberian
introducirse las correcciones expuestas en el apartado 6.2. Sin embargo,
en estos casos parece mas eficiente tratar el tablero como una ldmina
plegada con vigas con nudos de dimensién finita, tal como se indica en el
capitulo 9, puesto que las acciones de laja (cargas en el planc de las
losas) aparecen inmediatamente al no existir coincidencia entre los planos
medios de las distintas losas is6tropas que componen el tablero. Se debe
resaltar que en estos casos de grandes voladizos, el tablero deja de ser
una losa maciza Unica para convertirse en una estructura compuesta de
varias losas isotropas.

6.7. Emparrillado continuo

Se denominan b, y b, las equidistancias entre vigas transversales y
longitudinales respectivamente, es decir, medidas segin los ejes x ¢ y, de
la planta del emparrillado. Por otra parte, se designan por e, y e, los
anchos de las vigas del emparrillado, como se indica en la figura 6.1. Se
supone que estas vigas tienen igual canto k1 y que el plano medio de la
losa ortétropa, contiene a los centros de gravedad de las secciones de la
misma. Las deformaciones medias en las direcciones x € y {¢, ¥ &) se
modifican por el efecto de interaccion del coeficiente de Poisson, en la

., . . e e
relacion de areas de contacto y total, es decir, —BA y —Bi con lo que se
1 2

obtiene:

*
0o fe
&7E VE<b1>

g o, (e
()

Resultan por consiguiente las relaciones:

o, =E*(@,+v,¢)

o,=E*(g,+v,e)

. e, e . . . .
(*) Las relaciones - y b—z corresponden a los coeficientes f; y fr, respectivamente, defini-
1 02
dos en la formuia 6.3.

o i
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siendo:

V1=VB: y V2=VE

Si se integran estas tensiones a lo largo de la seccion de cada viga, se
obtienen los momentos flectores resultantes unitarios:

h il
Mx=j2 o.zdz y Myzr o,zdz

4 13
2 2

estando expresadas las deformaciones a la distancia z del plano medio,
segln la hipotesis de Kirchoff, por las siguientes relaciones:

. _ﬁzazw . __Zﬁzw
R v TR0y
con lo que resulta:
0w *w
Mx=PLg;7+Dr5},7
0w &%w
My=pragzt Dz
en donde:
_E*Rie, _E*h’e,
PL="137p, P1=712" b,
E*¥h3e¢e
D =D,=y"mn—y12
1 =D2=v 55 8,

De un modo analogo se deduce para los momentos de torsién:

0w
M= Lg% by
o*w
. M, =— Vrb—x‘a—y

con

3 .
yL#er?}bi (si e, <h); y.=Gke, %— (si e,>h)
1 N 1
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h . R
yT=er§’E; {si e, <h); yT:-—.erZ%; (si e,>h)

y & un coeficiente dependiente de la relacion hfe, o h/e, segin el caso
(ver apéndice A).

De estas dos soluciones extremas correspondientes a los casos de losa .

maciza (total interaccion en las- dos direcciones) y emparrillado continuo
(minimo de interaccidn) se pueden deducir unos criterios de interpolacién,
con objeto de tratar situaciones intermedias. A modo orieatativo se indi-
ca un resumen de los mismos:

Las rigideces unitarias de flexién de la viga son:

p”=£ y p"—g
L bl T al
y la de las losas de forjado:
Ei Ej
Pf=T:—vz y P?z——zl Jv

La rigidez total en cada direcciéon se obtiene mediante composicion
directa, es decir:

PIEPLHPL Y Pr=PTET

Las rigideces unitarias de torsién de las vigas son:

., GI, . GJ,
s Yl A Ly
y las de las losas de forjado:
r .. 1.,
7=35Gi, y 17=5 Gl

La rigidez total se obtiene como suma.

Las formulas anteriores podrian ser generalizadas para considerar dis-
tintos moédulos de elasticidad E, y E, en los sentidos longitudinal y trans-
versal, asi como coeficientes de Poisson v, y v,.

En las férmulas anteriores I, I, J y J, representan las caracteristicas
elastomecanicas de la viga aislada y los valores i, i, j y j, las correspon-
dientes caracteristicas unitarias del forjado o losa comin.

6.8. Comentarios fipales

~_En los apartados anteriores se ha estudiado de un modo general, el’
dificil problema de la idealizacién de un tablero real en una losa ortétro-
pa. Este modelo estructural bidimensional es relativamente restringido y
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estrictamente sélo deberia ser aplicado a estructuras con un solo tipo de
trabajo, concretamente de flexion. Por ello, la consideracion mediante este
modelo de secciones transversales con disimetrias de las vigas, que intro-
ducen acciones en el plano de la losa (trabajo de extensién) supone una
aproximacion. A este respecto, la utilizacion de la lamina plegada permi-
tirla un tratamiento adecuado de estas situaciones, si bien, a un coste de
mayor complicacién del analisis.

Otro aspecto que limita ¢l rango de aplicacion de la losa ortétropa,
corresponde a que las losas consideradas se suponen satisfacen a las hi-
potesis de Kirchoff de placas. Por ello secciones con una proporcion ele-
vada de huecos, que son susceptibles, por lo tanto, de incluir en su modo
de trabajo estructural distorsiones, no deberian ser analizadas mediante el
modelo de losa ortétropa. Sin embargo, en el excelente texto de Cusens y
Pama (1975), se presentan algunos intentos de incluir de un modo aproxi-
mados estos efectos en el analisis, mediante la losa ortotropa. Conviene,
no obstante, tener en cuenta que estas situaciones caen de un modo natu-
ral dentro de un célculo tridimensional de lamina plegada, que sera trata-
do en detalle en el capitulo 9, por lo que no se comentan aqui los resul-
tados de Cusens y Pama.

Unas palabras de precaucién tespecto a la obtencidén de las caracteris-
ticas de la losa ortdtropa, equivalente a un tablero real En primer lugar,
la fisuracidn de las secciones reales puede disminuir de un modo impor-
tante las rigideces de flexidbn —y torsién fundamentalmente— lo que im-
plicaria una meodificacion sustancial de los valores de los coeficientes a y g,
y por lo tanto, de los resultados: los coeficientes de excentricidad y los
esfuerzos. Por otra parte, la exisiencia del pretensado en las secciones
—Ilongitudinal y a veces transversal— puede conducir a una ortotropia
del material que debe ser tenida en cuenta en un analisis de losa ortotro-
pa. En ciertos tipos de secciones —pseudolosas entre otras— las armadu-
ras transversales deben ser temidas en cuenta en una evaluacion correcta
de las caracteristicas mecanicas de las secciones. A este respecto; la citada
obra de Cusens y Pama (1975), presenta indicaciones y formulas de calcu-
o (*).

Por ultimo, se sugiere como fructifero campo de estudio, la deduccion
de formulas que permitan calcular las constantes de ortotropia de una
losa real (D,, D), D, D,, D,, y D,,) en funcién del tipo de seccién y sus
pardmetros caracteristicos (alturas, espesores, separacion entre vigas, etc.).
Un método eficiente podria ser recurrir a una técnica empirica de experi-
mentacién numérica, es decir, calcular el tablero mediante otro procedi-
miento mas exacto de analisis y contrastar los resultados con los deduci-
dos mediante la losa ortdtropa. Las constantes de ortotropia de ésia,
deberian elegirse de modo que el error entre ambos tipos de calculos
fuera minimo. Este problema asi planteado, cae dentro de las técnicas
usuales de programacién matematica (no lineal). Se comprende que de-

@

(*) Ver el capitulo VIII correspondiente al emparrillado plano, donde se plan‘Eean as@-
mismo estos problemas de idealizacién y por lo tanto algunos de los resuliados alli obteni-
‘dos son aplicables.
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penden los valores de las constantes de la losa ortotropa, que se deduz-
can mediante este procedimiento, de la funcién objetivo a minimizar-tipo
de resultado o resultados y secciones de evaluacion de los mismos, asi
como de la propia funcional objetivo (error medio cuadratico, suma de
valores absolutos, etc.). Evidentemente, el rango de variacion de los para-
metros de la seccibn constituye otro factor de posible alteracién de los
valores de estas constantes que se buscan.

En cualquier caso, conviene en este método de andlisis de la losa
ortoétropa, llevar a cabo varios calculos con distintos valores de los para-
metros de torsidn (&) y entrecruzamiento (6), v de este modo tener en
cuenta las posibles dispersiones originadas por las causas anteriormente
resefiadas: inadecuacién del modelo, fisuracidn, pretensado, etc. No obs-
tante, si la importancia de una coastruccién exigiese este tipo de estudios
(analisis de la sensibilidad de las constantes en los resuitados), se deberia
recurrir de un modo alternative a calculos tridimensionales mas refinados
—lamina plegada, por ejemplo— que no exigen el laborioso proceso de
la idealizaci6n estructural —particularmente si se desea efectuarlo con
cierto rigor— del tablero.
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El método
de la losa ortotropa

7.1. Introduccién

El modelo de tablero de puente denominado losa ortdtropa ha sido
objeto de un capitulo anterior. Alli se ha estudiado la losa ortdtropa
mediante el método de Guyon-Massonet-Rowe (GMR). Ahora se plantea
idéntico problema desde otra perspectiva, calculandose exactamente los
resultados, esfuerzos y movimientos de la losa, a costa de una pérdida de
las posibilidades de tabulacién y facilidad computacional Por oira parte,
las aproximaciones del método GMR, algunas de ellas importantes, desa-
parecen, obteniéndose los resultados de un modo consistente dentro del
marco de la teoria elastica lineal. Para ello se resuelve la ecuacién dife-
rencial resultante de la placa ortétropa, mediante una solucién en serie
de Fourier, tipo Levy. Se utilizan en dicha resolucidén notacion y técnicas
de calculo matricial de estructuras, por la facilidad que implica la pro-
gramacioén posterior en un computador.

Por otra parte, la idea de la solucién directa de la ecuacién diferencial
de la losa ortotropa permite tratar tipos de tableros distintos al rectangu-
lar simplemente apoyado, que es el inico que especificamente considera el
método de GMR. De este modo, se desarrolla, dentro de este capitulo, el
célculo de tableros rectangulares con condiciones de borde distintas a las
de simple apoyo, tableros continuos, tableros de planta circular y obli-
Cuos.

7.2. Losa ortétropa rectangular simplemente apoyvada.

7.2.1. Ecuacidn general

Se supone ¢l tablero del puente idealizado seglin una losa ortdiropa
rectangular (Fig. 7.1) simplemente apoyada en los bordes x=0 y x=2a

Los otros dos bordes, generalmente con condiciones de sustentacion,
se supone que soportan sendas vigas, que permiten, de esta forma, simu-
lar tipos muy generales de condiciones de borde.

Las caracteristicas elasticas de la placa se expresan mediante las cons-
tantes:
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D:O Dy’ ny’ Dy:o Dl’ DZ

que se relacionan con las propiedades reales del tablero mediante las
expresiones:

D =Ei Dy=v,D, ny:GiO
D, =Ej D,=v,D, D,.=Gj,

siendo: i y j las inercias de flexién longitudinal y transversal, respectiva-
mente, del tableroc real por unidad de longitud.

I ¥ Jo las inercias de torsidén longitudinal y transversal, respectiva-
mente, del tablero real por unidad de longitud.

v, ¥ v, coeficientes de Poisson de la losa ortétropa en las direcciones
longitudinal {x) y transversal (y).

E y G mobdulos de elasticidad directa y de cortante del material del
tablero.

v bordes con condiciones generales de apoyo
7 (normalmente libres)

——— ]
N

b simple apoyo

z { positivo hacia abajo}

2a

Figura 7.1. Placa ortétropa.

El problema referente a la determinacién de las constantes representa-
tivas del tablero real, ha sido tratado en el capitulo anterior. Aqui sola-
mente se resalta que, si se desea el cumplimiento del teorema de recipro-
cidad de Betti (*), es necesario que las constantes se seleccionen de forma
que: D;=D, o bien v,D,=v, D,

Frecuentemente, si el tablero es de vigas, se supone que

Eh?

v, D=y, D=y

12

(*) Este teorema, que matematicamente implica simetria o propiedad de autoadjunto en
el problema, es equivalente a la conservacion de la energia total de la estructura.
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siendo 4 el espesor de la losa comin de la cabeza superior de las vigas y v
su coeficiente de Poisson. En otros tipos de secciones transversales, se
suelen escoger v, y v,, de modo que

vy =V
DY

v,D.=v, D Vo

X ¥y

es decir v,=

A continuacion, se presentan la ecuacién general de la losa ortétropa
en desplazamientos verticales (w} y las relaciones esfuerzos-desplazamien-
tos. La deduccion de las mismas puede verse en Timoshenko y Woi-
nowsky-Krieger (1959) o bien Cussens y Pama (1975), por lo que sola-
mente se relacionan aqui los resultados finales:

Ecuacién general:

o*w o*w o*w
D,——+2H——5+D ——=p( 7.1
x 6x4 + axzayz + yaya, p(,c, y) ( )
con 2H=D, +D 4D, +D,

p(x, y) es la fuerza vertical por unidad de area actuando en el punto
x, ¥
Relaciones esfuerzos-desplazamientos:

0w 0w Pw 0w
Mx :—<DV‘O—XZ_+D15}72_> N My :_<Dy_a\7+Dzé;c7>
P*w _ P*w
Myy= =Dy Oxdy P M= =D 0xdy

3w 0w
g, = *{ngxﬁJr(Di +Dyx)m}

3w 3w
Qy = — {Dy_a’y—B—!_(DZ +ny)m}

Las relaciones de Kirchoff, que representan las reacciones verticales
resultantes equivalentes a los esfuerzos cortantes y momentos torsores, se
calculan mediante las igualdades:

oM oM
P Rx=Qx+—~—lay* ; Ry=0,+—52= (7.3)

Los esfuerzos con su sentido positivo se definen en la figura (7.2), que
corresponde a un elemento diferencial de placa.
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G, +dg
Y y myx + dmyy
Qx
my + dmy

m,+ dmy /
My / /‘—’”—“’mxy’dmxy dy
m l /
L]

Y

mY/ gy + dqy
/ A, /
dx

Figura 7.2. Esfuerzos de un elemento diferencial de placa.

La deformada de la placa w(x, y) se determina de modo que satisfaga
la ecuacion diferencial (7.1) de la losa y las condiciones de borde en el
contorno. EHstas Gltimas, son, en caso de simple apoyo, las siguientes:

w=0 M, =0

a lo largo de x=0y x=2a
O bien, teniendo en cuenta las ecuaciones (7.2)

02
w=0 5%:0 (7.4

a lo largo de x=0 y x=2a

Las condiciones de contorno a lo largo de los otros dos lados, y=0 ¢
y=b, se suponen generales, y no se especifican hasta més avanzada esta
exposicion (¥).

7.2.2. Solucion complementaria

Como es sabido, 1a solucién de (7.1), con sus condiciones de contorio,
se sucle obtener como suma de dos estados: 1) sin cargas en €l interior de
la placa (solucién complementaria), y 2) con cargas dentro de la placa,
pero sin considerar todas las condiciones de contorno (solucién particu-
lar). Detalles de la solucion matricial que se expone de un modo resumi-
do a continuaciéon pueden verse en las publicaciones de Samartin (1967),
Samartin y Martinez (1974 y 1974a).

(*) Obsérvese que ahora ¢l eje (y) no esta situado en el eje del tablero, sino que coincidg
con un borde libre. Ademas, se denominaba b al ancho total del tablero, en lugar del
semiancho considerado en el capitulo 5.
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La sclucién complementaria w_=w, (x, y) es, por definicion, ia solu-
cién de la ecuacién homogénea:

o*w 0*w J*w
D - 2 ey 1
x8x4+ Haxzayz +D, oy* 0

Con idénticas condiciones a lo largo de los bordes simplemente apo-
yados x=0 y x=2a

Se puede, por lo tanto, desarrollar w, en serie de Fourier segln la
direceién x, es decir:

w,= 3 w,(y) send,x (7.5)
n={
en donde
_nm
" 2g
w, (P=A et A e+ AjeTTI+ 4, e (F)
siendo:

A, A, A; y A, constantes arbitrarias.
ri, Ty 3 ¥ 1, raices de la ecuacién caracteristica bicuadrada:

DA% —2H2r? +D,r*=0 (7.6)

Se pueden distinguir tres casos en el tipo de raices de la ecuacion
(7.6), seghn el signo del discriminante

A=H>-D,D,

Caso 1 - A<0: Losa ortétropa rigida a flexion y flexible a torsion
(tipico caso en puentes).

Case 2 - A=0: Si H=D,=D, la losa es isotropa.

Caso 3 - A>0: Losa ortdtropa rigida a torsién y flexible a flexion.

Las cuatro raices r; (j=1, 2, 3, 4) de la ecuacién caracteristica (7.6)
pueden expresarse en funcién de dos tnicos parametros adimensionales 0
y o, v de la longitud reducida de la losa, 4,, correspondiente al armonico
n-simo. Los parametros 6 y « caracterizan la ortotropia de la losa y se
definen como sigue:

D
IS
SIS

~

I
*=/D,D,

(*) En caso de raices dobles, se sustituye un término e~ ¥ por ye v,
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Los valores de las raices r; se obtienen de acuerdo con la siguiente
tabla 7.1.

TABLA 7.1

RAICES ECUACION HOMOGENEA

Caso Raices Observaciones

1 (a<l) +{rts/—1) r=A,fcosa*

s=A,6 seno*

*1 — 1y (%
a¥ = cos a(*)

F4

2 (a=1) +4,0 (dobles)
3 (@=>1) +(rts) r =21,0 Cho*
s=2,0 Sha*
a*zl Ch™'a
2

A partir de la ecuacién . (7.5) se pueden utilizar las formulas (7.2) y
(7.3) vy obtener los resultados de interés en el calculo. Estos resultados se
pueden recoger, por conveniencia computacional, como elementos de una
matriz de resultados R(x, y) de dimension (11 x 1), definida a continua-

cién:

ow  dw T
R(xa y):<ws 'a—x—’ 5}7’ Mx’ My’ Mxy’ Myx7 Qxa an Rxa Ry)

En el caso de la solucién complementaria, esta matriz de resultados se
identifica por el subindice ¢, es decir, mediante el simbolo R.(x, y).

Se puede mostrar que esta matriz R (x, y) puede expresarse en la
siguiente forma:

Rc (xa y= Zl E"(X) ’ ch(y)

siendo

E (x)=diag. (u, v, u, u, u, v, v, v, U, U, ¥)
con u=senid,x y v=cosi,x

[\ On mmccmnnmtne dan Panainnan aeanc~ v oarafha nar cnc” o v Ch™ly recnectivamente
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en donde es:

G : matriz de dimensién (11 x4), definida en la tabla 7.2.

B : matriz de dimension (4 x 2), definida en la tabla 7.3, segun el
caso de losa ortdtropa considerado.

P(y): matriz de dimensién (2 x2), dependiente de la variable y. Se
define en la tabla 7.3, seglin el caso de losa ortdiropa.

A : matriz columna, de dimensién (4 x 1), que contiene las cuatro
constantes arbitrarias de la solucién complementaria.

C=0B

6={5U} (lJ 1:1’ 23 3: 4)

en donde
5ij:( 1)i+1
6,;=0 st i#j
TABLA 7.2
Matriz G
1 0 0 0
Ay 0 0 0
0 1 0 0
D A2 0 -D, 0
Dy“ﬁ 0 -D, 0
0 —D4, 0 0
0 ~D, A, 0 0
D.A3 0 —(D;+ D)4, 0
0 (D2+ny)Alﬁ 0 -D,
D3 0 —(2H—D,)4, 0
0 QH-D )2 0 -D,
TABLA 73
Matrices B y P(y)
Matriz Caso 1 e<l1) Caso 2 (=1) Caso 3 @>1)
1 0 1 0 1 0
-r S 1 —r i —r s
B r?—s* —2rs r2 | —2r 2452 —2rs
st | —sB43s2 | —1r3 32 ) —rP=3rs? | s34 357
Py) e"™cossy | e sensy e ™ | ey | e ™ Chsy|e ™ Shsy
—e " sensy | 7"V cossy 0 | e " Shsy {e” " Chsy
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7.2.3. Solucion particular

Se define Ia solucion particular como la solucion de la ecuacién (7.1)
pero que no satisface a todas las condiciones de contorno. Se comprende
que depende del tipo de carga p(x, y) actuante sobre la losa, por lo que
se determinan aqui Ginicamente dos casos frecuentes en la practica:

1. Carga uniforme transversalmente: p(x, y)=p(x).
2. Cuchillo de carga longitudinal a lo largo de y=7, es decir,

pix, y)=px) o(y—mn) (*).

Se supone a continuacion la placa simpiemente apoyada en x=0 y
x=2q, e infinita transversalmente. La solucién correspondiente a este caso
es una solucién particular de (7.1), vy se designa el vector de resultados
con el subindice 0, es decir, Ry(x, y). La solucién, para cada uno de los
casos citados de carga, es:

1. Carga uniforme transversalmente, p(x, y)=p(x}):

Ry(x 3= 3 B9 Ro,0)

oon

h
By (=GB, Tj‘b‘;
1 2a
h,,=a,fo p(x) sen A,x dx

B,=B (con r=5=0 en todos los elementos de B)
2. Cuchillo de carga a lo largo de y=#, de valor p(xj:
R, (x, J’)anl E,(x) - Ro(»)
con

Ro(y)=GCP(—y) Ay si y<n
R, (y)=GBP(y—n) A, si y=q

(*) 8(y—n) es la distribucién delta de Dirac, definida como sigue:

o(y—n)=0, para y#n

{ sy-mdy=1.

-
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25
¥ k, .
. - si aFl
Ao=1| 1| 44;D,D,
[ 5
,
1
r k .
AO - -—,,7'——,1——'— Si = l
1{ 4i; DD,

y h, definida como antes.

7.24. Solucién final

Es la solucién de la ecuacion (7.1) y de las condiciones reales de
borde de la losa que se puede expresar como suma de la solucion parti-
cular y la complementaria. En esta Gltima se deben elegir las constantes
de modo que se cumplan las condiciones de borde no satisfechas por la
solucion particular; es decir:

R(x, »)=Rox, »)+RLx, ») (7.7

Como ejemplo de determinacién de las constantes arbitrarias del vec-
tor A en la solucién complementaria, se presentan dos casos de condicio-
nes de borde:

a) Condiciones de borde homogéneas.

Estas condiciones de borde se pueden expresar, para cada borde
i (i=1, 2 corresponden a y=0 e y=b, respectivamente), seglin la ecuaciéon
matricial:

w

_w
k,, [ 5y] +k,; ["gyy]:o (=1, 2) (7.8)

en donde las matrices diagonales k,; y k,;, de dimension (2 x 2), satisfacen
la condicién adicional:

ky+k, =1, (matriz unidad de dimensién 2) (i=1, 2)
Puesto que la solucién se obtiene en forma de desarrollo en serie de
Fourier, y dado el caracter lineal de la ecuacion, la expresion (7.8) es

vilida para cada término del desarrollo trigonométrico.

El vector incognita A, para cada armonico n, se obtiene de Ia ecua-
cién (7.8) particularizando para y=0 ¢ y=>b la expresién (7.7), es decir:

A=-K'H

siendo -
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. - _
K=|k —913| 4k 915
“ L 9’1,:] i EAuty

CEN 2.5
k =1 +k '
2 L 92,1} P2 19211 |

)%

. 40 ) 40
H=k, | 952 }H;pl 91

L 9% _9(1),11_
= o = o 7
—g23 935
k +k '
a2 gg.l pz ‘92.11_

en donde

g, ; es el vector de dimension (1 x4) correspondiente a la fila i de {GB,
GCP(b)}

Y g,; ¢l vector de dimension (1x4) correspondiente a la fila i de
{GBP(®), GC}.

gy, es el elemento i de Rg,(0)

g3 es ¢l elemento i de R,,(b)

b) Vigas de borde.

Se supone que existen en los bordes i= 1, 2 sendas vigas, definidas por
sus rigideces de flexion (E1) y torsidn (GJ)).

La matriz de rigidez R;, en ejes locales de 1a viga existente en el borde i,
se puede expresar, para el arménico n-simo (Fig. 7.3), como sigue:

u _ow
[ RV} o R | (7.9)
v lviga i w ] viga i

con

La ecuacion (7.9) se puede transformar en ejes generales (de la losa),
de acuerdo con las técnicas usuales del cdlculo matricial de estructuras,
resultando:

Myl 0y :
{RJ—( T, RIS " (i=1, 2) (7.10)
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d
en donde ahora las componentes (M, R)) y <—5W_’ w> son las amplitudes
y

del arménico n de los esfuerzos y movimientos de la losa en el borde
i=1, 2).

Figura 7.3. Matriz de rigidez de la viga (armdnico n-simo).

La expresién de la matriz de transformacién de ejes se obtiene facil-
mente tras la inspeccion de la figura 7.4 (*):

Ti=[1 —a; cos @;+b; senq),-] (=1, 2)
0 Cos ;

Se comprueba que la ecuacién (7.10) tiene la misma estructura mate-
matica que la ecuacién (7.8), si se designa por k=1, y kpi:(~1)i TR
T, por lo que se puede utilizar aqui el mismo método de solucion que
en el caso de condiciones homogéneas de borde.

Una vez calculadas las constantes A para cada arménico, la solucion
complementaria estd completamente determinada y por lo tanto mediante
(7.7), también lo estd la solucién final R(x, ).

(*) Conviene observar que si los centros de gravedad O, y 0, de las vigas no estan en el
plano medio de la placa, es decir, si b, y b, son distintos de cero, el estudio bidimensional
como placa (sin considerar los esfuerzos de laja) no es estrictamente valido y seria necesario
un estudio tridimensional (ldmina plegada). Sin embargo, es posible, con ciertas simplifica-
ciones e hipOtesis aproximativas llevar a cabo el calculo anterior (cuando &, y b, son
distintos de cero). 1déntico comentario se podrd hacer con referencia al angulo ¢; formado
por los ejes principales de la viga y el plano medio de la losa. Er el capitulo 11 se trata este
problema. detalladamente, dentro del contexto de los elementos finitos bidimensionales.



224 CALCULO DE ESTRUCTURAS DE PUENTES DE HORMIGON

Figura 7.4. Transformacion de ejes locales (vigas) a generales (losa).

7.2.5. Tableros articulados (D,=0)

Es frecuente distinguir dentro del caso 3 de las losas ortdtropas («
>1), la situacién limite que aparece cuando D, tiende a cero, con lo que
el valor de « crece indefinidamente. Desde un punto de vista fisico, esta
situacion tiene lugar cuando se idealiza el tablero como un conjunto de
vigas longitudinales articuladas en la direccion transversal. De esta forma
se simula la baja rigidez transversal del tablero, y las vigas longitudinales

no pueden tener desplazamientos, perc si rotaciones transversales relati-
vas entre si.

La técnica de solucién de (7.1) se modifica ligeramente en este caso,
teniendo en cuenta que la ecuacion (7.6) se transforma en una de segundo
grado en r. Las raices son, entonces:

r;=co (doble) (=1, 2)

ek, ST (=3, 4)

La tabla 7.2 no se modifica, pero en la tabla 7.3 las matrices B y P(y)
disminuyen su dimension, resultando:

1

B= ‘—'rz dimensién (4 x 1)

_p3

P(y)=e™7
A es ahora una matriz columna de constantes arbitrarias de dimen-

sién (2 x 1). : ,
Con referencia a la solucién particular, sélo debe cambiarse la expre-

[
)
3
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siébn de las constantes A, del caso 2) de carga, correspondiente al cuchillo
a lo largo de n=cte.
Asi, se obtiene, para la constante A,

h

Aoz[l]ﬁ dimensién {1 x 1)

¥ x
Por Gltimo, en la solucién final no deben incluirse las condiciones de
. . ow . | M
borde correspondientes al giro rm {(y al momento transversal M ), ya
y

que, por la naturaleza fisica del problema, no existe continuidad en el
primero y el segundo es nulo (D,=0).

Por otra parte, se comprueba que mateméticamente sélo existen dos
constantes en A, que corresponden Unicamente a una condicion de con-
torno en cada borde de la placa.

Por lo tanto, la ecuacion (7.8) se transforma en:
k[wl+k,[R]=0 (i=1, 2)

con ky+k,=1 (matriz unidad de 1 x1); andlogamente el vector de in-
coOgnitas A es:

A=-K'H

con

K= kizgi1+kpig:11
king21+kp28 11

k gO +k g0
H—| 19117 %p1d1.11
[kdzg(z).l‘l'kszg,u

De modo similar se procede para la viga de borde, cuya matriz de
rigidez en gjes locales, se expresa por la ecuacion (7.9) la cual se reduce
ahora a la siguiente:

{Qy} vigai™ Ri {W} viga i

siendo la «matriz» de rigidez:
=4
R;=A%EIL

La matriz de transformacion de ejes 7; es simplemente {cos ¢} (i=1, 2}
y la ecuacion (7.10) sigue siendo valida.
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7.2.6. Aplicacion

Utilizando la teoria expuesta anteriormente, se puede escribir directa-
mente un programa de calculo mediante computador de la losa ortotropa
rectangular simplemente apoyada. Un posible diagrama de flujo se repre-
senta en la figura 7.5

La utilizacién de un calculo de este tipo, dentro del analisis estructu-
ral de un tablero de puente, puede llevarse a cabo de acuerdo con uno de
los objetivos siguientes:

a) Estudio del repartc transversal.

b) Céalculo directo bidimensional.

A continuacién se comentan brevemente las caracteristicas mas impor-
tantes de ambos usos del método de la losa ortétropa:

a) Estudio del reparto transversal:

En este caso el método de la losa ortotropa se puede utilizar de modo
analogo al método de GMR. Es decir, el tablero del puente, simplemente
apoyado o continuo, se calcula a todo ancho.

A continuacion se determina, mediante ¢l método de la losa ortotro-
pa, la distribucidn transversal de resultados caracteristicos en secciones
especificas (vigas central, extrema, en centro de luz o apoyos, etc.).

Esta distribucién transversal se utiliza de dos formas diferentes segun
los resultados que se consideren: Coeficiente de excentricidad (w, M,
0., V., etc.)y envolvente transversales de valores maximos y minimos MV 0.
etcétera).

En ambos casos, es necesaria la determinacion previa de las lineas de
influencia, bien del carro de 60 t, bien de cargas puntuales o cuchillos de
carga. Para ello se supone conocida longitudinalmente la posicion del
tren, es decir, las secciones x de actuacion de las cargas. A continuacion
se determinan, para un conjunto discreto de valores de y (ver figura 7.6),
los resultados R(x', y') cuya distribucién se desea conocer y que constitu-
yen las lineas de influencia de R(x’, ') en funcion de y (posicion transversal
del eje longitudinal del tren).

Si p( y) es una de estas lineas de influencia, el coeficiente de excentrici-
dad maximo, k es, por definicion (Fig. 7.7):

max®

max Z Aip(y+d)
Y (7.11)

max = N b
<Z f%) J ply) dy
1 0
siendo

N =el numero de ejes del tren.
= la proporcion entre la carga total en el eje i y la carga total por
eje introducida en el calculo de la linea de influencia p(y).
d, =es la separacion entre el eje i y el eje | elegido como referencia.
Evidentemente d,=0.
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[Laer datos de ta losa j (1)

LOSA ORTOTROPA

Leer datos de las cargas ] {2)
Leer datos del cdlculo l {33

l Poner @ cero los vectores resultantes R (x,y) en los puntos de salid?l

Ijalculur pardmetros a y 8

i

Oeterminar para cada armdnico

[ Definir matrices B, C, P ( b)—l

Formar matriz  k , del sistema [7 8] kA =ﬂ

Obtener k=

Determinar para cada cuchillo de carga (4 )

lCoeﬁciente del desarrollo en serie

qulor A de la solucidn pc\rticular—|
I Calecular la matriz Hy A =~ k"ﬂ]
)

Catcular en los puntos de salida
Rol,y), Re {x,yl y Rix,yl=Rg {x,yl+Re {x,y)

LAcumulur Ri{x,y) at vector suma de las cargas un(zrrorz?l
)
Acumular R (x,y)al vector suma del armdnico anterior I

k]
[Escribir resuttados de los vectores R ( x,yTl

END

Comentarios:

(1) a, b, D, D, D,,, D,, D, D,. Condiciones en cada borde o caracteristicas de la viga de borde:
EL, GJ;, a;, by, ¢,

§2)PCarga puntual (punto de aplicacion x;, y;), P;. Carga uniforme {rectangulo de lados 4, b, y centro
XYih Fy

(3) Datos referentes al niimero de arménicos, nimero de puntos de salida de resultados (m transversa-

les y n longitudinales equidistantes, o bien sus coordenadas x;y; en caso de puntos arbitrarios).

(4) Cuchillo de carga se define como el conjunto de fuerzas con puntos de aplicacién con idéntica
abscisa (x;) y ancho transversal (a; en el caso de carga repartida). Es posible, entonces, determinar el
coeficiente de la serie armoénica suma de las cargas componentes del cuchillo y tratar el resultado como
un unico cuchille de carga.

Figura 7.5.
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y =define la posicién transversal del primer eje del tren y, por lo
tanto a éste. Su valor puede variar como méximo entre 0 y b, o
bien, si existen aceras u otros impedimentos en la calzada, entre
los Iimites pertinentes.

Pl PPy p?. PZ.pd e
Ay o= s Ap o= B
Py s Py s Py P+ By e Py v Py s Py
1 2 n
P! — Pl - P‘l
se supone que = P ey
1 2 n
PZ PZ PZ
1 2 3
F‘ = P’ = = F' ete
1 2 ul
P p2 el

X

T T I T TIITrE T Ty Tl

Seccién cuyos resultados

ey

b

Figura 7.7. Definicion del tren de cdlculo.

se desean estudiar
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Este valor de k_, se aplica a los resultados a todo ancho del tipo
(w, M., O,y R), y estrictamente los resultados obtenidos de esta forma son
validos tnicamente para la posicién longitudinal definida por la abscisa x,
supuesta para el tren en el calculo de las lineas de influencia. Sin
embargo, es practica comtn su aplicacién a otras posiciones del tren (en
particular a las que producen los resultados a todo ancho mas desfavora-
bles), siempre que la diferencia entre ambas posiciones no sea excesiva.

A veces, el tren de calculo se compone de un vehiculo con cargas
aisladas importantes y una sobrecarga uniforme. En este caso, se deben
de componer los coeficientes de excentricidad de cada tipo de carga (gjes
puntuales y cuchillo de sobrecarga uniforme), de modo que se obtenga el
coeficiente de excentricidad global segin el procedimiento indicado en €l
método de GMR, y cuya implementacién en un programa puede verse en
el apéndice B.

Anédlogamente las envolventes transversales de los esfuerzos maximos
(M, y Q,, principalmente) se pueden deducir a partir de las anteriores
lineas de influencia, como se indica a continuacién:

Sea p(y, y) la linea de influencia del resultado R{(x', y'), correspon-
diente al eje del tren situado longitudinalmente segiun la abscisa x (Figu-
ra 7.6) y definido transversalmente por y.

Utilizando la notacién de la figura 7.6, se tiene, entonces:
pméx(y/) :méx ii,l Aﬂ‘i p(y+ d[’ y/)

peial?)=min 3 p(y+d, )

Las curvas p_, (¥) ¥ Pma(y’) constituyen las envolventes de los resul-
tados maximos. Se comprende que dependen de las abscisas implicitas
x y x’, si bien la influencia respecto.a x es menor si se prevé una adecuada
posicién longitudinal del tren. La importancia de x’' ha sido comentada
en el estudio del método de GMR, con referencia especial a la variacién
de los momentos transversales M.

— Ejemplo 7.1

Determinar las lineas de influencia en una losa ortdtropa rectangular
de la flecha vertical w y del momento flector longitudinal M, en la seccion
centro de luz x=a, cuando actGa un cuchillo de carga uniforme p(x, y)=
=1 tm™* a lo largo de y=constante.

La losa ortotropa que se considera, presenta las siguientes caracteristi-
cas:

luz=2a=18,29 m; ancho=b=1524 m; E=23x 10° tm™>

v, =v,=v=0,15.
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Las inercias de flexién son:

i=0,033711468 m*/m j=0,006915341 m*m

y las inercias de torsién tienen los valores:
i,=0,003103710 m*/m jo="0,000855405 m*/m

Los parametros de la losa ortétropa cumplen la condicion de sime-
tria: D =D,=vD, ' . .

En la tabla 7.4 se presentan los resuliados de las lineas de influencia,
atilizando 1 y 5 términocs de la serie armén}f:a del desarrpllo de lz} cargai
A efectos comparativos, se presentan también los obtenidos mediante e
método de GMR. La figura 7.8 muestra estos resultados.

Fl coeficiente de excentricidad se ha definido por e} cociente entre el
resultado obtenido mediante la teoria como plgca ortétropa y el mismo
calculado segin la teoria como viga (flexién cilindrica), correspondiente a
las mismas condiciones de carga. Por lo tanto, los'v.alores reales de los
resultados, w v M se obtienen a partir de los coeficientes de las tablas,

multiplicando por los valores

5 Qa* (2a)?
384 E, ° 8

respectivamente. Por otra parte, en el método de GMR (no asi en Cusens
y Pama) se introduce la simplificacién &, =1, | k.

TABLA 7.4()

Lineas de influencia del coeficiente de reparto de w em x=a

Seccién cargada y/2a
0 0,125 10,250 10,375 10,500 | 0,625|—90,750| 0,875| 1,000

- - 0,69 | GMR

4,80]346 201 |1,02 [037 [-0,04 {~030 |-052 |-06 -

° 535{361 |2,17 | 1,12 |04l |~005 |~035 |—057 |~0,77 |1 arménico
5300350 (218 | 1,12 {041 {~005 [—035 |~057 |—0,77 |5 armonicos

- - MR
2 51265 [1,92 [126 (071 | 031 [~002 |-026 {~051 |GMR
0123 3’21 281 (200 128 {071 | 028 |~0,05 [~032 [~057 | I armonico
3;59 2:79 1,99 | 1,28 (0,71 0,28 |—0,05 |~0,32 {—~0,57 |5 armoénicos

- - R
2,0111,92 | 1,77 | 1,43 |1,02 0,66 0,30 0,02 0,30 |GM o
0250 2,(1)7 2,00 | 1,79 | 1,43 |01 0,62 0,27 {-0,05 1-0,35 l armonico
2:18 1:99 1,78 [ 1,42 [1,01 0,62 0,27 {-0,05 | —0,35 |5 armoénicos

—-0,04 | GMR
0,375 | 1,02{1,26 | 1,44 [148 |1,32 1,01 0,66 0,31 0, .
| 1,12[1,28 | 1,43 |147 |1,28 0,96 0,58 0,28 |—0,05 |1 armonico
1,12(1,28 | 1,42 |1,45 1,27 0,96 0,62 0,28 |—0,05 |5 armoénicos

0,500 |0,37(0,71 | 1,02 }1,32 [1,45 1,32 1,02 0,71 0,37 GMR’.
041|071 | 1,01 1,28 1,40 1,28 1,01 0,71 0,41 |1 armoénico

Método

Seccion de estudio y'{2a

0411071 | 1,01 1,27 [1,39 1,27 1,01 0,71 0,41 |5 armonicos
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TABLA 7.4(b)

Lineas de influencia del cocficiente de reparto de M, en x=gqa

Seccién cargada yj2a
0 0,125/ 0,250 | 0,375 | 0,500 0,625! 0,750| 0,875 1,000

0 5281381 1221 |1,12 |041 |-0,04 |~0,33 -0,57 1-0,76 |GMR
54813,69 1223 (1,15 |042 |-0,05 —0,36 |—0,58 |-0,78 |! armonico
51013,57 | 2,24 11,17 |042 |-0,05 ~0,36 1 —0,58 |—0,78 |5 arménicos

0,125 13,80 (2,92 | 2,11 1,39 10,78 0,34 1-0,02 |-0,29 |—-0,56 |GMR
3611291 (2,07 |1,32 {0,72 028 |-005 1-0,33 {—0,59 |1 arménico
3,50 12,80 12,00 (1,31 [0,72 0,28 [-0,05 |~0,33 |-0,59 |5 arménicos

0,250 | 2,21 12,11 1,95 | 1,57 | 1,12 0,73 0,33 1-0,02 |-0,33 |GMR
2,13(2,03 | 1,90 {1,50 |1,05 0,63 0,26 |—-0,07 [~0,38 |1 arménico
2,1411,97 | 1,80 | 1,44 | 1,04 0,64 0,27 | —0,07 [-0,38 |5 armonicos

Método

Seccion de estudio y'/2a

0,375 (2,121,39 | 1,58 1,63 | 1,45 1,11 0,73 0,34 | —-0,04 |GMR
L0O5 11,27 | 1,49 | 1,59 1,35 1,00 0,62 0,25 | —0,10 |1 arménico
1,07 1,26 | 1,42 | 1,49 | 1,29 0,99 0,63 0,26 | —0,10 |5 arménicos

0,500 | 0,4110,78 | 1,12 | 1,45 | 1,60 1,45 112 0,78 041 |GMR
0,3410,69 | 1,03 | 1,35 | 1,53 1,35 1,03 0,69 0,34 |1 arménico
0,3510,69 | 1,02 | 1,29 { 1,53 1,26 1,62 0,69 0,35 15 armc'miciJ

Conviene observar que en el cilculo automatizado de las lineas de
influencia en una losa ortétropa no se suelen obtener los coeficientes de

. reparto, sino operar con los resultados reales ¥ pasear transversalmente el

tren, como se ha indicado anteriormente. Los coeficientes de excentrici-
dad de magnitudes «longitudinales» (w, M., 0.y R,) se deducen de forma
idéntica (ya que constituyen coeficientes adimensionales) a como se des-
cribe en el método de GMR. En cambio, el calculo de la envolvente de
magnitudes transversales (M » O, ¥ R)) representa una tarea computacional
importante, ya que es preciso el tratamiento sucesivo de diferentes lineas
de influencia. Cada una corresponde a la seccion transversal cuya ordena-
da (maximo o minimo) en la curva envolvente se desea determinar. En el
apendice B se muestra un ejemplo de este tipo de calculo mecanizado.
Ahora se presentan, a efectos ilustrativos solamente, todas las lineas de
influencia que se obtienen en un cilculo por computador, en una seccién
(x, ') determinada de una losa ortétropa.

— Ejempls 7.2

Determinar con tres armonicos signiﬁéativos todas las lineas de in-
fluencia en los puntos (8,50; 5,00) y (8,50; 10,00) de la losa ortotropa
siguiente:

2a=17,00  b=20,00 ; E=35x10%m"? v=0.20
i =0,06902 m¥m ; j =0,08333 m¥m

i=0,16667 m*/m ; j,=0,16667 m*m
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Se supone la actuacion de un cuchillo uniforme de carga de | tm™*

actuando en toda la luz del puente.

En la tabla 7.5 se reproducen los resultados obtenidos mediante el
computador. Para otro tipo de cuchillo de carga (tres ruedas de 10 ¢ en
el caso del tren de la Instruccidn espaifiola) seria necesario definir la posi-
cidén longitudinal del tren, que, segln el tipo de esfuerzo a estudiar es, en
general, diferente.

TABLA 75

Lineas de influencia. Tren cuchillo de carga uniforme extendido en toda la luz

TREN D1=20,000; D2=0,000; D3=0,000; D4=0,000; P1=0,000; P2=0,000; P3=0,000
SITUACION DEL TREN 0,00
LINEA DE INFLUENCIA EN SECCION X=8,50; Y=5,00

Secciones de aplicacion de la carga yja

Funcién { 0,000 | 0,100 | 0200 0300] 0400 | 0500 0600 0,700 | 0,800 ! 0,900 1,00 z

w 0,310 0,294 0,280 0.259 0,230 0,199 0,171 0,148 0,129 0,116 0,108 4,080

aw

™ 0,000 { 0000 | 0000 | 0000{ 0000 0000 0000 0000 0000{ 0000 0000{ 0,000
-~ ,

aw

. —0,034 | —0,026 | 0016 |-0,0064 | 0002 [ 0006 | 0,008 | 0008 | 0009 | 0,009 | 0,009 | 0,029
v

M, 2,542 2,531 2,538 2,384 2,065 1,759 1,490 1,269 1,110 0,978 0,894 | 35,708

M, ~0,496 0,258 L1311 1,256 0,662 0,275 0,045 | —0,085 | —0,162 | ~0,213 | —0,257 5,857

M, 0,000 0,000 0,000 0,060 | —0,000 | —0,000 [ ~0,000 [ ~0,000 | —0,000 | —~0,000 | —0,000 0,000

Q. 0,000 0,000 0,000 0,600 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

a9, ~0,313 [~0,406 | —0484 0,707 0,269 0,199 0,145 0,106 0,079 0,059 0,044 0,329

R; 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,600 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

R, ~0,603 | -0,615 | —0,609 0,270 0,270 0,246 0,215 0,185 0,161 0,142 0,129 0,061

LINEA DE INFLUENCIA EN SECCION X=850 Y=10,00

Secciones de aplicacion de la carga yla

Funcidn 000( 0100| 02001 0300| 0400| 0500] 0,600! 0,700 | 0,800 | 0900 [ 1,000 b3

w 0,177 0,182 0,193 0,206 0,219 0,225 0,219 0,206 0,193 0,182 0,177 4,017

— 0,600 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,600 0,000 0,000

%‘;i -0019 [ —0,017 | ~0,016 | -0,0i3 | —0,008 0,000 | 0,008 0,013 0,016 | 0017 0,019 0,000
M, 1,455 1,539 1,667 1,830 2,009 2,179 2,009 1,830 1,667 1,539 1,455 | 35422
M, -0435 | ~0,224 | 0,033 0,407 | 0976 1,763 0,976 0,407 { 0,033 | —0,224 | —-0435 7,208
M, 0,600 | 0,000 | 0,000 | 0,000 { 0,000 [—0,000 | -0,000 | —0,000 | —0,000 | —0,600 {0,000 { 0,000
Q, 0,000 | 0,000 | 0,000 ¢ 0,000 { 0,000 | 0000 0,000 0,000 | 0,000 | 0,000 { 0,000 0,000
g, ~0,143 | -0,184 | -0,236 |-0,303 | ~0,379 | 0424 | 0379 0,303 | 0236 | 0,184 [ 0,143 0,000
R, 0,000 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0000 | 0,000 0,000 0,000 | 0000 | 0,000 [ 0,000 0,000
R —0,317 | -0,342 | -0,373 } -0,406 | —0,429 0,424 0,429 0,406 | 0,373 0,342 0,317 | — 0,006

i
i
i
5
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by Calculo directc bidimensional

Otra posibilidad de utilizacion del método de la losa ortotropa al
calculo de tableros de puentes, alternativa a la que se acaba de describir,
consiste en el analisis directo como estructuras bidimensionales. En este
caso, ya no es necesario realizar la separacion del analisis en dos fases:
calculo global a todo ancho y calculo transversal. Ahora se determinan
en un conjunto de secciones especificadas por sus coordenadas (x', ¥),
utilizando directamente la teoria de la losa ortdtropa, los resultados de
interés cuando la sobrecarga actia en una posicién prefijada. Mediante
sucesivas modificaciones en la posicion de la sobrecarga (paseo del tren),
se pueden obtener los resultados —movimientos y esfuerzos— mAXimos y
minimos, directamente, sin necesidad de la utilizacién de las lineas de
influencia anteriormente comentadas.

Esta posibilidad es atractiva y puede ampliarse en la practica del calcu-
lo de tableros de puentes. Sin embargo, adolece de las siguientes des-
ventajas, en comparacién con el anterior calculo tradicional de la losa
ortotropa: 1) Sélo es aplicable a tableros de puentes rectangulares simple-
mente apoyados. Es decir, los casos de puentes ligeramente esviados, de
variacién suave del ancho, o continuos, no pueden ser tratados de esta
forma. Por el contrario, en el método del apartado a), como el coeficiente
de excentricidad corresponde a un nlmero relativo entre un resultado y
su valor medio, el error que implica en el calculo esta acotado, incluso en
Jos tipos de tableros citados, que por su geometria o condiciones de sus-
tentacién, sean distintos a la losa rectangular simplemente apoyada. En
efecto, en todos ellos el valor global del resultado se calcula correctamen-
te y solo su distribucion transversal es susceptible de error (*). 2) En
general, es un procedimiento caro en comparacion a la utilizacion tradi-
cional, ya que exige un paseo del tren en las dos direcciones —Ilongitudi-
nal y transversal—, elevando de un modo importante el ntmero de casos
de carga a considerar. Por el contrario en el procedimiento tradicional, la
posicién longitudinal del tren se deduce de un modo inmediato del célcu-
lo global a todo ancho, y solo exige el paseo transversal del tren.

7.3. Losa ortdtropa rectangular con condiciones de borde distintas
de las de simple apoyo

El analisis anterior puede ser llevado a cabo de un modo completa-
mente paralelo como se acaba de indicar considerando desarrollos de
Fourier generalizados, es decir, con funciones ortogonales distintas de las

. " nw
trigonométricas sen A,x=sen 5 X De esta forma, se pueden contemplar
otras condiciones de borde para la losa ortétropa, distintas de las de
simple apoyo, que implican los desarrollos trigonometricos. Sin embargo,
como se vera a continuacidn, este estudio solo seré aplicable a las losas
con baja rigidez torsional, o sea, a las losas con un valor de H tal que

(*) Con respecto a los esfuerzos locales, éstos suelen ser, a partir de ciertas luces mini-
mas, independientes de las condiciones de sustentacién en los apoyos del tablero e incluso
de las ligeras variaciones de geometria.



234 CALCULOG DE ESTRUCTURAS DE PUENTES DE HORMIGON

2H=D_+D,+D +D,~0

Para ello se introduce un nuevo conjunto de funciones deducidas por
Lord Rayleigh (1877) en el estudio de las vibraciones de la viga y utiliza-
das en el calculo de tableros de puentes por Inglis (1944).

7.3.1. Funciones de Rayleigh

Se denomina funcidon de Rayleigh en el rango (0, [) a una funcién

cualquiera F(x), del tipo
F(x)=A, ChAx+ A, ShAx+A4; cos Ax+ A4, sen ix

que satisface, en cada unc de los bordes x=0 y x=/, una pareja cual-
quiera entre las siguientes cuatro clases de condiciones de apoyo homo-
géneas:

kw

a) Coeficiente de excentricidad de flechas en la .seccién

centro de luz

A=GMB
B=1 armonico
C =5 armoOnicos

b) Coeficiente de excentricidad de momentos en la
seccidn  centro de luz

Figura 7.8. Resultados del ejemplo 7.1.
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2
1. Apoyo simple: F =%§:0.
2. Empotramiento: F= % =0.

. d*F d&°F
3. Libre: W:FZO
. . _dF d°F
4. Deslizamiento normal: —E—W—O.

En cada uno de los dos extremos de una viga puede existir una
pareja de estas condiciones. Las funciones trigonométricas sen 4,x consti-
tuyen un caso particular de las funciones de Rayleigh (apoyo simple-

apoyo simple) con i:ﬁlﬁ n=1, 2, ..

Las expresiones de algunas funciones de Rayleigh se indican en la
tabla 7.6 ’

TABLA 76

Funciones de Rayleigh

Caso Funcion de Rayleigh Valores de A, Valores de A,
. . . Chi,l—cosi,l
Biempotrado A (ChA,x—cos i, x)—|Chi,l=1 m:m
—{(Shi,x—send,x) |i,l= 47300 A, =10178
Ay l= 7,8540 A,=0,9992
A4l = 10,5956 A; =1,0000
Chi,l+cosd,l
i — — hA l A l=—1 _——m
Voladizo A, (Chd,x—cosd,x}— |Chi,lcosi, "~ Shi. —send.l
—~(ShA,x—send,x) |4,1=18751 A, =1,3622
A, 1=4,6949 A,=009819
A31=728540 A5 =1,0008
Empotrado- A (Chl,x—cos A,x}— |thi,l=tgld,l A,=1
apoyado —(Sh 4,,x—sen 4,x) Ay l= 39270 A =1
Ay 1= 7,0686 A,=1
A31=10,2102 451
Biapoyado A, sen X send, /=0 A,=1
Al=m Ay=1
Agl=2n A,=
Ayl=3n A;=1
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Las pgppiedades mas importantes dc estas funciones se resumen a
continuacion:

d*F
1. v =J1*F (se reproducen, salvo un factor, al derivarlas cuatro

veces).

2. I_’ara cada pareja de condiciones de apoyo en los bordes x=0 y
x =1, existe un conjunto infinito de funciones de Rayleigh F (x) que se
ordena.n segun un indice n. Los valores - de A, son crecientes gon ny se
denominan autovalores: A; <A, <A; < <4d,<. Cada autovalor 1_ vy sus
correspondientes constantes AP, AP, 4( y A, definen la funcién de
Rayleigh F,(x) o autofuncién.

— Ejemplo 7.3

Las funciones de Rayleigh correspondientes a una viga empotrada
{en x=0) y apoyada (en x=I[) son:

Fi(x)=AY(Chi x—cos A x)—(Shi, x—senl, x)
Fy(x)=AP(Chl,x—cos i, x)—(Shi,x—sen i, x)
Fy(x)=AP (Ch A3 x—008 A3 x)—(Sh /; x —sen A, X)

F (x)=A"(Chi,x~cos A,x)—(Shi,x—senl,x)

Los valores correspondientes de las constantes son:

ChAl+cosil
(n . A= - (n_ _ () .
AP =Ty ¢ AT A=Ay Al

siendo

L) A

Ay, Ay e A, las sucesivas soluciones de la ecuacion:
Chilcos Al=—1
Asi:
A, 1=1,87507 AP =1,36221

A, 1=4,69694 AP =098187
Ag1=7,85398 A®=1,00078

1= e 4100000

En la figura 7.9 se representan las tres primeras de estas funciones y

los correspondientes valores en la tabla 7.7.
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Fix)
FI(x)
0 o 02 03 04 05N\ 06 07 0B/ 08 10 X

Fix)

Figura 7.9. Funciones de Rayleigh del caso empotramiento-libre.

TABLA 7.7

Yalores de las funciones de Raygleigh correspondientes a empotramiento-simple apoye

—1 %

010,00 (0,20 0,30 040 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

F,100,045910,1739]0,3715}0,6258 |0,9250 1,2568 1 1,6097] 19766| 2,3494| 2,7244

F,{00,1820|0,59141,0330{1,3423|1,4014 1,1578] 0,62341-0,1372 }~1,0284 [-1,9637

F,10(0,4564(1,20981,5137]1,0530 0,0389 | —0,9486 |~ 1,3159 | —0,7902 |—0,4575 2,0016

3. Las funciones de Rayleigh correspondientes a una determinada
pareja de condiciones de apoyo constituyen una base ortogonal. Esta
propiedad significa que son linealmente independientes, y que, practica-
mente, cualquier funcién de interés en el célculo estructural puede expre-
sarse como combinacién lineal de las F(x). Ademas, si F(x) y F,(x) son
dos funciones de Rayleigh distintas pero correspondientes al mismo casoc
de condiciones de apoyo, se cumple la condicion de ortogonalidad si-
guiente:

le,,(x)Fm(x)dx=O si (m#n) (7.12)

0
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Por lo tanto, si p(x) es una funcidén, que cumpla ciertas condiciones
muy generales, puede expresarse en serie de Fourier generalizada como
sigue:

pI= 3 b, () (713

con

[¢]

fl F2(x) dx

o]

f plx) F(x) dx
hy=

— Ejempio 7.4

. Desarrollo de la carga uniforme, p(x)=p, medianté funciones de Ray-
leigh (empotramiento-libre}:

iPa

p= 2 P F, (%)

Las funciones F,(x) han sido deducidas anteriormente, y se tiene en-

tonces:
1
F (x) dx 5
0 - n
h =L— (Apyp

n 1 p=-
J FYx) dx Al

0

con lo que resulta:

hy=0575 p ; h,=0442 p ; hy=0255 p
h,=0,182 p : h,=0,139 p

4. Es util conocer la siguieate formula del mod ' i
do ‘Raybrgts médulo de las funciones

1
1 .
2 2 7 7] 11
f Fi(x)dx=g {F2~F,Fy+F},_, (7.14)
siendo

dF, L dF,  po_ | 43F,
R P A L L VL
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Si existe un borde empotrado y se adopta como origen x=0 el empo-
tramiento, la formula (7.14) se transforma en la siguiente:

4 i
Valor de -~ j F%(x) dx
Borde x=0 | Borde x=1 IJo

empotrado libre F ) =F(0)
empotrado | empotrado Frh? =F,(0?

5. Se puede mostrar que la condicidn de ortogonalidad (7.12) vale
para las funciones de Rayleigh cuyas condiciones de contorno satisfagan
la siguiente relacidn:

[FoFy—F o Fo=F F+F, F}=0

En donde esta expresion representa la diferencia entre los valores del
corchete particularizadas para x=1[y x=0.
Esta condicién se deduce al considerar las igualdades:
d*F d*F,

n.. 34 — 4
dx AnFn y dx4 AmFm

y multiplicarlas por F, y F, respectivamente, procediendo a su integra-
cién por partes entre los limites 0 y L

Por lo tanto, es posible ampliar las funciones de Rayleigh introducien-
do entre las condiciones de contorno el caso de coaccidn apoyo elastico
simétrico en ambos bordes de la viga. Es decir, funciones F,(x) que satis-
facen:

a*F .
#:Aanm

y las condiciones de apoyo elastico:

F,=0

para x=0
d’F, kdF,
dx* 1 dx
F,=0
&F,  kdF, para x=1
dx* 1 dx

Carmichael obtuvo en (1959) las expresiones en este caso de las fun-
ciones F_, que son:
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F,=A,(Chi, x—cosi,x)+B, Shi,x+senl, x

con

k Al Al
Anl= —z(th -2'”—+tg »éi) si m impar

k Al AN o
Aul= -3 (coth —-—cotg - ) St m par
}'ml . ’;{ml lml s
A4,= —cotg 5 B,=cot - th —- St m impar

A A A :
A4, =tg ._—)—'; B, = —tg «—2'“-' coth —7’"—1— si m par

Para k=0 y k= co resultan los casos extremos de biapoyo y biempo-
tramiento, respectivamente.

7.3.2. Aplicacion a la losa ortdiropa

Si se considera la losa ortStropa con rigidez torsional despreciable
(Dy,= D, =0), y coeficiente de Poisson nulo (D, =D,=0), se puede escri-
bir H=0, y, por lo tanto, la ecuacién general (7.1) se convierte en:

0w *w
Dx‘a—xT“l‘Dy‘gilT:P(X, ¥) (7.15)

Se supone que las condiciones de apoyo en x=0 y x=2a son del tipo
comentado en el apartado anterior. Sea F,(x} la funcion de Rayleigh
correspondiente a dichas condiciones de contorno, en donde aqui, la va-
riable [ se sustituye por la luz Za de la losa. Las condiciones de contorno
a lo largo de los bordes y=0 e y=>b son, en principio, arbitrarias, como
en ¢l caso de simple apoyo.

La solucién complementaria es formalmente idéntica a la (7.5), sustitu-
yendo senA,x por la correspondiente funcién de Rayleigh F (x), siendo
A, el autovalor de dicha funcién.

Dicha solucién complementaria es, por lo tanto:
o

we= 3 wa ) F )

La matriz diagonal E,(x) se convierte ahora en la siguiente:

E/(x)=diag(F, ¥, F, F,, F, F, F, F/ F,F/ F)

n

Por otra parte, la solucion particular sigue idénticos pasos que en el
caso de la losa simplemente apoyada.

£
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Aqui, el valor h, tiene, de acuerdo con la igualdad (7.14), la siguiente
expresion:

f o) Fyx) dx
hn: o 2a (*)
J‘ F2(x) dx

0

En general conviene recordar que la solucion Levy produce resultados
muy rapidamente convergentes para las flechas. A medida que se derivan
éstas, se introducen «ruidos numéricos» que deterioran esta convergencia.
Asi, los momentos flectores convergen mas lentamente que las flechas, y
el calculo de los esfuerzos cortantes exige, en general, un elevado ntmero
de términos de la serie.

En relacién con las funciones de Rayleigh (distintas de la trigonomé-
trica sinusoidal) hay que precisar que deben utilizarse con un nimero
pequefio de términos debido a que existe un problema de aproximacion
numérica que aparece en las funciones de orden elevado.

El caleulo de la solucién final es, entonces, idéntico al que se¢ ha
descrito para la situacion de simple apoyo, siendo, por lo tanto, valido el
mismo programa de computador, con ligeras modificaciones.

7.4. Losa ortotropa circular

7.4.1. Introduccion

La diferencia de comportamiento estructural entre un tablerc con
planta curva y otro recto es importante. Ello es debido a la mayor flexi-
bilidad que presenta el borde externo con respecto al interno, ya que su
longitud es mayor.

El cilculo de estos tableros curvos puede llevarse a cabo mediante un
modelo monodimensional (viga curva) como se ha indicado en un capitu-
lo anterior. Sin embargo, a medida que decrece el radio de curvatura y
aumenta la relacion ancho/luz, ¢l calculo monodimensional es menos ade-
cuado.

De analoga manera a los tableros de puente recto, es posible analizar
los de planta curva, en ciertos casos, mediante un andlisis bidimensional
y, en particular, usando el modelo losa ortotropa. Como entonces, la ma-
xima dificultad estriba en traducir las propiedades reales de la seccion del
tablero, en las caracteristicas de ortotropia adecuadas. Sin embargo, y en
contraste con el caso recto, relativamente muy pocos esfuerzos se han lleva-
do a cabo para utilizar esta teoria de la losa ortotropa, en el analisis y
proyecto de los puentes curvos. Es interesante destacar aqui, no obstante,

(*) Este desarrollo en serie de Fourier generalizada converge para cargas uniformes ex-
tendidas en un rectangulo, si bien la velocidad de la convergencia decrece cuando el lado
longitudinal del rectangulo disminuye. En el caso de carga puntual, la serie no es conver-
gente, pero la solucion w si lo es.
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de la losa ortétropa. Este titimo procedimiento, en ¢l estado actual del
andlisis, parece preferible por varios motivos. He aqui algunos:

a) Permite una generalizacién al analisis de losas continuas sin difi-
cultad. )

b) Analisis exacto, dentro de la teoria lineal, sin las aproximaciones
de -formulas de interpolacién, coeficiente de Poisson, niimero de armoéni-
cos, etc.

¢} Calcula sin dificultad, dentro de un mismo programa, esfuerzos
generalmente mas dificiles de obtener en los procedimientos tabulados,
tales como reacciones, cortantes, giros en apoyos, etc., que pueden ser de
interés en el proyecto.

d) Con una formulaciébn matricial es posible incluir sin dificultad,
todo €l rango de variacion de los parametros de la losa, sin necesidad de
distinguir entre los valores del coeficiente de torsidn « con respecto a la
unidad.

Se han realizado modelos méas o menos sofisticados de losa ortotropa,
que incluyen la deformabilidad por distorsién, con objetc de ampliar el
campo de apiicacién del modelo losa ortoétropa a un mayor ntmero de
tipos de secciones transversales. Si bien tedricamente tales modelos, am-
pliados de la losa ortétropa, son de gran interés, desde un punto de vista
practico parece mdas aconsejable abandonar, en esas situaciones, los mo-
delos bidimensionales de losa, ¢ intentar modelar el tablero mediante es-
quemas estructurales 3-D, como la lamina plegada. En efecto, €l grado de
aproximaciones y de idealizaciones inherentes a la teoria de losas ortdtro-
pas con rigidez de cortante, influencia del alabeo y la distorsion, por
ejemplo, unido a las dificultades que aparecen en la interpretacion de los
resultados que se obtienen son desventajas ante la claridad conceptual (si
bien mayor esfuerzo computacional) que representa un modelo 3-D como
la lamina plegada. Esta situacién se hace més patente cuando se desean
deducir los efectos de los cortantes en el plano de la losa, en donde &l
modelo 3-D se hace imprescindible.

REFERENCIAS

Batras, J., y Hamiska, A «Influence Surfaces of Skew Plates». Vydaratelstvo Slovenskij dka-
demi Vied, Bratislava (1964).

BASAR, vy YUKSEL, F.: «Zur Berechnung schiefwinklinger orthotroper und isotreper Platten.
Beton und Stahlbeton (1960).

CarmicuaEL, T. E.. «The vibration of a rectangular plate with edges elastically restrained

against rotation». Quartely Journ. of Mech. and Aplied Maths. Vol. XII. Febrero (1959).

CoulL, A., y ERGIN, A. S «Analysis of Bridge Slabs Curved in Plan». Civil Engineering and
Public Works Review. Vol. 60. Diciembre (1963).

Cusens, A. R, y Pama, R. P «Bridge Deck Analysis» John Wiley and Sons (1965).

Gavaring, C.: «Teoria della piastra ad ortotropia polare con rigidezze variabili secondo il
raggio». Giornale del Genio Civile, ntms. 10 y 11 (1965).

CAP.7. EL METODO DE LA LOSA ORTOTROPA 269

Gavaring, C.: «Teoria del ponte in curva a travi multiple». Construzioni Metalliche, niims. 3
y 6, 1965 y niim. 4 (1966).

Ingus, C.E.: «The determination of critical speeds, natural frequencies and modes of vibr_a-
tion by means of basic functions». Trans. of the North East Coast Inst. of Engrs. and Ship-
builders. Vol. 61 (1944).

NARUOKA, M., y OuMURA, H: «On the analysis of 2 skew girder bridge by the theory of
orthotropic parallelogram plates» Proc. IABSE 19 (1959).

OTTER, J. R H,; CassiLl, A. C, y Hosss, R E.. «Dynamic relaxation». Proc. ICE 35.
Diciembre (1966).

RAYLEIGH, Lorp: «Theory of Sound». Royal Academic Society. Londres (1877).

Rormvson, K. E.. «Behaviour of simply supported skew slabs under concentrated loads».
Research Report ntm. 8. C. A. C. A. Londres (1959).

RUsH, H., y HERGENRODER, A.: «Influence Surfaces for Moments in Skew Siabs». Munich.
Universidad Tecnologica (1961). Traduccion de C. A. C. A. Londres.

SAMARTIN, A.; JARIA, V. y CASTILLO, E. «Losa ortdtropa circular». Hormigén y Acero,
ntim. 118 (1976).

SaMARTIN, A: «Placa ortotropa rectangular». Revista de Obras Publicas. Junio (1967).

SAMARTIN, A., y MARTINEZ, J.: «Reparto transversal de la sobrecarga en tableros de puentes».
Hormigén y Acero, nim. 113 (1974).

SAMARTIN, A, y MARTINEZ, J. «Transversal load disiribution on bridge decks». L A.8.S.
Symposium. Udine, Italia {1974a). .

TIMGSHENKO, S., y WOINOWSKY-K RIEGER, S. «Theory of Plates and Shells». Mc Graw Hill
1959).

YOS(HIMU)RA, 3. «The bending of a curvilinear orthotropic circular ring sector platen. Japan
Society of Civil Engineers. Trans. Nam. 82, mayo {1962).

YOSHIMURA, J.. «The bending of a curvilinear orthotropic circular ring sector piatg with
varying thickness». Japan Society of Civil Engineers Trans. Nims. 86 y 89, septiembre
(1962) y enero (1963).



242 CALCULO DE ESTRUCTURAS DE PUENTES DE HORMIGON

las contribuciones de Yoshimura (1962 y 1963), Coull (1963) y Ceradini
(1965 y 1966), entre otiros.

Los tableros curvos cuya seccion transversal es susceptible de ser mo-
delada mediante una losa ortétropa, pueden ser calculados introduciendo
un sistema adecuado de coordenadas. Se supone que los extremos del
tablero son normales a la directriz del puente, es decir, son radios de la
planta circular y ademas éste, se encuentra simplemente apoyado en los
mismos.

A continuacion se estudia el caso general de una losa ortétropa circu-
lar, cuya planta se representa en la figura 7.10. Se dardn aqui tnicamente
los resultados mas importantes del analisis. Los detalles de la exposicion
 pueden verse en Samartin y otros (1976). Se utilizard como técnica de

solucién el procedimiento en serie trigonométrica (solucion Levy) v se
considerard una formulacién matricial, que permite una descripcién com-
pacta y ademds adecuada para una programacion directa en computador.

apoyo simple

0{z) positivo hacia abajo}

Figura 7.10. Planta de la placa ortétropa.

7.4.2. Ecuacién general

Se adoptan coordenadas cilindricas (r, 6, z), como se indica en la
figura 7.10, la superficie media corresponde al plano z=0.
La ecuacién general de la losa circular homogénea y ortdtropa es:

O*w 1 Pw ow
{k6664+2(k+k) } {2k6926 kE}Jr
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1 o*w
{21‘ 30762

siendo:

2wy 2w | d'w
kob—r—z}-*“,—k,-a‘?-}-krg;‘z‘—p(r, 9)

2k=d,.+d3+k,9+k9,

,_h3 E,
T2 Ly,
deg=v,ky
'_h3 E,
9%1_2_1~v9v,
d,=vk,
- 3
krﬂz%Ere
W3
kor=”1§E9r
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(7.16)

Estas constantes, son la contrapartida de ortotropia de las correspon-

dientes en coordenadas

rectangulares.

Si se supone que existe conservacion de la energia, se debe cumplir:

d,=dg=d.

Los esfuerzos en un punto genérico de la placa estan relacionados con
los movimientos de acuerdo con las siguientes férmulas:

M, = _{k9<1 ow +

a2
M, :-{k 9% a

T or?

L/ *w
Mﬁ:"“?@%r

1/ 6%w
M=~ ks, (506r

ko 03w
Q0= {3603

ok 3w Pw | ow\, kS
Q"{ ﬁam+<%wek%r gtk

L &*w 0*w
o |
Low Lo
\ror  #? 06*
_Iaw
rof

10w

+ 30 )

1 8w +k J3w
¥2006r ' r 060r?

(7.17)
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q;+dq;

Figura 7.11. Esfuerzos en un elemento diferencial de placa.

Las relaciones de Kirchoff se definen por las igualdades:

1 3M, o M,
Sr’:QrT; 26 y ':'B’“Qﬂ_*_ or
es decir
ko+k+k,o 0%w 03w ow k, 0*w aw
N ettt ” 7.18
S { 3 aez+2( e ggag kg T gt 019

3w ow Pw  k+ky w
So:'{ <k o5 T 2"9r59> 2(1“’ kel 3G T 0o

Las condiciones de contorno a lo largo de los apoyos 0=0 y 0=a .

son: w=0y M,=0. Los otros bordes r=r, y r=r,, presentan condiciones
generales de contorno.
7.4.3. Solucién complementaria

Se procede con pasos idénticos al caso rectangular.

La solucién de la ecuacion (7.16) homogénea, es decir, con el segundo
miembro nulo, se denomina solucidon complementaria: w (6, 7).

Esta funcidn desarrollada en serie de Fourier es:

w,= 3 W) seni,0 (7.19)

con
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a="F0
o

Wenl) = O+ Cyfft Copt Cyfs ()

r roHr
= [, N1t
b (rm_ ! )

ty, t;, t3 y t, son las raices de la ecuacion caracteristica:
E—1)* =2y, 6-D*+75=0 (7.20)

Los parametros y, y y, definen las caracteristicas de ortotropia de la
losa, y sus expresiones Som:

V1= <1+2,12~JE— k);l
k 2

4 [1
Tk %\/ii—»o

Segin los valores relativos de estos pardmetros se pueden distinguir
varios casos, a los que corresponden las raices ¢;={j=1, 2, 3, 4), que se
indican en la tabla 7.8,

TABLA 73

Raices de la ecuacién caracteristica

Caso Raices t; Observaciones
Loyisy, L+{s s,/ 1) 5157, €080
S;=7,8€n 9

i
¢>=ECOS“‘(MEZ)

3. p2=y, 1 + s(dobles) =7,
3L y5<y, F£6Esy) 5172 Cho
y,#0 5,=y, Cho

|
¢=5Ch”(v1v£‘)

32 p2<y, | (doble) 5,= @yt
y2=0 | +s,

(*) Si. existen raices dobles el término f% debe sustituirse por Bliln B.
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A partir de la expresion (7.19) se pueden utilizar las {ormulas (7.17) y
(7.18) y obtener los resultados de interés en el calculo. Estos se pueden
coleccionar en un vector R(6, r) de resultados, de dimension (11 x 1), defi-
nido como sigue:

w 10w T
R(Q, T)Z{W, 5—":’: 7 6—9‘! M,., A/Ig, Mr(?: Mﬁn Qr, Q@a Sr’ Sg}

La solucién complementaria da origen a la siguiente matriz de resul-
tados:

R.(6, )= Y E60) R
n=1

siendo:
E,(0)=diag(a, a, b, a, a, b, b, a, b, a, b)

con
a=sen 0 y b=cos 1,0

R, ()=GD{p"* B(l+s) P(f) , B Bl-s) PBIA=F,A  (7.20)

siendo

G la matriz de dimension (11 x 4) definida en la tabla 7.9.

B(s,): matriz de dimension (4 x2) definida en la tabla 7.10, segln el
caso de ortotropia de la losa.

P(B): matriz de dimensién (2 x 2) dependiente de la variable r. Se defi-
ne, asimismo, en la tabla 7.10, segiin el tipo de losa ortbtropa.

A: matriz columna de dimension (4 x 1) que contiene las cuatro cons-
tantes arbitrarias de la solucién complementaria.

10 0 0
0 gt 0 0
D=lo —p2 2 o0
0 2873 -3 p3
p=_
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TABLA 79
Matriz G
— e
1 0 0 0
0 1r,, 0 0
B, 0 0 0
24 d k
'tn — o — 0
pr b
koA ﬁ& _i 0
g, b
kre’ln _ ’]'nkrli 0 0
B, pr,
kgphy ko 0 0
BZFE;I ﬁri‘
Anlky+ k) (Aak +kg) k, k,
Fr g bri rz
Ak, ks Ak o
Bra B Br3,
(kg +k-+k,g) A2 Motk + k) + kg k, k,
B, B Bra. 44
Aykg =2 A,ke, Ay (kg —2ke,) Ayl +-ke,) 0
By B pra.

El caso 3.2, es ligeramente diferente. En efecto se tiene entonces que la
expresién (7.20) se convierte en la siguiente:

ch(i‘) =GD {ﬁBZ(l) Pl(ﬁ)a .BB3(1)P3(B)} A= Fu A (7203)

siendo B{1) la matriz B(s,) del casc i particularizada para s, =1 {(i=2y 3
corresponden a los casos 2 y 3.1, respectivamente). P(f) es la matriz P(f)
del caso i

7.4.4. Solucion particular

Se desarrolla la solucién particular asimismo en serie de Fourier, ob-
teniendo el vector de resultados R, (6, )
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2]

se pueden distinguir tres casos, para definir la expresion de R .
Ro(6, )= 3 Ro.(B) senl,0 p g p p onlP)
=1

n Caso a:
ni o
con: ﬁ=~r—r— y i":ko? Vo Ay y A 1y
1 lwa
TABLA 7.10 ) ROn(IB):GDBZM’) Pz(ﬁ) 0 B‘Z
Miatrices B(,) vy P . Caso b:
Caso Matriz B(s,) Matriz B(F) A=y 6 Ay=p, pero Uy F s
l ° (syInB) 1] w
cos{s, In sen (s, f) R =GDB, 4 P g B
5, s, On(ﬁ) 2( ) 2(18) 0 ﬁ4ln/g
[ -
st—s3 28,5, ; Caso c:
~—sen (s, n f) cos (s, inf) i
53—3s,53 ~s3++3s, 5% An= 1y = Hy
i 0 0
1 nf c
0 0 w
- v__ 0
, 1 ! ROn(Ig)_‘G{DBZ(4) Pz(ﬁ)liln 'B]+ 2,52 fﬁ4(!nﬁ>2
52 28 l(o}ﬁ
5 357 siendo B,(4) la expresion de la matriz B(s,) correspondiente al caso i=2
y con s;=4.
1 0 | B i »
; . E(ﬂ +577% 5 (B%2—B7% 5 WA:p ﬁ47’i,
y ! ? \ 0T At kg— A2 (2ky+ 18K) + T2k, — 8K,
524 .. 2515, 1 : o 4
L o R : WwE=p pinry
s3+3s, 53 s34 38,57 B 070 —6(2kA2 +kg) + 102k,
g , A N c BH(Inp)?rt,
El tipo de solucidén particular R,,.(p) depende d'e la carga actuante. w§=p, SOk 06T
efectos de esta exposicién sélo se describen dos tipos de carga: . —2(2kA5 +kg)+ .
|. Carga uniforme extendida a toda l‘a‘placa, es decir: ' 2. Cuchillo de carga p(8) a lo largo del radio.
p(r, )=pg r=ry=4,1,
1 1 . ., .
En esta situacion lamando u,=()+p)2 y p=(i —H3)%, con En este caso, la solucién particular es:
Kt Ok R,,(/)=GDB(1+s,) P(f) A%, si Bi=B= 8,
1 k z ;" ]
’ Ro,(#)=GDB(1—s,) P(B) A3, si B2 P> B,
, 3(kZ+9k?+ 2kky—8k k9%
Hy= k, . 3 : Las expresiones de G, B(s,) y P(f) para cada caso de ortotropia han
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0 0 : s
sido dadas anteriormente. Los vectores columna A7, y A3,, de dimension
(2 x 1), se muestran en la tabla 7.11. 3

El caso 3.2., es especial y tiene como expresidn:

R,(8)=GDBy1) Py(B) Al si
Ro.(B)=GDBy(1) Py(p) Al si

y los valores de los vectores Ay, y AY, vienen dados, para este caso, por
las igualdades:

1] po, 7t
0 __p2 ~1 On'm
Al =0 P, (] I:O- ‘—“2}}1;—(7
Gap *
0 __p2 —1 On'm
A= Py (B (2%
SZJ
TABLA 7.11
Solucién particular
Caso AY, A, PY(p)
1] an cos(s,InB) | —sen(s,InB)
-1 ;l- 245, p-1 51 h
LB P p Y L | BB | B
-5, S, —sen(s,nf,) cos(s, In 8,)
2 By L
[ lq 1 ! —ln g,
. _ E 2+s P—l(ﬁ) s hn
LUl I I . ) 1
B i
b o b
| 1 s
[ 1] [ L] BB | S(—B+Bi)
Sy -1 Sy
3| Brspip) b, | B+ PTYp) 1 l .
: - L1 | SBethrs | S@eehisy
s L 52 2
PonTm
o T,
2 [a
p0,=——f p(6) sen 4,0d6.
£ 2 EUS
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7.4.5.  Solucién final

Se procede, para la determinacion de la solucién final, de un modo
totalmente analogo al caso de placa ortétropa rectangular,
La solucién final R(8, ) es, entonces:

R(O, )=R(0, r+Ry6, r (7.21)

Las constantes A se obtienen al imponer las condiciones de contorno.
Se estudian dos clases de condiciones:

a) Condiciones homogéneas de borde.

Todas las condiciones de bordes libres, apoyados, empotrados, stc., de
la placa pueden formularse de un modo general mediante Ia sigulente
ecuacion matricial, para cada borde J =1, 2):

_ow
k| 71+ k,, [ﬁg ] =0 (1.22)

w r

El borde j se refiere al radio r;=fr,. Las matrices ky v k,; estan
formadas por ceros ¥y umnos exclusivamente, de modo que ky+k,; =1,
(matriz unidad de dimensién 2x2). Esto implica que al imponer una
coaccion (1 en la diagonal de la k). la reaccién es desconocida y no

puede ser especificada (es decir, el correspondiente elemento de k,; es
nulo).

Para cada arménico n, s obtiene el vector de constantes A de la

solucién complementaria mediante I resolucién del sistema de ecuaciones
siguiente:

KA=-H
con

siendo -
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g, €l vector de dimension 1x4 correspondiente a la fila k de F,
para B=B8.(j=1, 2, 3, 4 y k=1, 2, 4, 10)
g) es el elemento k de R,, para f=§,.

Determinado A para cada armoénico, se calcula R, () mediante las
férmulas (7.20) y, por ultimo, la solucién final, usando la (7.21).

b} Vigas de borde.

Se supone que existen en los bordes j=1, 2 sendas vigas definidas por
sus rigideces de flexioén (EI) y torsion (GJ)).

La matriz de rigidez, R;, en gjes locales de la viga existente en el

borde J, s puede expresar, para el arménico m-ésimo, segan la figura 7.12,
como sigue: »

1 A2

G,= ;jz(,lzGJﬂ—EIj)ﬁ(EIj—l-GJj) ¢;
72 12

Z,, 5 (EL+GI) 5 WEL+GI)| | w,
J

J

o en forma mds compacta:

Gy | _ ¢,
[le]_Rj [Wj] (7:23)

Suponiendo que la viga de borde presenta un eje principal de inercia
perpendicular al eje de coordenadas v, y su centro de gravedad esta situa-
do en el plano de la placa (*), la transformacion de ejes de la viga a ejes
de Ia placa es, para el borde j:

ow

M . T ar
| =(—1yT, R, -TT (7.24)
HEC TR |

0
en donde, ahora, (M,, S,) ¥ (—5‘;, w) son las amplitudes del arménico n

de los esfuerzos y movimientos de la losa en el borde j{j=1, 2).

La expresién de la matriz de transformacion de ejes se obtiene analo-
gamente al caso de la placa ortotropa rectangular, alcanzandose el resul-

tado:
| d.
— J

(*) Estas hipotesis son necesarias para no considerar la compatibilidad de movimientos
en el plano de la placa y, por tanto, la necesidad del estudio simultaneo de la laja circular.
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con d;=distancia del centro de gravedad de la viga al borde de j de la
iosa.
La ecuacién (7.24) presenta la misma estructura matematica que la
{7.22) considerando:
k,=I, y ky=(—1YT,R,T,

Por lo tanto, se puede realizar el calculo de forma analoga al caso
anterior, correspondiente a las condiciones homogéneas.

Figura 7.12. Matriz de rigidez de la viga j. Arménico n-simo.

7.4.6. Aplicacion

La teoria de la losa ortétropa circular expuesta anteriormente puede
aplicarse al cilculo de tableros de puentes, siguiendo la misma pauta que
en el caso de losa rectangular. Es decir, puede realizarse el anilisis de
acuerdo con uno de los dos objetivos siguientes:

a) Estudio del reparto transversal
b) Calculo directo bidimensional.

En el primer caso, se deberian determinar los esfuerzos a todo ancho,
considerando el tablero como una barra curva (circular). Se comprende
que normalmente este cdiculo representa mayor dificultad que en el caso
de barra recta. Por ello, en general, parece mas adecuado un cdlculo
directo bidimensional del tablero, abandenando intentos —que han sido
escasos debido a la anterior dificultad— de tabulaciones del tipo de Gu-
yon-Massonet-Rowe, Por otra parte, este calculo directo puede progra-
marse de un modo sencillo, siendo valido, con ligeras modificaciones, el
diagrama de flujo logico (flow-chart) que se ha indicado, para el tablero
recto, en la figura 7.5.

Se ha escrito un programa general en lenguaje Basic, para un compu-
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tador digital de 16 k bytes de memoria central La red’ucida capacidad
del computador certifica la bondad y facil implementacién del programa
basado en la teoria expuesta anteriormente.

A titulo de ejemplo, se estudia un tablero de puente curvo en planta,
simplemente apoyado en sus bordes rectos, y libre en los curvos, y de
seccion radial constante.

Fl material de la losa es un hormigén de modulo de elasticidad
E=3%10° tm~? y coeficiente de Poisson v=0,20.

Una posible losa (*) ortétropa equivalente presenta las siguientes ca-
racteristicas:

E,=2200000 tm~?
E,=2400000 tm~*
v,=0,20
v,=0,18
E,,=115000 tm™?
E,,=2600000 tm~?

=140 m
r,=7375 m
,=86,50 m

o =0,375 radianes

=)
=2
b i 1,2 - bordes simplemente
\ i apoyados
\\ // 3,4 - bordes libres
/
\\ 0375 radianes li
=]
[¥5)
o
- /
\ /
\
!
\ I
' PLANTA
L. 3333 || 3.333 L 3333 11
(2] lel el o
o [=] =] [=]

Figura 7.13.

Definicion del
tablero de puente.

-
—J
090

| 13.00
SECCION

(*) El objetivo de este ejemplo es ilustrativo de la solucién de la losa ortétropa cir.cular
v nn trata el nrohlema de la bondad de la idealizacién estructural de la losa real indicada.
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Las acciones a que estd sometido, son las recomendadas por la Ins-
truccién Espafiola-72; y se calculan las reacciones de apoyo y derivadas
circunferenciales en los puntos 4,, 4,, 4, en el borde recto; y las flechas
y momentos en los punios C,, C,, C; del centro del vano (Fig. 7.14).

Supuesto un peso especifico del material de 2,5 tm™3; ademads del peso
propio, el tablero estd sometido a una sobrecarga uniforme de
0,400 tm ™2 y a la acci6n del vehiculo de 60 t, de acuerdo con la Instruccidn
Espafiola-72.

Todos los resultados de interés, desde el punto de vista del proyecto
—<¢n los puntos 4, A,, A;, C;, C,, C,, cuya situacién se indica en la
figura 7.14 con la posicion del vehiculo de 60 t en la posicién de Ia figura
7.15—, se muestran en la tabla 7.12.

Figura 7.14. Puntos de cdlculo,

1.50 1.50
20

00
.0g

radianes

Figura 7.15. Posicién del vehiculo de 60 Tm.
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TABLA 7.12

Resultados del calculo

ACCIONES
PUNTO DE -
ESTUDIO Peso propio Sob(ecarga Vehzfula de Total
uniforme 60 ¢

A;—Sy(en t/m) 21,46 485 2,39 28,70
Qglen t/m) 25,73 5,81 2,35 33,89

1
—w, o{ x 109 50,37 11,38 7,30 69,55

r
M, en tm/m) ~ 387 - 087 ~ 14 | - 588
M{en tm/m) —87,64 - 19,81 ~2593 — 113,38
A,—Sglen t/m) 22,27 5,03 2,20 29,50
Qglen t/m) 25,47 5,76 2,17 33,40

1
—w, o{ % 10% 42,16 9,53 5,66 57,35

r
M, fen tm/m) ~ 2,82 — 0,64 — 1,04 - 450
M(en tm/m) —63,87 — 14,44 —23,37 ~ 101,68
Ay—Sgen t/m) 20,63 4,66 2,04 27,33
Q4en t/m) 26,01 5,88 1,93 33,82

!
—w,,{x 10% 36,74 8,31 3,61 48,66

-
M,olen tm/m) - 1,55 - 0,35 0,91 - 281
M,den tm/m) 35,27 - 197 —20,99 ~ 64,23
C,—w (en mm) 51,01 11,51 8,59 71,11
Mgfen tm/m) 222,58 50,32 45,15 318,05
C,—w{en mm) 39,62 8,90 5,64 54,16
M, fen tm/m) 3,89 0,82 - 1,38 3,39
Mglen tm/m) 204,91 46,32 31,41 282,67
C;—w(en mm) 31,71 721 3,19 42,11
Mggen tm/m) 195,33 44,16 18,38 257,87

7.5. Losa ortétropa oblicua

La importancia de este tipo estructural procede del hecho de que, en
la actualidad, el namero de puentes oblicuos se ha incrementado extraor-
dinariamente, debido a la preponderancia que ha adquirido el trazado
geométrico de la via frente a la obra de fabrica. Esta, por lo tanto, se
proyecta de acuerdo con las exigencias de dicho trazado.

Sin embargo la oblicuidad representa una complicacién extraordina-
ria, no s6lo de disefio, sino también de calculo. Sus efectos, como se ha
indicado en un capitulo anterior, dependen no sélo del angulo de esviaje
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—angulo formado por el lado de apoyo con la perpendicular a los lados
libres de la losa sino también de la relacién ancho/luz y, particularmente,
de las condiciones de borde. Este tltimo aspecto corresponde al hecho de
que la losa sea continua o no. En el primer supuesto, la influencia de la
oblicuidad es menor. La existencig de vigas de rigidizacion de los bordes
iibres supone una aminoracion de los efectos del esviaje. La elasticidad de
fos soportes de apoyo tiene una importancia decisiva en los resuitados de
los esfuerzos de una losa oblicua.

Los efectos mas caracteristicos de la oblicuidad se relacionan a conti-
nuacion:

a)’ Las lineas isostaticas no son paralelas entre si a través del ancho,
ya que en la zona cercana al borde libre son paralelas a éste, y en la
zona central tienden a ser perpendiculares a los bordes apoyados.

b} Aparecen esfuerzos considerables a torsién, y momentos negativos
en el borde obtuso.

¢) A lo largo del apoyo la variacion de las reacciones es muy fuerte,
desde un maximo valor en el vértice obtuso hasta un minimo (a veces
negativo, es decir, con iendencia a levantarse la losa) en el aagulo
agudo. Este hecho explica que si la losa es flexible y los apoyos elasticos,
la anterior distribucién de reacciones se suavice. Si la losa posee una
elevada rigidez torsional (caso de seccién multicelular) aparecen en el
proceso de esta redistribucién de reacciones momentos flectores impot-
tantes a lo largo de la linea entre apoyos.

Una intuicién estructural posible (muy grosera) correéponde a la indi-
cada en la figura 7.16, que sustituye la losa continua por una viga de
luces AB - BC - CD.

a) Losa oblicua

b} Viga continua

Figura 7.16. Comportamiento de la losa oblicua.
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La ecuacién diferencial que rige el comportamiento e_structural de la
losa oblicua se obtiene, simplemente, mediante la aphqacmon, en la ecua-
cidn diferencial (7.1), del cambio de coordenadas siguiente:

u=x+ytg ¢
p=—> (7.24)
cos @

con lo que se deduce la ecuacion general:

o*w tg o tg3p) *w
(D, +2H tg* ¢+Dy tg* @) e +(4H COS(er/JnyCOS(p E¥EER +
4
L g2 \ 0*w tgep \ 0w

+<2H0082(p 6Dycosch>6u2 ov? Yeos3 @ J ouov®
I &*w
—e . = x, (7.25)

Ycost @ dvt P )

y los esfuerzos se obtienen asimismo mediante €l cambio (7.24), es decir:

2
aZw @Zw 2. tg(p azw __’E__M
Mx::‘{DxW—{—Dl(@uz ig ‘p+2cos¢ 6u50+COSZ‘P o’

Pw, tgp 3w 1 2w D Bzw}
My:“{DY(auz e (p+2c03(p8u0v+coszqo ov? L ou?

Mxy:_DxY{auZ Pt arcos g '
PBw Pw 2 Pw tgo Pw L )}
0.= —{Dx%;%*(pyx"LDl) (‘5{[5 g g +2 0u’ v cos @ t 507 cos? @
s .
Pw Pw tgle | 0w tge w1 >+
9,= ﬂ{Dy (th o+3 oudvcosp  Odudvtcos’p | dv* cos’o

3 63

o°w w1
(Dyy+ D) ou? Y525, cos @

A pesar de su evidente sencillez geométrica (no asi apalitica, como $e
puede observar de las expresiones anteriores), la losa oblicua, al contrario
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los realizados por Riish y Hergenroder (1961), o Balas y Hamska (1964),
pero su utilidad es cuestionable.

Sélo es posible, en general, ¢l recurso a los métodos numéricos para
calcular la losa oristropa oblicua: diferencias finitas, emparrillado, cle-
mentos finitos, colocacidén, Galerkin, etc.

En los capitulos posteriores se describiran algunos de estos métodos,
tales como elementos finitos y emparillado, que constituyen potentes re-
cursos de calculo de losas oblicuas ortétropas.

No obstante, el método de las diferencias finitas ha sido utilizado muy
frecuentemente en el calculo de la losa ortdtropa. La mayoria de las
soluciones —como la de Robinson (1959)— se refieren a la losa isotropa.
Naruoka y Ohmura (1959) han presentado el analisis de la losa ortétropa
general considerando coordenadas oblicuas (u, v), en lugar de las rectan-
gulares (x, y), como hizo Robinson. Sin embargo, suponen, en el calculo,
que el coeficiente de Poisson es cero y dan resultados para dos casos
limites de losa ortotropa: losa sin torsién (H=0), y losa isétropa con
torsion (H=D,=D,), si bien su planteamiento es general. Una formula de
interpolacién entre ambas situaciones extremas, para el calculo de una
losa genérica, no ha podido ser deducida por los citados autores.

El planteamiento en diferencias finitas de la ecuacién (7.25) es comple-
jo y engorroso. Estos inconvenientes crecen en la deduccién del esquema
en diferencias finitas en los puntos cercanos a los bordes y en el plantea-
miento de las condiciones de sustentacion. Por ello, y a pesar de las
distintas técnicas —algunas de ellas muy populares (*}— de resolucién de
las ecuaciones en diferencias finitas, el método se utiliza raramente en los
problemas de contorno, como es el caso del calculo de la placa ortotropa.

A efectos ilustrativos, se indica la formulacidén en diferencias finitas de
la losa ortotropa de Basar y Yiiksel, Gnicamente para un punto interior.
Detalles pueden verse en la referencia correspondiente. Se comprueba que
no se desprecia, en principio, ning@n término, y constituye una formula-
cioén general.

Se parte de la ecuacién de la losa ortédtropa en coordenadas rectangu-
lares (x, y):

*w *w o*w
D ¥ M gt Dy g =p

que puede escribirse, por conveniencia, como sigue:

G L Pw  Pw *w
(G o) (G2, G ren b2

Si se denomina

de las losas rectangulares y de planta circular, no puefle ser resuclta de
un modo analitico general. Soluciones tales como el método de ias refle-

xiones biarménicas de Lerais no pueden ser incluidas dentro de. esta cate-
Lvictan dhacnc nara ciertne resnltados v dngulos de esviaie, como

¥y Camn el nracedimienta de relaiacidAn dindmica dea QOitter (104A)

,
~Amia
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2w 3w 3w *w
—— ; Y=—— D=2H-D,—D,
U= Dxa 7+Dy ay X x> 6_}72 y * Y

se obtiene:
22U U PX

2 + ayz +D ayz

=p

(7.27)
FU U Y
x> oy? ox?

U=XD,+1D,

Para cada punto (x, ) interior de la losa, se considera la malla (molé-
cula) que se indica en la figura 7.17.

v
(-2,2) (-1,2) \(0,2) {1,2)
\\(-211) \-1,1) \\(o,n \(11 \(21
&v Ay
\ ] -2,0) 1,0} 10,0} (1,0) (2,0
X, U
\2-1) \-1 -1 (0,-1) ) (2,-1)

\ 2,-2) \ 2) \\(o,-z) \(1,-2) (2,-2)
Au=Ax

Figura 7.17. Molécula de cdlculo. Punio interior. Definicién.

Si se denomina por simplicidad (i, j)=w(i, j), las derivadas en el punto
interior 0(0, 0) se aproximan como sigue:

(‘2—2}) L 01 09-20, 0)
0

i Y R e U N G

AuAn | Auho
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02 |

Con estas expresiones (7.28) se procede, mediante las ecuaciones de
cambio de coordenadas (7.24), a la determinacién de

02w 0w
x=2¥ . y.9v U
dx? ay* Y

en el punto (0, 0). Por altimo, la ecuacion (7.25) de la losa ortdtropa se

discretiza, para ¢l punto 0(0, 0), en otra algebraica del siguiente tipo,
supuesto el convenio de indices repetidos:

. - —— 4
@joll, )=y A, (7.29)
G, j=2,1,0, —1, =2
La ecuacion (7.29) se representa en forma esquematica en la figura

7.18.

2
——Dy -8y lI—-—)Dy £y

\\%;(aDy*Dh +>\(1~B)(aDya\-2Dy la+2 )\n B)(anyk ,
- - - £ woy.0i2.8)
¢DK21. 28 Dy \ 216+ DK?) +DK?) - 28 Dy
N = 5(3as 2 ).
o My abe. -20(26+ Dy - 26 .nyum -2a{25+Dy)-2 aé‘ﬁz(-_':z’!_onkzl

‘ Ay Bz(_o D) \-20K2 (2211 \o 6+ DiP(6B%44)\- 2Dk 2821 )
-@—(quDksz) 1-Bllaby« 5 -2Dyla+2) {1+BHDy « 8
~ > (G.Dy«Dk'*m
B aktgy \ +DK%)-2BDy \- 2 {6+ DKZ) ~Dk2)+ZﬂDy
o= B»k
D 2
5 =Dy B Dx k? Y Boy g—’f’y - Boy %DY

Figura 7.18. Molécula de calculo. Punto interior. Discretizacion.

De un meodo analogo, se procederia para obtener los esquemas en
oircs puntos, asi como las condiciones de borde, como se indica en la
figura 7.19. Se obtiene, asi, una ecuacion algebraica que, resuelta, permite
conocer fos valores de las flechas w(i, j) en todos los nudos de la malla.
Las expresiones de los esfuerzos (7.26) se discretizan de modo andlogo
para cada punto, y permiten su calculo una vez conocidos los valores de
las flechas en todos los puntos de la malla.

Se comprende, al comprobar los esquemas anteriores, la complejidad
computacional que representa un andlisis mediante diferencias finitas. Por
ello, se recurre normalmente a otros métodos alternativos de formulacion,
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.
ﬁa/ 7777 73
F7 777 ST 7777
Y7777 77
7777777 7 77 7P
2/ 7 7/ 7 o
/ 7/ / /Zd{l'
g / / / /
7 / /a/f
V77777 777777777}
5

1-Nudo interior

2 y 2' - Nudos cercanos a un borde apoyado

3y 3 - N N a una esquina
Ly 4 - m i a un borde libre
5 y 5 - Condiciones de borde libre

6 y &' I it " apoyado

Figura 7.19. Tipos de nudos en la malla de diferencias finitas.

mas simples y eficientes, tales como emparrillado plano y elementos fini-
tos. De ellos se tratard més adelante.

Antes de finalizar este apartado, conviene indicar las posibilidades, to-
davia no completamente explotadas en el calculo de puentes, de los meto-
dos de colocacién o de minimos cuadrados, asi como de la integral de
contorno. Como corresponden a técnicas todavia en fase de desarrollo,
no se comentan con detalle aqui; solamente se indica en la figura 7.20 la
idea principal del método de colocacion.

Un ejemplo de aplicacion de este método consiste en estudiar una
placa rectangular, o circular simplemente apoyada, con una solucién ar-
moénica (o0 de Levy) con n términos.

A lo largo.de los bordes libres (o con otras condiciones de apoyo) que
son, en general curvas de ecuaciones paramétricas del tipo siguiente:

x=x(s) , =r(s)
y=y(s) 0=0(s)

se plantean las correspondientes condiciones de contorno que depen-
deran de la solucién particular y de 4n constantes (n vectores A) de la
solucién complementaria. Si g(s) representa el error de cada una de las
condiciones de contorno (momento y reaccién), es decir, la diferencia en-
tre el valor que se obtiene en €l punto (x, y) del contorno i de la solucién
Levy y el especificado (momento y reaccién nulos en el caso de borde
libre), se determinan las 4n constantes 4, al impone la condicién de mini-

smimne al arrar total
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E:f Ef!«;lds-kj e k, ds (7.30)
cuc, cue,

siendo: C, U C,, los bordes (libres) de la losa; &k, y k,, pesos arbitrarios
pero especificados, que pueden variar con el pardmetro s que define un
punto de cada uno de los dos bordes C, y C,, y ds la diferencial del arco
de la curva de borde.

—— simple apoyo

a) Losa obilcua b) Losa trapezoidal

~— Simple apoyo

¢) Losa de planta arbitraria d) Losa de planta arbitraria

y apoyos paralelos y apoyos nc paralelos
Figura 7.20. Posibilidades del método de colocacion.

Las integrales de (7.30) pueden efectuarse numéricamente. Las incogni-

. . JE
tas A, se deducen al imponer las condiciones 57:0’ que constituyen un

- . v 4 .
sistema de 4n ecuaciones. Resuelto este sistema se deduce la solucion final

como suma de las soluciones complementarias y particulares de los »
armonices.
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Este tipo de soluciones numéricas puede ser mas ventajoso, desde un
punto de vista de esfuerzo computacional, que los métodos de discretiza-
cidn total: elementos finitos o emparrillado, gue exigen, por lo general,
mayores recursos informaticos.

7.6. Losa ortbtropa continua

El estudio de losas continuas circulares o rectas, como las indicadas en
la figura 7.21, puede ser llevado a cabo sin apenas esfuerzo de calculo
adicional, por medio de un programa de computador de losa ortétropa
circular o recta simplemente apoyadas del tipo antes comentado. En efec-
to, si una losa de seccion constante estd simplemente sustentada en sus
rectas extremas, y con soportes puntuales o no, intermedios dispuestos de
un modo arbitrario, el siguiente anilisis es valido:

Se utiliza un método de flexibilidad o de hiperestaticas. Las reacciones
de los soportes intermedios (elasticos o no) se adoptan como hiperestati-
cas, y pueden ser momentos en dos direcciones y una fuerza vertical, con
una distribucién, que se supone conocida (en general constante) sobre un
area de apoyo, o bien, a veces por simplicidad, se suponen puntuales
(Fig. 7.22).

simple apoyo

Figura 7.21. Losas continuas.

Se considera la losa ortétropa simplemente apoyada en sus extremos,
sin apoyos intermedios (estructura bésica liberalizada), y se calcula, para
la carga real actuante mediante la teoria de la losa ortbtropa con un
ntmero de arménicos suficiente para obtener resultados adecuados. En
particular, se determinan los movimientos (giros y flechas) eficaces con las
fuerzas hiperestaticas en todos los soportes intermedios suprimidos (en el
centro del area de reparto). Sean f;, los valores de estos movimientos en
cada uno de los i grados de libertad coaccionades por los soportes inter-
medios.

A continuacion se introduce una hiperestatica unitaria en uno de es-
tos grados de libertad i (fuerza o momento uniforme o puntual, segin el
caso). Sea f;; el movimiento que se produce en el grado de libertad j debi-
do a la carga unitariz actuante sobre la placa. Para obtener este movi-
miento es necesario aplicar la teoria de la placa ortétropa (se supone que
se utiliza un programa de computador). Se repite este calculo sucesiva-
mente para cada una de las n hiperestaticas unidad. Conviene, en estos
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calcu!os, utilizar un nGmero elevado de términos armoénicos, ya que la
velocidad de la convergencia en los resultados es dependiente del 4rea de
reparto del apoyo.

Por ultimo, en cada grado de libertad i, se denomina 0; a la deforma-

cion elas_t;ca eﬁ_caz dei. soporte. Este valor puede incluir el asiento de la
cimentacion bajo la hiperestatica unitaria.

simple apoyo

simple
apoyo

Estade 0

Estado 3

Figura 7.22. Cdlculo de losas continuas.

' Realigados los calculos anteriores, se denomina R, a las distintas reac-
ciones hlpergstatxcas finales (momentos y fuerzas, segiin el tipo de cone-
ixon de la pila y el tablero). Las condiciones de compatibilidad se escri-

en.

in_(lell—i_RZfZl+R3f31+...Rn/;11):R1 51
Juo—(Rif12+Rofon+ Ry fyy+ Rofu) =R, 6,

o= Rifiat Rofyn+Rsfs,+ ann)anén

o bien en forma matricial
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f11+51 far Sai .. Sur R, fio
Ji2 f22+0,  Jaz.- Sz R, _ S0
f13 f23 f33+53' . f‘n3 R3 f30 (73[)
fln on an t fnn+5n Rn an

Este sistema de ecuaciones lineales permite obtener las reacciones hi-
perestaticas R, Por superposicion de-¢stas, una vez calculadas las R, se
pueden deducir los movimientos y esfuerzos finales:

resultado final=resultado,+ ) R, - resultado;

i=1

Fl método de calculo presentado es muy efectivo y generalmente,
cuando ¢l ntmero de soportes intermedios es reducido, puede realizarse
con un programa de computador de losa ortétropa, y resolver el sistema
731 manualmente, no exigiendo, por lo tanto, programacion adicional.
En el caso de que el niimero de reacciones a calcular fuera elevado, se
aconsgja proceder a la automatizacion total del anélisis.

Fxiste un inconveniente en este calculo, precisamente cuando el name-
ro de soportes intermedios es grande y existen varios vanos. En ese caso,
el condicionamiento numérico del sistema (7.31) puede ser muy pobre, ya
que los cocficientes f;; son muy elevados y parecidos unos a otros. Se
aconseja utilizar la méaxima precision en ¢l computador para la resolucion
de (7.31), con objeto de cvitar este grave inconveniente, que puede hacer
inatil este tipo de analisis.

Si existen apoyos continucs (no puntuales) transversales intermedios,
se pueden discretizar en una serie de apoyos puntuales, separados entre si
una distancia aproximada de dos veces el canto de la losa. Esto implica
que se supone un reparto de estas reacciones de los soportes del orden de
45°.

A veces, se puede recurrir a ingeniosos esquemas de calculo con obje-
to de extrapolar el procedimiento de analisis anterior a situaciones dife-
rentes a las de simple apoyo en los bordes extremos. Por ejemplo, si el
tablero presenta un borde apoyado y otro empotrado, se puede estudiar
la losa de luz doble con tres apoyos y carga simeétrica (Fig. 7.24), proce-
diendo a su calculo conforme se ha indicado anteriormente.

Otras veces, en vanios intermedios de puentes losa con muchos vanos,
se pueden sustituir las condiciones reales de apoyo en los soportes extre-
mos por las de apoyo empotrado, puesto que no es de esperar una in-
fluencia importante de esta modificacion en los resultados finales.

También, si el puente losa presenta una baja rigidez torsional, es posi-
ble utilizar el proceso de calculo que se acaba de describir en el tratamien-
to de tableros con otras condiciones en los bordes extremos, distintas de
. A s Trevn alla oo rerarrs o Ia enlucidn seneralizada de
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Levy, es decir, considerando las pertinentes funciones de Rayleigh de la
losa sin soportes intermedios.

, 3
al) Apoyo continuo b) Apoyos puntuales gquivalentes
g /i\ /J'\ /1 N Espesor de ia
L /\/1.5° AN ALse N 1.5"}\ losa
IINRRRRRRE NIy

b 2h o2 —ofe— 2 o]

¢)Seccion transversal

Figura 7.23. Discretizacion de un sporte continuo.

[—Cargﬂ P carga P-] A\/A Ycargu P

i p
=2

<— simple GpoYyo -

|=(~———20-—‘>” l[‘ 2a

|
. . \~ 2a |
empotramiento apoyo continuo

i
|

Figura 7.24. Andlisis de una losa empotrada-apoyada.

7.77. Comentarios finales

Una vez considerado como valido el modelo losa ortoiropa para re-
presentar el comportamiento estructural del tablero de un puente, existen
varios procedimientos de analisis. Todos ellos son adecuados. Guyon-
Massonet-Rowe, Cusens-Pama pueden ser considerados como métodos
de tabulacion o de resolucion directa (mediante un pequefio computador)



