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Espectro de senales de tiempo discreto

Conocemos la Serie de Fourier de tiempo discreto

Requiere que la sefal sea periédica (z[n + N] = z[n])

La periodicidad es una hipdtesis muy restrictiva

Objetivo: Definir el espectro de una sefial de tiempo discreto no periddica
Respuesta: Transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT)

2de25



Tiempo Continuo

En relaciéon al curso

e_way 6]971
son funciones propias
de SLITs estables
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CTFT

Transformada de
Laplace

SDF descomposicién en
funciones propias (para
funciones periédicas)

Generalizacién para
funciones no periédicas

Filtrado y analisis de
sistemas en frecuencia, y
otras aplicaciones
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SDF de tiempo discreto

Teorema de
Muestreo

Estabilidad y realimentacion

de sistemas

DTFT

DFT
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Sefial periddica asociada
> Sea z[n] una sefial no periédica tal que x[n] = 0 si |n| > N/21

» Definimos Z[n| de periodo N tal que Z[n] = z[n] si [n| < N/2

20 Onda cuadrada de tiempo discreto

15
10
a5
a0

05

» Recordar: Serie de Fourier de Z[n]

P Sintesis 2
aln] = > ape?®hT, 0 = ? quad
k=—N/2
P> Anilisis
1 N/2 ionn
ak = S anle % "n € [-N/2, N/2]
n=—N/2

1Si @[n] tiene soporte infinito = usamos « v [n] = @[n] para n € [—N/2, N/2] y cero fuera
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De la serie a la DTFT

» Hagamos crecer N — oo con 0 = 27k/N — 6

N/2 =)

o0
Nay, = Z z[n]e 0%km" = Z z[n]e %" Z x[n]e9m
n=—N/2 n=-—oo n=—oo
> Definimos
. © . .
X (e79) := Z z[n]e 7", = X (/%) = Nay,
n=-—oo

» Para la sintesis

N/2 N/2

X(edfk) . X (edfr) . X(ed?) .
x[n} _ 2 : (6 )eJBkn — 2 : (6 )€]9knA0k (6 )ejendg
N 2 o s
k=—N/2 k=—N/2
_ N/2 _
» Usamos 1/N = Al /2y > ke N2 AOy = 27

» Prueba Afy = 0y41 — 0y = 2n(k +1)/N — 2nk/N = 2w /N
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Definicién de la DTFT

Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

oo

X (%) = Z z[n]e 70"

n=—oo

1 o
z[n] = — X (e7%)e7%m do
2 27

> Definiciones asociadas al andlisis y sintesis de las Series de Fourier
» La frecuencia pasa a ser una variable continua w € R

> DTFT X(e7?) es 27 periddica (ejercicio)

» Suma en periodo k =< N > = integral en periodo 27
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Ejemplo

» Calcular la DTFT de z[n] = u[n]a™

-2

-2

-2

7Oy o n, —jon __ S —j0\n
X(ei?) = 3 e = 3" (a9
n=0 n=0

1(1-a exp(-j w))
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ejen
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

i 0
20 cos{pi0n)

15

10

05

oo
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ej0n
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

cos{ pi 0.125 n
o (p )

15
10
05

i)
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ej0n
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

i 0.25
20 cos( pi nj

15
10
05

o
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ej0n
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

i 0.5
20 cos( pi nj

15
10
o5

oo
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ejen
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

il
50 cos{piln)

15
10
05

oo

=40 =30 =20 =10 i} 0 2 30 40
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ej0n
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

i1.75
20 cos{ pi nj

15
10
05

oo

=40 =30 =20 -10 [} 0 2 0 40
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ej0n
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

cos{ pi LET5n
20 (p )

15
10
05

oo

=40 =30 =20 -10 a h[+) 20 0 40
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Frecuencias de sefales discretas

» Recordar: exponenciales de frecuencias 6 y 6 + 27 son idénticas
ej(t9+27r)n — ejen
» Componentes varian mas rapido a frecuencias 6 ~ +7m

i 2
20 cos{pi2zn)

15

10

05

oo

A0 =30 =20 -10 0 i ot} 0 40
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Ejemplo

» Calcular la DTFT de un pulso de ancho 2N + 1

No 2Ng 2N, )

0y _ —jon _ —j6(m—Ng) _ _jON, —jo\™ _ sin(0(No +1/2))

X =3 e =3 enI0m=No) — ¢ 02(63) =— D
n=—Ng m=0 m=0

Bl -4 -2 0 2 4 ]

» ;jRelacién con sinc? — después del parcial
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Ejemplo

Calcular la DTFT de la delta z[n] = 6[n]

X(@) = 37 dlnle" =m0 = 1

n=-—oo

Al igual que en tiempo continuo el espectro de la delta es constante
La delta tiene igual potencia en todas las componentes de frecuencia
X (e79) de fase nula

Calcular la DTFT de la delta corrida z[n] = é[n — ng]

X (%) = Z 8[n — ngle™7m = ¢=70m0

n=-—oo

Al igual que la delta el espectro es constante en amplitud

X (e79) de fase lineal = no distorsiona en fase
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DTFT de sefales periédicas

»> La DTFT de una sefal periédica z[n] = Jk\:ol apel®™, con ), = 2wk/N es
(prueba en préxima transparencia)

X (%) = i 2ma6(0 — 0)

k=—o00
j0
aip ap ap ap X(e] )
a ar a a
B F1..§
2z Az 27 4n 6 87 0

> La DTFT de una sefal periédica z[n] corresponde a deltas de variable continua
moduladas por los coeficientes de la Serie de Fourier a; de z[n]

> Los coeficientes aj son periédicos por lo que X (e7%) también lo es en (0, 27)
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DTFT de sefales periédicas

> La DTFT de una sefial periédica z[n] = Zk o Laged®sn 0y = 27k/N es
67‘9 Z 2ma;§(60 — Ok)
k=—o0
> Prueba: confirmemos que la sintesis de este candidato X (e7%) es z[n]

X (e7?) candidato

] 2 i o Z k(6 — 0y) 29mdf — Z / a5(0 — 0)e3°™d6

k=—o00
27
= 3 ak/ 50— 0p)e?mdo = > ape’g—g, = > apel®m
k=<N> 0 k=<N> k=<N>

» Utilizamos que solo hay N frecuencias 0 = 27k/N en un intervalo de
integracién de largo 2.
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Ejemplo - sefnal sinusoidal

> DTFT del coseno
1 1 .
ze[n] = cos(fen) = —glfct 4 —g—i0ct
2 2
= a,1:1/2, a1:1/2
. 1 1
= Xe(9) =27 (55(9 +0.) + 55(0 - 00))

> z[n] = cos(61n) + cos(@an) = X(es?), aun sin ser periédicas

Xc(e) (G
V2 pa o T
T T > 6 T T T T
-0, 0. —6, -0, 0,6,

> z.[n] =sin(sn) = Xs(e??) = ? (ejercicio)
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Ejemplo - tren de deltas

» DTFT del tren de deltas discretas

z[n] = Z ocod(n —IN)

= X(ei%) 2“k_z_oo]:oa(e—2]’\rf’“)
L, I,

» Pasamos de un peine discreto a un peine de Dirac con deltas

0
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Propiedades

» Linealidad

» Convolucién:

v

Producto:

v

Diferencia:

» Parseval:

v

Propiedades de la DTFT

zln] = z[n] * y[n] = Z(%) = X (7)Y (79)

2] = afnlyln] = Z(e7?) = %X(eﬂ’) £ Y (e3)

2[n] = z[n] — z[n — 1] = Z(e??) = (1 - ejg) X(e??)

(oo}

> el =5 [ X

n=-—oo

:

Lista de propiedades complementarias en la pdgina de seys
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Filtrado

La salida y[n] = h[n] * z[n] de un SLIT tiene DTFT Y (e/?) = X (e7?)H (e7?)
Idea: pensar los filtros en frecuencia
Filtrado en directo en frecuencia:

z[n] — X(ejg) = Y(ejg) = X(ejG)H(ejG) = Y(eje) — y[n]

Disefio de filtros:
H(e%) = h[n] = y[n] = h[n] * z[n]
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Ejemplo

> Pasabajos ideal: y = h * x de un SLIT tiene DTFT Y (e7%) = X (e79)H (&%)

x[n] X(?)

27N

L1 rr T

t

N 2n/IN

I 0 6
h[n] = —/ g9 = sinc (Ln)
2w J g, s ™

> El pasabajos ideal no es causal = no es realizable en SLITs de tiempo real

0
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Pasabajos relizablles en tiempo natural

Pasabajos no ideal

Luego hq[n] = uln]a™ se implementa con un IR y[n] = ay[n — 1] + z[n]

Filtro de media retardado

Pasabajos Hym (e7?) = e=79(1 4 2 cos(6)) admite implementacién como filtro FIR

Fisles

a0

25

50

75

-100

125

-150

175

Ha(ejg) =

l1—a

1—ae39

hon ] = %5[71 o o[ — 1]+ %5[@

Respuesta en frecuencia

=25
=5
=5

IHulas

0

2

-0

=

0

Respuesta en frecuencia
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Transformada Discreta de Fourier (DFT)

» Objetivo: procesar sefial z[n] de largo N definida en n =[0,1,...,N —1]

v

Respuesta: DFT - fundamental en procesamiento digital (arreglos finitos)

> Equivalente a Z[n] de periodo N tal que Z[n] = z[n| paran =[0,1,..., N — 1]
» Recordar: a, y X (e/%) = Nay, periédicas en k, de periodo N
> Con X} := X(e/%) en 0, = [0, %’, ey M]\,_l)] queda definida la serie ay
» Alcanza con definir N coeficientes X,k € [0,1,..., N — 1] para describir z[n]
» Definicién: DFT
X (e7%)
N—1 ok
X =Y anle "N, ke0,1,...,N—1]
n=0

N-1
1 2mkn
alnl= 3 Xpe PR, ne01,... N~ 1]
k=0
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DFT en forma matricial

» Dados los coeficientes de la DFT X,k € [0,1,..., N — 1]

defino vectores x = [z[0], z[1],...z[N — 1]]T y X = [Xo, X1,... Xn-1]T

» Puedo ordenar las ecuaciones en una estructura matricial

Xo
X1

Xk

XN-1

r 1

1 eijzﬁw

1 e’ >
_2m(N—1)

L1 e N

N-1

n=0

1

27n
e I°N

2mkn
e VTN

27 (N—1)n
el N

_i27wkn
N

Xy = Z z[nle™?

1
c27m(N—1
67]#)

e

L2 (N—1)2
e T N

2mk(N—1)
—j o

matriz DFT

» DFT corresponde a una multiplicacién matricial de N x N
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Ortonormalidad de la DFT

» La siguiente matriz W es ortonormal

ri 1
1 67]-2% o 27n
W !
N ‘= —F— _:2mk _i27kn
VN |1 e 7 e I°N
2w (N—1) c2m(N—1)n
11 e 77~ c.ooed N

> Luego Wy Wy =1 = W;,l = W, (transpuesta conjugada)

-1
> DFT inversa: X = VNWxx = x = (\/NWN) X =x=

VN

2wk (N—1
—j2z (N )

e
2n(N—1)2
e TN
LW X
N
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DFT inversa

» La inversién matricial

1
x= —=WyX
vV N
corresponde a
r 1 1 -
z[0] _jax _j2mn _j2m(N=1)
X1 1 e ° N e e N
i = ] ok Sonk .27rl'c(N—l)
X 1 e TN e IR eI TN
XN_1 2w (N—1) 2n(N—1)n 2 (N—1)2
11 e /7 N o.oed N e’ A
matriz DFT

» Que forma las N ecuaciones de sintesis para obtener z[n] a partir de X},

N

—1
1 2mkn
z[n]= — Xpe 77N | nel0,l,...,N—1
z[n] N E k€ n € (0,1, ]

k=0

22 de 25



Fast Fourier Tansform

> Multiplicacién matricial insume O(N?2) operaciones
» Problema: complejidad numérica no satisfactoria para aplicaciones de tiempo real
> Solucién: Fast Fourier Transform (FFT)

John Tukey

» Devuelve los mismos coeficientes X que la DFT con un algoritmo mas eficiente
> Baja el niimero de operaciones a O(nlogn)
» Aprovecha la estructura de Wy

» Bajar los coeficientes de este orden alin es objeto de investigacion
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Relacion entre transformadas de Fourier

TABLE 5.3 SUMMARY OF FOURIER SERIES AND TRANSFORM EXPRESSIONS

Continuous time

Discrete time

Time domain Frequency domain Time domain Frequency domain
T T
x(0) = ‘ | a = x[n] = ' a =
ST L agelteot | an [, x(t)e™shent 34— axekmiNn | ¥ ko xlnle~Ik@Nn
Fourier ! !
Series | continuous time i discrete frequency discrete time discrete frequency
periodic in time : aperiodic in frequency periodic in time ; periodic in frequency
0 = i X(jw) = xin) = : X(el!) =
L[5 X(jw)ei dw ' te - jwr, 1 0y j0 ! re L x[nle=itn
Fourier =) (jw) : |23 x(ye=Iwtdr 2= an X(e0 )esn ! 257 s xlnl
Transform C"‘“i"“f'“_s Kirpe continuous frequency discrete time . continuous frequency
aperiodic in time R aperiodic in frequency aperiodic in time I periodic in frequency
I
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Generalizacidon de la Transformada de Fourier

Vimos 5 versiones alternativas del espectro
Estas nos permiten pensar una sefial en el espacio de las frecuencias

Segun la aplicacién usaremos la transformada de Fourier adecuada
Disefio de filtros electrénicos analégicos = CTFT
Procesamiento digital por computadora = DFT
Anélisis de la conversién A/D = CTFT <« DTFT

Existen otras variantes como

Discrete Cosine Transform (DCT) para compresién (.jpeg, .mpeg, .mp3, .mp4)
Espectrograma o short-term Fourier transform (STFT)

Graph Fourier transform (GFT) para sistemas interconectados (networks)
Vuestra propia definicién ...
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