Solucion del tercer parcial- 8 de octubre de 2018.
Ejercicio 1
1. Considere f: R — R, g : R — R dos funciones y ¢ € R. Demostrar que si lim f(z) =ay
Tr—cC
lim f(x) =

Tr—C

lim f(z) + g(z) = a+0.

Tr—C

Queremos probar que
lim fg(z) = 0;

Tr—a

lo cual es equivalente a que:

Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si x € R: 0 < |z — a| < § se cumple que

|f(x)g(x)] <e.

Dado € > 0, primeramente g es acotada lo que implica que exite M > 0 tal que |g(z)| < M.

Por otro lado sabemos que

lim f(z) =0

r—ra
£

existe &' > 0 tal que Vo € R: 0 < |z — a| < ¢’ se cumple que [g(z)| < 57
Luego siz € R: 0 < |z — al] < ¢ se cumple:
€
0 <|f(2)g(@)| = [f(2)llg(z)| < 3 M =e.
2. Considere una funcién f: R — R tal que 0 < f(x) < |x 16| para todo z € R. Calcule el

siguiente limite.
In 2= 4 22 41

lim f(x)sinx +
Tz—4

42
En primer lugar, como la funcién 0 < f(z) < Ix 16| y que
2
— 16
lim M —0
T—2 3
se cumple que
li
lim f(z) =

y la funcién sin z es acotada en R. Concluimos que :

. S
lim f(z)sinz =0

Luego usando la continuidad de la fucnién logaritmo deducimos que:

—4 1
limlnxiz—i_ezlnf:—l
r—4 e e

Por las propiedades algebraicas de limite se tiene que:

Inz=dte 4 2241 144241 1
. . e J— —
Jim, f (z)sinz + 422 N 43 4
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Ejercicio 2

1. Enuncie el Teorema de Valor Medio para la integral de funciones continuas.

Teorema del Valor Medio: Si f : [a,b] — R es una funcién continua, entonces existe
c € [a,b] tal que

b
FO)(b—a) = / (@)

2. Muestre que existe x € R tal que:

z+e" =0

Probar que existe un z € R tal que = + e¢* = 0 es equivalente a probar que la funcién
f(x) = x + €® tiene una raiz. Para esto, veamos que f cumple las hip6tesis del teorema
de Bolzano:

e f es continua por ser suma de funciones continuas.
e f(0)=0+¢e"=1>0
e f(-1)=—-1-el<O0yaquee>1

por lo tanto, por Bolzano, existe x € [—1,0] tal que f(z) = 0.

3. Sea f: R — R una funciéon. Considere la siguiente afirmacién:

Si f estd acotada entonces existe a € R tal que lirf f(x)=a€R.
T—1+00

Probar o dar un contraejemplo.

La afirmacién es falsa y un contraejemplo es la funcién f(x) = sinx es acotada y no tiene
limite cuando x — oo:

Considere L € [—1,1] existe un o € [—7, 7] tal que sina = L porque el la funcién sinz
definida en dicho intervalo es sobreyectiva y su imagen igual a [—1,1]. Observe que dado
un ntmero muy grande M > 0:

Considere 2rM + o > M se tiene que :
sin(2rM + o) = sina = L.
Ejercicio 3
1. Considere la funciéon f : R — R definida por:
f(a) =|a* — 22 + 3]

Estudie la derivabilidad en todos los reales usando la definicién.

Estudiando el discriminante de 2 — 2z + 3

A=b—4dac=4-12<0,



concluimos que no tiene raices reales y por lo tanto su signo es positivo para todo x € R.
Entonces f(z) = 2% — 2z + 3.

i &+ h) — f(2) (x+h)2=2(x+h)+3—22+2z—3

=1
h—0 h ) h
22 — 2%+ 2r — 24 20h -2
lim (x + h) (x+h)+3—2°+2zx 3zlimh + 2zh h:2$_2
h—0 h h—0 h

Por lo tanto podemos afirmar que f es derivable para todo x en los reales.

. Considere la funcién f : R — R dada por

f(x) = cos(sin(cos(x)))

Justifique la derivabilidad de f en los reales.

Las funciones h(x) = sinx y g(z) = cosz son ambas derivables en los reales y verifican:

W(z) =cosz y g¢'(x)=—sinz

Podemos escribir a f como:

f(z) =gohog(x)

Primeramente como h o g = sin(cosz) es derivable usando la regla de la cadena y su
derivada:

(hog)(x)=h(g9(x)).¢g'(x) = — cos(cos x).sinz

Aplicando nuevamente la regla de la cadena tenemos que f es derivable en los reales y
ademas por ser composicién de funciones derivables en los reales.

() =g'(hog(x)).(hog(x)) = sin (sin(cosx)) cos(cos ). sin x



