Examen de Geometria y Algebra Lineal 2

Sabado 13 de Julio de 2019.

Nombre y apellido

No. Examen

Cédula de Identidad

Ejercicios de multiple opcién

(Respuesta correcta 11 puntos, incorrecta -3 puntos, sin responder 0 puntos)

Respuestas.

MO1 MO2

MO3

MO4 MO5

Ejercicio 1. Sea A € Mj3,3(R) matriz diagona-
lizable tal que det(A) = —2, tr(4) = —4, y A?

semejante a la matriz

o O =
O = O
= O O

Indicar la opcién correcta:

(A) 1 valor propio de A y m.a.(1) = 2.

(B) 1 valor propio de Ay m.a.(1) =

(C) —2 valor propio de A y m.a.(—2) =

(D) —1 valor propio de A y m.a.(—1) =
Ejercicio 2. Se define la funcién (—, —): R*xR?* —

R como
(X,Y) = 2z191 + awayz + x3Y3 + 32434,

para X = ($1,$2,x3,1’4) eY = (y17y27y3ay4) en
R*. El valor de a para el cual (—,—) es un pro-
ducto interno y los vectores (—2,1,0,1) y (1,1, 3,2)
son ortogonales es:

A

(A) Todo a € R.
(B

(

(

Q
| |

C

Q
| |

)
)
)
)

D) Ningtn a € R.

Ejercicio 3. Se considera en R? el producto interno
(w1, 22, 23), (y1,Y2,Y3)) = 2T1y1 + T2y + T3Y3,
y el subespacio
S = {(x1,29,23) € R : 221 + 29 + 23 = 0}.

Sea Pg(1,—1,0) la proyeccién ortogonal de
(1,—1,0) sobre S segun el producto definido an-
teriormente. Indicar la opcién correcta:

(A) Ps(1,-1,0) = —1(1,1,1).
(B) Ps(1,-1,0) = £(3,-5,~1)
(C) Ps(1,-1,0) = £(4,-17,5)
(D) Ps(1,-1,0) = —5(2,1,1)

Ejercicio 4. Considere la matriz

a —-i 54
) V3 2V/15

A= 144 b 341
= 5 Wit
_1 1 4+3i
2 V3 2Vis

en Ms,3(C). Los valores de a y b para los cuales
A es una matriz unitaria son:

(A)a=3yb=75
(B) a:%yb:%.
(C) a= =2 y b= L.
(D) a= =¥ yb= 24



Ejercicio 5. Para la forma cuadréatica Q: R®> -+ R (A) Todo R.

dada por
Q(x1,x9,23) = 21;? + cwcg + 2x129 — 20013, (B) (~o00,~2].

para todo (71,2, 23) € R3 hallar el intervalo mas  (C) [-2,+00).
grande donde debe pertenecer a, de tal manera que
@ sea indefinida. (D) [-1/2,0].

Ejercicios de Desarrollo
(Justifique detalladamente todas sus respuestas)

Ejercicio 6. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K (con K = R,C), y sea
T:V — V un operador lineal.

1. Definir multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica de un valor propio de 7. (6 puntos)
2. Enunciar el Teorema de la Forma Canoénica de Jordan. (5 puntos)

3. Para el caso K = C, sea V; = Ker[(T — \;Idy)*] donde p; = m.a.(A\;) y A; es un valor propio de 7.
Demostrar que dim(V;) = y;.
(Aqui, (T — A\Idy)* denota la composicion del operador T' — A\;Idy por p; veces). (12 puntos)

Ejercicio 7. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita y con producto interno.
1. Defina operador autoadjunto sobre V. (2 puntos)

2. SiT:V — V es un operador lineal, demuestre que 7" es autoadjunto si, y solo si, existe una base
ortonormal B de V tal que 5((T))s es simétrica. (10 puntos)

3. Considere el espacio V = Ra[z] de los polinomios con coeficientes reales y de grado menor o igual
a 2, equipado con el producto interno

1
(p,q) = / p(2)q(x)dz, para todo p,q € Rola].
0

Sea T': Ry[x] — Ry[z] el operador lineal dado por
T(a+ bz + cx?) = ba.

e Demuestre que T no es un operador autoadjunto.
(Sugerencia: Use la definicién de adjunta de una transformacion lineal). (6 puntos)

e Para la base B = {1,z,2?} de Ry[z] se sabe que

0 0 O
s(M)s=|(0 1 0
0 00
;Por qué esto no contradice el hecho de que T" no es autoadjunto? (4 puntos)

Exclusivo para uso docente
D6 D7




Soluciones

Ejercicio 1: Como la matriz A es diagonalizable, es semejante a la matriz diagonal formada por sus
vectores propios. Llamemos a esta matriz

A0 0
D = 0 X O
0 0 A3

Como det(A) = —2 y tr(A) = —4, y ademas det(A) = det(D) y tr(A) = tr(D), tenemos las relaciones:

A1A2A3 = —2
AL+ A2+ A3 = —4.
Se puede notar que si A es diagonalizable, entonces A2 también lo es, con valores propios dados por A?

donde i = 1,2,3. Asi, A2 ~ D? y D? es la tinica matriz diagonal que satisface esta condicion (salvo el
orden en el que se colocan los A\?). De esto se sigue que

X2 0 0 100
0 X2 0 |=]010
0 0 A2 00 4

Entonces, A\ = 1 (A = £1), A2 =1 (A\y = £1) y A2 = 4 (A3 = £2). A partir de las relaciones
AMA2A3 = =2y A1 + Ay + A3 = —4, se deduce que la soluciéon es Ay = —1, Ao = -1y A3 = —2.

La respuesta correcta es la (C) en la Version 1, y (A) en la Version 2.

Ejercicio 2: Tenemos la funcién (—, —): R* x R* — R dada por
(X,Y) = 22191 + az2y2 + T3y3 + 32494,

para X = (z1,22,73,74) ¢ Y = (y1,Y2,¥3,v4) en R Si queremos que (—2,1,0,1) y (1,1,3,2) sean
ortogonales respecto a esta funcién, tenemos que:

0=1((-2,1,0,1),(1,1,3,2)) =2-(-2) - 14+a-1-140-34+3-1-2=—-d+a+6=a+2

a=—2.
Entonces, (X,Y) queda de la forma
(X,Y) = 221y1 — 2w2y2 + x3y3 + 3T4Y4.
Sin embargo, esta funcién no es un producto interno, ya que X = (1,1,0,0) # 0y
(X,X)=2-1-1-2-1-140-04+3-0-0=0.

La respuesta correcta es la opcién (D) en la Versiéon 1, y (B) en la Version 2.

Ejercicio 3: Busquemos primero una manera més sencilla de describir el subespacio
S = {(1?1,.132,583) € RS :2x1 + a0 a3 = 0}
Tenemos que x3 = —2x1 — x2 para todo (x1,x2,23) € S, es decir,

(351,1'2,1'3) = xl(la Oa 72) + x2(07 ]-a 71)



Asi,
S =1(1,0,-2),(0,1,-1)].

Como R?> =S @ S+ y S es de dimension 2, se tiene que
St =111

es de dimension 1. Resulta mas facil calcular Pg. (1, —1,0), y luego podemos obtener Ps(1, —1,0) a partir
de la igualdad
(1,-1,0) = Ps(1,—1,0) + Ps. (1,—1,0).

Tenemos primero que:

2:1-14+(-1)-1+0-1

1,—-1 1,1,1 111
<( ) ,0)7( ) Ly )> .(171’1): -, =, =
2-1-141-1+1-1 4744

((1,1,1),(1,1,1))

Pg.(1,-1,0) = (1,1,1) =

Entonces,
111 3 5 1
PS(lvilvo)*(1?7170)7PSL(177150)*(177150)7 <47474) - (45474)

La respuesta correcta es la opciéon (B) en la Versiéon 1, y la opciéon (D) en la Version 2.

Ejercicio 4: La matriz A es unitaria si, y s6lo si, sus columnas forman una base ortonormal de C3. Sean
Cq, Cy y C3 las columnas 1, 2 y 3 de A, respectivamente. Tenemos lo siguiente:

0= (Ch.Ca) <( 144 1) ( 5 341 4+3i>> 5 +1+z‘ 3+i 1 4+3i
= ) = O ——""5|> ) ) =a- : -5
b 2 7 2)7\2y/15 2V15 215 215 2 2/15 2 215
_ 5ia +(1+z’)(3—i)+—4+3i__ 5ia +4+2i+—4+3i
- 2V15 415 4/15  2v/15  4V15 415
Sia  5i
2v/15 415
1
a = —.
2
. 1 . . 4 . . 0 - 1 ﬁ
0:<CQ,C3):<(—Z,I),>,( 54 ’3+z7 +32>>:_z. 51 +b-3+2+—- + 30
V3 T3 2v15° 215" 215 V3 2V15 2V15 V3 215
=5 b 3—i+4—3i_—1—3i+b 3—i
65 215 65 6v5 2V15
L+3i _, 3
65 2¢/15
1+3 2V/15  (1+3)(B3+i)2v3v5  10v3i  V3i i
b= . - = = ===
6v5 3—i 10 - 6v/5 10-3 3 V3

La respuesta correcta es la opcién (B) en la Versién 1, y (C) en la Version 2.

Ejercicio 5: La matriz A que representa la forma cuadratica @) viene dada por

2 1 0
A= 1 0 -—a
0 —a a



Luego,

2—X 1 0
xa(A) = det 1 A —a =N 4+ (@a+2)N+(a—1)*\—a(2a+1).
0 —a a—A

El coeficiente del término —\3 siempre es negativo, mientras que el coeficiente de (a — 1)\ siempre es
no negativo (> 0). Por otro lado, los tinicos casos en los cuales se anulan coeficientes en x 4(A) son para
a=-2,a=-1/2,a=0 0 a=1. Hagamos entonces un andlisis por casos:

a < —2: Tenemos a+2 <0, (a—1)? >0y —a(2a+1) < 0. Se cuentan dos cambios de signo entre
coeficientes consecutivos. Entonces, por la Regla de Descartes, A tiene exactamente dos valores
propios positivos. Como en este caso 0 no es un valor propio, el valor propio restante tiene que ser
negativo.

a = —2: Tenemos x4(A\) = —A3 +9) — 6. Haciendo el mismo anélisis, se tienen dos valores propios
positivos y uno negativo.

—2 < a < —1/2: Tenemos a+2 > 0, (a—1)> > 0y —a(2a + 1) > 0. Tenemos un valor propio
negativo y los dos restantes positivos.

a = —1/2: Tenemos

XA(A):—A3+§A2+2A:—A(A2—ZA—Z) :—)\()\—i(l—\/g)) (A—Z(l—i—\/g)).

En este caso, tenemos un valor propio positivo, otro negativo, y otro nulo.

—1/2 < a < 0: Tenemos a+2 >0, (a—1)> >0y —a(2a + 1) > 0. En este caso, A tiene un valor
propio positivo y dos negativos.

a=0: Tenemos x4(\) = =A% +2X2 4+ XA = - A(A2 =2\ —1) = - A(A = 1 +v2)(A — 1 — v/2). Luego,
A tiene un valor propio positivo, uno negativo, y uno nulo.

0<a<1: Tenemos a+2>0, (a—1)2>0y —a(2a+1) <0, por lo que hay dos cambios de signo
entre términos consecutivos. Asi, A tiene dos valores propios positivos y uno negativo.

a = 1: Tenemos x4(\) = =A% + 3)\% — 3, de donde hay dos valores propios positivos de A y uno
negativo.

a > 1: Tenemos a+2 > 0, (a—1)? > 0y —a(2a+1) < 0, de donde hay dos valores propios positivos
y uno negativo.

En cualquier caso, la forma cuadratica es indefinida.

La respuesta correcta es la opcion (A) en la Versiéon 1, y (D) en la Version 2.

Ejercicio 6:

1.
2.
3.

Ver teorico.
Ver teorico.

Debemos demostrar que dim(V;) = p; para el subespacio V; = Ker[(T' — \;Idy)*]. Sea xr(A) el
polinomio caracteristico de 7. Como K = C, podemos escribir a xr(\) de la forma:

Xr(A) = (A=A (A= Ag)2 - (A= An)H



donde Ay > Ag > --- > A, son los r valores propios distintos de T' (r < n). Por el Teorema de la
Forma Canonica de Jordan, existe una base B de V tal que

JM) 0 - 0
0 J) - 0
o 0 JOW)

donde J(A;) es el bloque de Jordan que corresponde al valor propio );. Notamos que calcular
dim(V;) es lo mismo que calcular la dimension del nucleo de la matriz (g((T))s — A\iln)* (donde
n = dim(V)). Veamos la forma de la matriz (g((T"))s — Niln)":

J(A1) — N, 0 0 0
0 J2) = Nl - 0 0
((T))s = Ailn = 0 0 J(Ni) = N, 0
0 0 0 JAr) = N,
T —\) 0 T 0
0 Ja—=N) - 0 - 0
- 0 0 J(0) 0 ’
0 0 0 J(Ar —N)
J(Ap — \g)H 0 0 0
0 J(Ag — A - 0 0
(8((T))5 — Ailn) 0 0 cee J(O)R 0
0 0 -0 Ty — Ai)H

La ultima igualdad se debe a que elevar a una potencia una matriz diagonal por bloques equivale
a elevar cada bloque de la diagonal a dicha potencia.

Ahora, para A; # \;, tenemos que el bloque J(A; —A;)* es una matriz invertible (ya que toda matriz
triangular superior con elementos no nulos en su diagonal es invertible). Entonces, J(\; — A;)*
tiene nucleo nulo para j # ¢, por lo que calcular dim(V;) = dim(Ker((5((T))g — \il»)"?)) equivale
a calcular dim(Ker(J(0)#i)). Finalmente, notamos que J(0)* es la matriz cero, ya que J(0) es
una matriz triangular superior de orden u; cuya diagonal principal estéd formada tnicamente por
0 (toda matriz triangular superior con esta caracteristica se anula cuando es elevada a su orden).

Por lo tanto, Ker(J(0)#) = C* y dim(V;) = dim(Ker(J(0)*)) = dim(CHi) = p,.

Ejercicio 7:
1. Ver teorico.

2. Ver teorico.



3. Para probar que T no es autoadjunto, basta con encontrar un par de polinomios pyg, go € Ra[z] tales
que (T'(po), qo) # (Po,T(qo)). Consideremos po(z) = = y qo(z) = 1. Tenemos:

1
T a0) = (7@ 1) = (o1) = [ ado = 3.

(P, T(q0)) = (2, T(1)) = (x,0) = 0.

Para la base B = {1, z,2?} de Ry[z] se sabe que

5((T))s =

o O O
o = O
o OO

Es decir, g((T')) es una matriz simétrica. jPor qué esto no contradice el hecho de que T no es
autoadjunto? Pues porque B no es una base ortonormal. En efecto, basta notar que (z,1) # 0
(Este calculo ya se hizo en la parte anterior).



