
Examen de Geometría y Álgebra Lineal 2

Sábado 14 de julio de 2018.

Soluiones del examen

Ejeriio 1.

1. Sea T : V → V una transformaión lineal de�nida sobre un espaio vetorial V de

dimensión n.

(a) De�nir valor y vetor propio de T .

(b) De�nir multipliidad algebraia y geométria de un valor propio λ.

() Probar que 1 ≤ mg(λ) ≤ ma(λ) ≤ n.

Ver teório.

2. Se onsidera la matriz A =





1 a −1
1 a −1
1 a −1



 ∈ M3(R).

(a) Determinar los valores de a para los uales la matriz A es diagonalizable.

(b) Determinar en ada aso la forma anónia de Jordan y su respetiva base de

Jordan.

Soluión

Es fáil ver que el rango de A es 1, por lo tanto la dimensión del núleo de A es 2,

esto die que el 0 es valor propio de A on multipliidad geométria 2.

Es fáil ver que ker(A) = [(1, 0, 1), (0, 1, a)]. Para hallar todos los valores propios

onsideremos el polinomio araterístio de A,

det(A− λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λ a −1
1 a− λ −1
1 a −1− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a− λ)λ2
, de donde los valores propios

son λ = 0 on ma(0) = 2 y λ = a on ma(a) = 1.

Caso a 6= 0 En este aso tenemos que ma(0) = mg(0) = 2 y 1 ≤ mg(a) ≤ ma(a) = 1, por

lo tanto A es diagonalizable. El núleo de A−aI =





1− a a −1
1 0 −1
1 a −1− a





está
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generado por (1, 1, 1), luego Sa = [(1, 1, 1)]. Sea B = {(1, 0, 1), (0, 1, a), (1, 1, 1)}.

Esta es la base de Jordan y B[A]B =





0 0 0
0 0 0
0 0 a





Caso a = 0 En ese aso det(A−λI) = −λ3
y por lo tanto ma(0) = 3. Como sabíamos que

mg(0) = 2, se tiene que A no es diagonalizable. Su matriz de Jordan tiene la

forma





0 0 0
0 0 0
0 1 0





. Por lo visto antes, S0 = ker(A) = [(1, 0, 1), (0, 1, 0)]. Su

base de Jordan C = {v1, v2, v3} debe umplir que Av1 = Av3 = 0 y Av2 = v3,
por lo tanto A2v2 = Av3 = 0. Tomaremos v2 ∈ ker(A2) y v2 /∈ ker(A), omo

A2 = 0 podemos elegir v2 = (1, 0, 0). Se tiene que Av2 = (1, 1, 1) ∈ ker(A),
luego tomamos v3 = (1, 1, 1) y basta tomar v1 = (0, 1, 0) que sabemos está en

ker(A) y es L.I on el (1, 1, 1).

Ejeriio 2.

1. Sea V un espaio vetorial de dimensión �nita on produto interno y S un sube-

spaio de V . Sea {v1, . . . , vl} una base ortonormal de S.

(a) Demostrar que

l
∑

i=1

〈v, vi〉vi ∈ S y que v −
l

∑

i=1

〈v, vi〉vi ∈ S⊥

.

(b) Demostrar que V = S ⊕ S⊥
.

Ver teório.

2. Consideremos en R
3
el siguiente produto interno

〈(x, y, z), (x′, y′, z′)〉 = xx′ + 2yy′ + 3zz′

Hallar PS(1, 1, 3) donde S = {(x, y, z) : 2x− 2y + 3z = 0}.

Soluión

Para todo v ∈ R
3
, v = PS(v) + PS⊥(v), de donde PS(v) = v − PS⊥(v). Es laro que

dimS = 2, por ser un plano, luego dimS⊥ = 1 (ver parte 1(b)). Proyetaremos sobre S⊥
.

S⊥ = {(x′, y′, z′) ∈ R
3 : xx′ + 2yy′ + 3zz′ = 0, donde 2x− 2y + 3z = 0}

Luego, el vetor (2,−1, 1) genera a S⊥
.
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Se umple que,

‖(2,−1, 1)‖ =
√
4 + 2 + 3 = 3

y,

〈(1, 1, 3), (2,−1, 1)〉 = 2− 2 + 9 = 9.

Entones, PS⊥(1, 1, 3) = 1

3
〈(1, 1, 3), (2,−1, 1)〉1

3
(2,−1, 1) = 9

9
(2,−1, 1) = (2,−1, 1). Luego,

PS(1, 1, 3) = (1, 1, 3)− (2,−1, 1) = (−1, 2, 2).

Ejeriio 3. Sea V un espaio vetorial de dimensión �nita y T : V → V una transfor-

maión lineal.

1. Enuniar el Teorema Espetral para operadores autoadjuntos.

2. Demostrar que si T es diagonalizable en una base ortonormal y λ ∈ R para todo λ
valor propio de T entones T es autoadjunta.

Ver teório.

3. Hallar T : R3 → R
3
autoadjunta tal que

T (1,−1, 0) = (−1, 1, 0) y ma(3) = 2.

Notemos que (1,−1, 0) es vetor propio asoiado al valor propio −1. Como ma(3) = 2,
se tiene que ma(−1) = 1. Para que T sea autoadjunta, se debe umplir S−1 ⊥ S3 y

dimS3 = 2, es deir, S3 es un plano. Como S−1 = [(1,−1, 0)], el vetor (1,−1, 0) es

ortogonal a S3 y por lo tanto se tiene que S3 = {(x, y, z) : x− y = 0} = [(1, 1, 0), (0, 0, 1)].
Resumiendo, T (1,−1, 0) = −1(1,−1, 0), T (1, 1, 0) = 3(1, 1, 0) y T (0, 0, 1) = 3(0, 0, 1).

Tenemos que B = {(1,−1, 0), (1, 1, 0), (0, 0, 1)} es una base ortogonal de vetores propios.

Hallaremos las oordenadas de ualquier vetor (x, y, z) en esta base,

(x, y, z) = α(1,−1, 0) + β(1, 1, 0) + γ(0, 0, 1).

Haiendo los álulos llegamos a α =
x− y

2
, β =

x+ y

2
y γ = z, luego

T (x, y, z) = (
x− y

2
)T (1,−1, 0) + (

x+ y

2
)T (1, 1, 0) + zT (0, 0, 1)

= (
x− y

2
)(−1, 1, 0) + (

x+ y

2
)(3, 3, 0) + z(0, 0, 3)

= (x+ 2y, 2x+ y, 3z)

.

Ejeriio 4.
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1. Sea V un espaio vetorial de dimensión �nita y T : V → W una transformaión

lineal. Demostrar que Ker T ∗T = Ker T y que rg T ∗T = rg T .

Ver demostraión del Lema 1 en las notas "Desomposiión en valores singulares".

2. Hallar la desomposiión en valores singulares de la matriz A =

(

2 0 1
0 2 0

)

y

veri�ar.

Soluión

Queremos enontrar una desomposiión de la forma A = USV T
. Para ello, omenemos

por hallar los valores singulares de A.

ATA =





2 0
0 2
1 0





(

2 0 1
0 2 0

)

=





4 0 2
0 4 0
2 0 1





det(ATA− λI) = λ(4− λ)(λ− 5), de donde los valores propios de ATA son λ1 = 5, λ2 =
4, λ3 = 5 y los valores singulares de A son σ1 =

√
5, σ2 = 2, σ3 = 0.

Se tiene entones que S =

( √
5 0 0
0 2 0

)

.

Hallemos una base ortonormal de ATA. Haiendo las uentas, se tiene que

ker(ATA− 5I) = [(2, 0, 1)], ker(ATA− 4I) = [(0, 1, 0)] y ker(ATA) = [(1, 0,−2)].

Luego, una base ortonormal de ATA es B = { 1√
5
(2, 0, 1), (0, 1, 0),

1√
5
(1, 0,−2)}, de donde

V =











2√
5

0
1√
5

0 1 0
1√
5

0 − 2√
5











.

Para alular las olumnas u1 y u2 de la matriz U , haemos ui =
Avi
σi

para i = 1, 2,

donde vi son vetores de la base B. Luego,

U =

(

1 0
0 1

)

.
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La desomposiión en valores singulares queda así,

A =

(

2 0 1
0 2 0

)

=

(

1 0
0 1

)( √
5 0 0
0 2 0

)











2√
5

0
1√
5

0 1 0
1√
5

0 − 2√
5











= USV T .
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