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Un pensamiento sorprendentemente moderno

" Tan pronto como exista una Maquina Analitica, ésta guiara necesariamente
el futuro de la ciencia. Siempre que se busque algun resultado con su ayuda,
surgira la pregunta: ¢con qué método de calculo puede la maquina llegar a

ese resultado en el menor tiempo posible?" Charles Babbage (1864)

jcuantas veces hay que
girar la manivela?

Maquina Analitica



Fuerza bruta

Fuerza bruta. Para muchos problemas no triviales, existe un algoritmo
natural de busqueda por fuerza bruta que comprueba todas las soluciones
posibles.

" Tipicamente toma 2" tiempo o peor para entradas de tamano n.

" Inaceptable en la practica.




Tiempo de ejecucion polindmico

Propiedad de escala deseable. Cuando el tamano de la entrada se duplica,
el algoritmo deberia ralentizarse como maximo un factor constante C.

Def. Un algoritmo es de tiempo polindmico si se cumple la propiedad de

escalado anterior.

Existen las constantes ¢ > 0y d > 0 tales que,
para cada entrada de tamano n, el tiempo de ejecucion del algoritmo

esta acotado superiormente por cnd pasos computacionales primitivos.<—— elija C = 2¢

von Neumann Godel Cobham Edmonds
(1953) (1955) (1956) (1964) (1965) (1966)



Tiempo de ejecucion polindmico

Decimos que un algoritmo es eficiente si tiene un tiempo de ejecucion

polindmico.

Justificacion. jRealmente funciona en la practica!

" En la practica, los algoritmos poli-tiempo que se desarrollan tienen

constantes y exponentes bajos.

" Superar la barrera exponencial de la fuerza bruta suele dejar al

descubierto alguna estructura crucial del problema.

n'20

Excepciones. Algunos algoritmos poli-tiempo tienen constantes aItas/

y/0 exponentes, y/o son inutiles en la practica.

Q. ;Qué prefieres 20 n1? ys, nt+002inn?

Map graphs in polynomial time

Mikkel Thorup™

Department of Computer Science, University of Copenhagen
Universitetsparken 1, DK-2100 Copenhagen East, Denmark

mthorup@diku.dk
Abstract

Chen, Gri
have introduced
faces are conside

e corresponding abstract graphs are called map graphs.
Chen et.al. raised the question of whether map graphs can be
recognized in polynomial time. They showed that the decision
problem is in NP and presented a polynomial time algorithm
for the special case where we allow at most 4 faces to intersect
in any point — if only 3 are allowed to intersect in a point, we
get the usual planar graphs.

Chen et.al. conjectured that map graphs can be recognized
in polynomial time, and in this paper, their conjecture is settled
affirmatively.

igni, and Papadimitriou (WADS'97 and STOC'98)
a modified notion of planarity, where two
red adjacent if they share at least one point.



Analisis del peor caso

En el peor de los casos. Tiempo de ejecucion garantizado para cualquier
entrada de tamano n.

" Generalmente capta la eficiencia en la practica.
" Opinidn draconiana, pero dificil de encontrar una alternativa eficaz.

Excepciones. Algunos algoritmos de tiempo exponencial se utilizan

ampliamente en la practica porque los casos mas desfavorables parecen ser
raros.

L}

Optimal I
solution

grep
THEREFORE, | AR!

algoritmo simplex Linux grep algoritmo k-means



Tipos de andlisis

En el peor de los casos. Tiempo de ejecucion garantizado para cualquier
entrada de tamano n. Ej. Heapsort requiere como maximo 2nlogzn
comparaciones para ordenar n elementos.

Probabilistico. Tiempo de ejecucidon esperado de un algoritmo aleatorio.

Ej. El numero esperado de comparaciones para quicksort n elementos es ~ 2n
In n.

Amortizado. Tiempo de ejecucion en el peor de los casos para cualquier
secuencia de n operaciones. Ej. Partiendo de una pila vacia, cualquier
secuencia de n operaciones de insercion y extraccion requiere O(n) pasos
computacionales primitivos utilizando una matriz de redimensionamiento.
Caso medio. Tiempo de ejecucion esperado para una entrada aleatoria de
tamano n. Ej. El numero esperado de comparaciones de caracteres
realizadas por 3-way radix quicksort en n cadenas uniformemente aleatorias
es ~2ninn.

También. Analisis suavizado, analisis competitivo, ...



Por gué es importante

Table 2.1 The running times (rounded up) of different algorithms on inputs of
increasing size, for a processor performing a million high-level instructions per second.
In cases where the running time exceeds 10*° years, we simply record the algorithm as

taking a very long time.

n nlog, n n? n’ 1 5 o n!
n=10 < 1 sec < 1 sec < 1 sec < 1 sec < 1 sec < 1 sec 4 sec
n=30 < 1 sec < 1 sec < 1 sec < 1 sec < 1 sec 18 min 10%° years
n=>50 < 1 sec < 1 sec < 1 sec < 1 sec 11 min 36 years very long
n =100 <lsec <lsec <1sec 1sec 12,892 years 107 years  very long

n = 1,000 < 1 sec < 1 sec 1 sec 18 min very long very long very long
n = 10,000 < 1 sec < 1 sec 2 min 12 days very long very long very long
n = 100,000 < 1 sec 2 sec 3 hours 32 years very long very long very long

n = 1,000,000 1 sec 20 sec 12 days 31,710 years very long very long very long
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Notacion "O mayuscula”

Cotas superiores. T(n) es O(f(n)) si existen las constantes c>0y ny >0
tales que T(n)<c.f (n) paratodon>n,.
c.f(n)
Ej. T(n)=32n%+17n+ 1.
" T(n) es O(n?). — elijac=50,no=1
" T(n) también es O(n3).
" T(n) no es ni O(n) ni O(n log n).

Nno n

Uso tipico. La ordenacion por insercion hace O(n’°) comparaciones para

ordenar n elementos.

T'(n)

Definicion alternativa. T(n) es O(f (n)) si limsup T(n) < 00.

n—oo

11



Abusos notacionales

Signo de igual. O(f(n)) es un conjunto de funciones, pero los informaticos
suelen escribir T(n) = O(f(n)) en lugar de T(n) € O(f (n)).

Ej. Consideremos f(n) =5n%y g(n) = 3n?.
" Tenemos f(n) = O(n3) = g(n).
* Por tanto, f(n) =g(n). X

Dominio. El dominio de f(n) suele ser los numeros naturales {0, 1, 2, ... }.
" A veces nos limitamos a un subconjunto de los numeros naturales.

Otras veces nos extendemos a los reales.

Funciones no negativas. Al utilizar la notacion O grande, suponemos que
las funciones implicadas son (asintdéticamente) no negativas.

En resumen. Esta bien abusar de la notacion, pero no esta bien usarla mal.

12



Notacion Omega mayuscula

Cotas inferiores. T(n) es Q(f (n)) si existen las constantes c>0y n, >0
tales que T(n)>c . f(n) para todon>n,.
T(n)
Ej. T(n)=32n%+17n+ 1.
" T(n) es tanto Q(n°) como Q(N). —  jijac=32 no=1
" T(n) no es ni Q(n°) ni Q(n%log n).

c . f(n)

No n

Uso tipico. Cualquier algoritmo de ordenacion basado en comparaciones
requiere Q(n log n) comparaciones en el peor de los casos.

Afirmacion sin sentido. Cualquier algoritmo de ordenaciéon basado en
comparaciones requiere al menos O(n log n) comparaciones en el peor de los
Casos.

13



Notacion Theta mayusculo

Limites estrechos. T(n) es O(f (n)) si existen las constantes c1>0, ¢c2>0,

y Ny >0 tales que ca. f(n) <T(n) <c2. f(n) para todo n>n; . f ()
C2.T (N

Ej. T(n)=32n%2+17n+ 1. T

- T(n) €s ®(n2)- “~— elijac1=32,c2=50,n0=1
" T(n) no es ni ®(n) ni B(n3).

ci.f (n)

No
Uso tipico. Mergesort realiza ®(n log n) comparaciones para ordenar n
elementos.

14



Datos Utiles

Proposicion. Si, lim f(n) — ¢ > 0 entonces f(n) es O(g(n)).

n—oo g(n)
Pf. Por definicion del limite, existe n, tal que para todo n>n|

f(n)

c < —= < 2c
g(n)

DO | =

" Asi, f(n)<2c g(n) para todo n>n,, lo que implica que f (n) es O(g(n)).
" Del mismo modo, f(n) >%c g(n) para todo n>n,, lo que implica que f(n)
es Q(g(n)).

(n)

Proposicion. Si, lim o) 0 entonces f(n) es O(g(n)).
n—oo g n

15



Limites asintoticos para algunas funciones comunes

Polinomios. Sea T(n)=a,+a; n+..+anyg® con ay >0. Entonces, T(n) es O(n?).

d
ap + ain+ ...+ agn
Pf. lim 20T % +d - = aq > 0
n—00 n

Logaritmos. ©(log, n) es O(log, n) para cualquier constante a;b-»@s necesario especificar
la base

(suponiendo que sea una
constante)

Logaritmos y polinomios. Para todo d >0, lognes O(nY).

Exponenciales y polinomios. Para cadar>1y cadad>0, nes O(r").

’I’Ld

pf. lim — =0

n—oo 1N

16



Notacion Big-Oh con multiples variables

Limites superiores. T(m, n)es O(f (m, n)) si existen las constantes ¢>0, m, >0
VY ny >0 tales que T(m,n)<c-f (m,n)paratodon>nyy m>m;,.

Ej. T(m, n)=32mn?+ 17mn + 32n3 .
" T(m, n) es tanto O(mn?+n3) como O(mn3).
" T(m, n) no es ni O(n®) ni O(mn?).

Uso tipico. La busqueda de ancho primero tarda O(m + n) en encontrar el
camino mas corto de sa ten un digrafo.

17
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Tiempo lineal: O(n)

Tiempo lineal. El tiempo de ejecucidon es proporcional al tamano de la
entrada.

Calcular el maximo. Calcular el maximo de n numeros a, ..., a, .

max <« a,
fori=2ton{
If (&, > max)
MmaX < g,

20



Tiempo lineal: O(n)

Combinar. Combina dos listas ordenadas A=a;,a,,..,a,conB=b;,b,, ..

un todo ordenado.

Merged result

A A
AN

/// |bj B

i=1, 73 =1

while (ambas listas no estan vacilas) {
1if (a; £ b, ) ahade a; a la lista de salida e incrementa 1
else afiade b; a la lista de salida e incrementa ]

}

afiadir el resto de la lista no vacia a la lista de salida

Afirmacion. Fusionar dos listas de tamano n lleva O(n) tiempo.

, b, en

Prueba. Después de cada comparacion, la longitud de la lista de salida

aumenta en 1.

21



Tiempo lineal: O(n log n)

Tiempo O(n log n). Surge en algoritmos de divide y venceras.

Ordenacion. Mergesort y heapsort son algoritmos de ordenacion que
realizan O(n log n) comparaciones.

Mayor intervalo vacio. Dadas n marcas de tiempo xq, ..., X, en las que llegan
copias de un fichero a un servidor, jcual es el mayor intervalo en el que no
llega ninguna copia del fichero?

Solucion O(n log n). Ordena las marcas de tiempo. Escanea la lista
ordenada, identificando la maxima distancia entre marcas de tiempo
sucesivas.

22



Tiempo cuadrdatico: O(n?)

Ej. Enumerar todos los pares de elementos.

Par de puntos mas cercano. Dada una lista de n puntos en el plano (xi, yy), ...,
(Xn, Yn), hallar el par mas cercano entre si.

Solucion O(n?). Prueba todos los pares de puntos.

Min < (Xg - X )% + (Y1 - Y )2°
fori=1ton{
forj=1+1lton{
de(X-xX)F+(i-y)
If (d < min)
min < d

Observacion. Q(n2) parece inevitable, pero esto es sélo una ilusion. (véase el
Capitulo 5)

23



Tiempo cubico: O(n3)

Ej. Enumerar todos los triples de elementos.

Conjuntos disjuntos. Dados n conjuntos S, ..., S, cada uno de los cuales es
un subconjunto de 1, 2, ..., n, jexiste algun par de ellos que sea disjunto?

O(n3) solucion. Para cada par de conjuntos, determinar si son disjuntos.

foreach conjunto S; {
foreach otro conjunto S;
foreach elemento p de S; {
determinar si p también pertenece a S;
}
if (ningln elemento de S; pertenece a S )
informan de que S; y S; son disjuntos

J

24



Tiempo polindbmico: O(nX)

Conjunto independiente de tamano k. Dado un grafo, jexisten k nodos tales
que no haya dos unidos por una arista? AN

k es una constante

Solucion O(n*k). Enumerar todos los subconjuntos de k nodos.

for each subconjunto S de k nodos {
comprobar si S es un conjunto independiente
If (S es un conjunto independiente)
informe S es un conjunto independiente

}
}

" Comprobar si S es un conjunto independiente lleva O(k?) tiempo.

" Numero de subconjuntos de k elementos =

" O(k2nk/k!) = O(nk). (:) _ n(n —ka(ﬁ I)(Q;Z i Q)XX(n ; f t1) Zj
\ !

poli-tiempo para k=17,

pero no es practico
25



Tlempo exponencial

Conjunto independiente. Dado un grafico, jcual es la cardinalidad maxima
de un conjunto independiente?

Solucion O(n 22" ). Enumerar todos los subconjuntos.

S* <« ¢
foreach subconjunto S de nodos {
comprobar si S es un conjunto independiente

If (S es el mayor conjunto independiente visto hasta ahora)

actualizar S* « S

26



Tiempo sublineal

Busqueda en una matriz ordenada. Dada una matriz ordenada Ade n
numeros, ;se encuentra un determinado numero x en la matriz?

Solucion O(log n). Busqueda binaria.

o< 1,hi<n
while (lo < hi) {
mid < (lo + hi) / 2
If (x < A[mid]) hi < mid - 1
else if (x > A[mid]) lo « mid + 1
else return yes

}

devolver no

27
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