Matematica Discreta |

Segundo Parcial (curso 2003)
Martes 9 de diciembre de 2003

Respuestas a las Multiple opcion y Letra

RESPUESTAS
1 2 3 4 5 6 7 8
D B C E A A E C

MINI ENCUESTA

(Desea que su resultado sea publicado en la web? (SI o
NO):

A que tedrico concurrié (M=matutino, V = vespertino,
N = nocturno, 0 = ninguno)

a) durante la primera mitad del curso:

b) durante la segunda mitad del curso:

No hay puntos negativos y cada respuesta correcta
vale 6 puntos. No se puede usar material.

Los resultados se dara el lunes 15 de diciembre
a las 15:00 y la muestra serd el martes 16 a las
17:30 (salén a confirmar).

EJERCICIO 1 Sea A = {1,2,3,4,5,6,7,8}.
Se considera la relacion R en A tal que : aRb si
b? — a? > 0 y es multiplo de 5.
Indique la opcién correcta:

(A) A tiene sélo 2 elementos maximales.
(B) A tiene sélo 2 elementos minimales .

(C) El grafo asociado a R tiene exactamente dos
componentes conexas.

(D) Existe en A una cadena de 4 elementos.

(E) (A, R) es un reticulo.

SOLUCION: (A, R) consiste de tres cadenas {1,4,6},

{2,3,7,8} y {5}. Por lo tanto tiene 3 elementos min-
imales, 3 maximales, no es reticulo, el grafo asociado
tiene tres componentes conexas y como la segunda ca-
dena posee 4 elementos la repuesta correcta es la (D).

EJERCICIO 2 Sea (A,R) un conjunto par-
cialmente ordenado. Considere las siguientes afirma-
ciones:

I) aRb si y solo si existe el supremo de {a,b} y es b.
IT) A es finito si y solo si posee algin elemento max-
imal.

III) Si (A, R) es un reticulo, entonces m es maximal
si y solo si m es maximo.

Indique la opcién correcta:

Solo (I) y (II) son correctas.

(
Solo (I) y (III) son correctas.
Solo (IT) y (III) son correctas.
Solo (ITI) es correcta.

Ninguna opcién es correcta.

SOLUCION: 1) es verdadero: (=): aRb implica b cota
superior de a. bRb implica b cota superior de b. Por lo
tanto b cota superior de {a,b}. Si c es cota superior de
{a,b}, entonces bRe por lo que b es menor que c. Por
lo tanto b es la menor de las cotas superiores de {a, b},
es decir, el supremos. (<) si b supremos de {a,b} = b
cota superior de {a,b} = aRb.

I1) el directo es cierto pero no el reciproco ya que,
por ejemplo, los naturales con la relacién “mayor o
igual”tiene un elemento maximal pero el conjunto es
infinito.



) es verdadero. (=): Si m es maximal, dado otro
elemento = tendremos que mRsup(x,m) = m =
sup(x,m) = zRm. (<): siempre un maximo es max-
imal. Por lo tanto es la (B).

EJERCICIO 3 Indicar para qué valores de
n > 3 es C, autocomplementario.

(A) Para ninguno ; (B) n = 4; (C) n =
n==6; (E)Vn>4.

5, (D)

SOLUCION: El complementario de C,, tiene vértices
con grado n — 3, por lo tanto la (nica forma que sea
un ciclo es si n — 3 = 2, es decir para n = 5. Ademas
el complementario de C5 es C5, por lo tanto es la (C)

EJERCICIO 4 Se define el grafo tripartito
completo K, ;; como un grafo tal que sus vértices
se puede escribir como unién disjunta de tres sub-
conjuntos Vi, Vo, V5 con |Vi| =7, |Va| = s, |V3] =t
y tal que {a,b} es una arista si y solo si a € V,
b € Vj con i # j. El grafo tripartito completo tiene
un circuito euleriano si y solo si:

r, s y t son todos pares.
r, s y t son todos impares.

r, § y t son todos pares o si hay dos pares y
uno impar.

r, § y t son todos pares o si hay uno par y dos
impares.

r, s y t son todos pares o todos impares.

SoLUCION: Es la (E), ya que el grado de los
vértices en V; es ZJ#\VA asi que para que Qichos
grados sean pares, o bien son todos pares o bien la
suma de dos cualesquiera de ellos es par, lo cual sucede
solo si todos son impares.

EJERCICIO 5 EI ntmero cromstico de un
arbol de n > 2 vértices y grado maximo de los
vértices A es:

(A)2; (B)3; (C) A+1; (D) n; (E) C3.

SOLUCION: En la (A)Ej 17e Practico 8.

EJERCICIO 6 Sean G; = (Vi,Ey), Gy =
(Va, Es) dos grafos con Vi (| Va = 0. Se define

G1UG2 = (Vl UVQ,El UE2)

Gl+G2:(G1UGz)+E

donde {a,b} € Esiysolosia e V; ybe V.

Sean x1, X2, XU Y X+, los nimeros cromaticos de G,
G2, G1 G2 v G1 + G5 respectivamente. Indique
la opcién correcta:

(A) xu=méx{x1,x2} ¥ X+ =x1+ X2
(B) xu =min{x1,x2} ¥ Xx+=Xx1"Xe
€) xu=x1+x2 ¥ X+=x1"Xo

D) xu=x1+x2 ¥y x+=min{xi,x2}
(E) xu=x1-x2 v x4+ =mdx{x1,x2}

SOLUCION: Es la (A). Para G |J G2 al no haber aris-
tas de V7 a V4 se pueden pintar en forma independiente
seglin las aristas de G'1 y G2. Si x; < x; alcanzan
colores para pintar a ambos, esto es max{x1, x2}. Para
(1 + G5 todos los vértices de V7 estan unidos a los de
V5 por lo que deben tener colores diferentes. Se puede
pintar primero V; con x; colores y luego V5 con otros
X2 diferentes de los anteriores, en total x1 + x2.

EJERCICIO 7 Sea G un grafo sin lazos no
plano con 5 vertices ;Cudntas aristas tiene G7
Indique la opcién correcta:

(A) 4; (B) 5; (C) 6; (D) 9; (E) 10.
SOLUCION: El (inico grafo no plano con 5 vértices es
K5 y tiene 10 aristas.

EJERCICIO 8 Calcular la cantidad de
numeros de 6 cifras que verifican simultdneamente
las siguientes condiciones:

i) Ningun de sus digitos es 0 6 9.

ii) La primera, segunda y quinta cifra son distintas
a la tercera.

iii) La primera y la segunda son distintas de la sexta.
iv) La segunda y cuarta cifras suman 9.

(Por ejemplo el 123456 pero no el 102345, ni el



109234 ni el 923456.)
Indique la opcién correcta:

(A) 11,368; (B) 75; (C) 16,856; (D) 79,576; (E)
117,992.

Sugerencia: Asociar un grafo al problema.

SoLUCION: Como la cuarta cifra depende solo de
la segunda, puede no tenerse en cuenta ya que una vez
fijada la segunda la cuarta queda determinada. Forman-
do un grafo con 5 vértices, uno por digito excluyendo
el cuarto, y uniendo dos digitos si tienen que ser difer-
entes, la cantidad buscada sera el polinomio cromatico
de dicho grafo evaluado en 10 — 2 = 8. El grafo resul-
tante es G = ({1,2,3,5,6},{16,13,23,26,35}) (C4
con un vértice colgante) y su polinomio cromético es
p(G,A) = A(A—1)2(A% =31 +3) (el de Cy por A—1),
por lo tanto la respuesta es 8.72.(64—24+3) = 16,856

EJERCICIOS DE DESARROLLO

EJERCICIO 9 En ZxZ se considera la relacién
R: (a,b)R(c,d) si ¢c—a es par y d— b es multiplo de
3.

a) Demostrar que R es una relacién de equivalencia
en Z x 7.

b) Hallar la clase de equivalencia de (0,0) segin R
en Z X 7.

¢) Hallar el conjunto cociente Z x Z/R ;Cuédntas
clases de equivalencia tiene R?

SOLUCION: a) Reflexiva: (a,b)R(a,b) < a —a =
0,b—b=0v.
Simétrica: (a,b)R(c,d) < ¢ —a = 2,d—b =3 &
a—c=-2=2b—d=—dot3 =3 < (c,d)R(a,b)v .
Transitiva: (a,b)R(c,d)R(e, f) & c—a=2,d —b =
3,e—c=2,f—d=3.Sumando la primera y segun-
da igualdades con la tercera y cuarta respectivamente
obtenemos e —a =2+2=2y f—b=3+3=3
= (a,b)R(e, )V

b) [(0,0)] = {(zy) : = = 2,y = 3} =
{(0,0),(0,3), (0,-3),(2,0),(-2,0),...} = {(2¢,3)) :
i,j €Z}

c) Z x Z/R = {[(0,0)], [(0,1)], [(0,2)], [(1, 0)],
[(1,1)],[(1,2)]} Son seis clases.

EJERCICIO 10 Sea T un arbol con grado
méximo (de vértices) A.

a) Demostrar que T tienen al menos A hojas.

b) {Cudntas hojas tendrd T tiene exactamente dos
vértices con grado A? Justifique su respuesta.

¢) {Cudntas hojas tendrd T si tiene k vértices de gra-
do A y todos sus otros vértices tienen grado 1 o 27
Justifique su respuesta.

SOLUCION: a) Por induccién en el nimero de ver-
tices. Para un vértice T'= K7, A = 0 y no tiene hojas.
Si T tiene mds de un vértice, por una propiedad vista
en el tedrico, tiene por lo menos dos hojas. Si una de
ellas no es incidente a un vértice con grado A, quitar-
la dicho vértice continuard teniendo grado A y por la
hipétesis inductiva el grafo tendra por lo menos A ho-
jas. Al volverla agregar el grafo resultante tendra por
lo menos A o A + 1 hojas, en cualquiera de los casos
tendrd al menos A hojas. Si ambas hojas son adyacente
a un vértice de grado A al quitarla el grafo resultante
tendra grado maximo A—1 o A por lo que tendrd A—1
o A hojas, pero al agregarla nuevamente el grafo ten-
drd A o A+ 1 hojas

b) Fue anulada para el parcial.

c) Si A =0, entonces T = K; y no hay hojas. Si
A =1, entonces T = Ky y hay dos hojas. Si A > 2,
planteando la suma de los grados, si hay v vértices, e
aristas, m vértices de grado 2 y h hojas tenemos que
si A > 2, entonces:

kA +2m+h=2e=2(n—1)

y que n =k +m + h, por lo tanto h = k(A — 2) + 2.
Por otro lado, si A = 2, entonces 2k+h = 2(k+h—1)
y h =2 = A también.



