Matematica Discreta 1

Primer Parcial
Miércoles 26 de setiembre de 2018

El parcial dura tres horas, cada ejercicio MO1 | MO2 | MO3 | MO4 | MO5

miltiple opcién vale cuatro puntos y no se B B C A D

restan puntos.

No esta permitido usar calculadora ni “ma-

terial”.
Ejercicios de Miultiple Opcién

Ejercicio MO1: Se tiene un tablero de 4 filas y 4 columnas como el de la figura y
se tiene una ficha en la casilla inferior izquierda. Se la quiere llevar a alguna casilla
de la columna pintada de gris, con movimientos hacia la derecha y hacia arriba

i De cuantas formas se puede hacer?

A) 34 B) 35 C) 70 D) 126

Resolucién: Seguro de deben hacer 3 movimientos a la derecha y a lo sumo 3 hacia
arriba. Si ¢ es la cantidad de movimiento hacia abajo que se hacen, la respuesta es
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Ejercicio MOZ2: Sea la funcién
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Si f(z) = > aya™, hallar as.
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D) ag = —27
Resolucién:
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Ejercicio MO3: Una maestra de escuela reparte un cubo por cada alumno pidién-
doles que pinten cada cara de rojo o azul. Al terminar ponen los cubos en una
bolsa ;Cudl es la minima cantidad de nifios para la cual seguro hay dos cubos
indistinguibles?

A)9 B) 10 C) 11 D) 64

Resolucién: Separamos primero en la cantidad de colores de cada tipo, que pueden
ser 0y 6,1y5, 2y 4, 3y 3, pues un cubo tienen 6 caras. En el caso 0 y 6, son
dos casos: o bien todos pintados de rojo o bien todos pintados de azul. En el caso
1 y 5, o sea cuando se pinta una cara de un color y las otras cinco del otro, son
dos casos posibles. En el caso 2 y 4, distinguimos segiin las dos caras pintas con el
mismo color sean opuestas o adyacentes, asi que son 2 x 2 = 4 casos. Por 1ltimo, en
el caso 3 y 3, nos fijamos como estas distribuidas las caras de rojo. Si hay dos caras

rojas opuestas, hay un solo caso, si no hay ninguna opuesta, también hay un solo
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caso posible, en total son 2 posibilidades. Asi que el total son 2 + 2 + 4 + 2 = 10,

para que se repitan dos pintadas deben hacer 11 alumnos.

Ejercicio MOb: Se tira un dado 5 veces. Calcular la cantidad de maneras en las
que la suma de las 5 tiradas es exactamente 15.

Aclaracion: importa el orden de las tiradas.
A) 651 B) 652 C) 653 D) 931

Resolucién: Si x; es el namero que sale en la i-ésima tirada, entonces la cantidad
de posibles tiradas es igual a la cantidad de soluciones de la ecuacién

r1+xo+x3+ 24+ 25 =15 con 1 < x; <6, lo cual es equivalente a
$1+$2+1’3+$4+£L’5:103 0§$1§5

Por el principio inclusién-exclusion es

14! 8! 14.13.12.11 58.7.6.5
10!4! 414 4.32 4.3.2

= 7.13.11 — 5.2.7.5 = 7(143 — 50) = 7.93 = 651.

CR}, —5CR; = Cjj — 5C5 =

Ejercicio MO4: Consideremos la sucesién {a, },en que para todo n € N cumple:
Qpy2 + Qpy1 = 2a,,

Hallar a, sabiendo que a; = 2046 y a;; = 0.

A) ay =-2044
B) as = 2044
C) a = 2048
D) as = 2052



Resolucién: Ecuacién caracteristica: \> + A —2 = (A — 1)(\ + 2) de donde a, =

A(—2)" + B. Imponiendo las condiciones de borde tenemos

ay = A(=2)' + B =2046 | —2A+ B = 2046/ — 2A + 20484 = 2046//A = 1
ay = A(=2)1 + B =0 —2048A4 + B = 0//B = 2048

de donde ay = (—2)* + 2048 = 4 + 2048 = 2052.

Ejercicios de Desarrollo

Ejercicio de Desarrollo 1: (10 ptos) Consideramos la sucesién a, que satisface
Up = Qp_1+ 20,2 + 30,3 Vn > 3,

con ag = 1,a; = 2, a9 = 3. Demuestre que existe ng tal que 2" < a,, < 3" para todo

n > ny.
Resolucién: Por induccién fuerte:

Paso base:
3P =1>aq,=1>2"=1,
3 =3>aq =2>21=2,
32 =9>ay,=3<2%=4,
33 =27>a3=10> 2% =38,
3t =81>a,=22>2" =16,
3% =243 > a5 = 51 > 2° = 32.

Paso inductivo: para n > 6 tenemos

U = Qp_1+20p 5+ 3, 3 < 3" 1 +2x 3?43 x3"3=3"3(94+643) =3"718 < 3”327 = 3"
>2m 42 x 2" 43 x 2" =273 (4 444 1) = 27789 > 278 = 2n,
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Ejercicio de Desarrollo 2: Demostrar las siguientes igualdades.

Sugerencia: usar un argumento combinatorio.
1) (5 ptos)

n™ = 2: (’Z) Sob(m, i)

2) (5 ptos)
Sob(m + 1,n) = n(Sob(m,n — 1) + Sob(m, n))

Resolucién: 1) n™ es la cantidad de funciones sin restricciones. El miembro de
la derecha es dicha cantidad separada segtn el cardinal de la imagen del dominio.
(’:) es la cantidad de formas de elegir los ¢ elementos de la imagen, mientras que

Sob(m, i) las formas de enviar los m elementos en los i.

2) Se considera un elemento « distinguido del dominio. Se divide el conjunto de
funciones sobreyectivas de m + 1 en n en dos conjuntos, uno donde el elemento la

imagen de a tiene una sola preimagen, y otro donde tiene méas de una preimagen.

Para formar una funcién del primer conjunto, primero elegimos la imagen de a de n
formas distintas. Luego elegimos las iméagenes de los otros m elementos distintos
de a de forma tal que cubran los n — 1 elementos del dominio distintos de la imagen
de a elegida previamente. De esta formar la tinica preimagen de la imagen de a
es a mismo. En total, por la regla del producto hay n x Sob(m,n — 1) formas de

hacerlo.

Para formar una funcién del segundo conjunto, primero elegimos la imagen de a de
n formas distintas. Luego elegimos en forma independiente de la eleccién anterior,
las iméagenes de los otros m elementos distintos de a de forma tal que cubran los
n elementos del dominio, de ésta forma nos aseguramos que la imagen de a otra
preimagen, ademas de a. En total, por la regla del producto hay n x Sob(m,n)

formas de hacerlo.



En total, por la regla de la suma, tenemos nSob(m,n — 1) + nSob(m,n) posibles

funciones.



