Matematica Discreta 1

Primer Parcial
Jueves 3 de mayo de 2018

El parcial dura tres horas y media, cada ejercicio
multiple opcién vale cinco puntos y no se restan
puntos.

No estd permitido usar calculadora ni “material”.
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B C C C B

Ejercicios de Multiple Opcién

Ejercicio Miltiple Opcién 1: La cantidad de
elementos del conjunto {f : {1,2,...,6} —

P{1,2,...,6}: f inyectiva,l ¢ f(1),2 ¢ f(2)}

€s.

A) 63-62-61-60-59 B) 16-63-62-61-60-59
C) 16-64-62-61-60 - 59.

Resolucién: Usamos la regla de la suma y dis-
tinguimos dos casos, o bien 2 ¢ f(1) o bien
2inf(2), y luego la del producto: Caso 1) f
inyectiva y 2 € f(1), tenemos entonces: f(1)
puede ser elegido de entre 2672 = 16 = |{{2} U
S S C {3,4,5,6}}| subconjuntos.
f(2) puede ser elegido de entre 2° = 32 =
|P({1,3,4,5,6})| subconjuntos, f(3) puede ser
elegido de entre 25 — 2 = 62 subconjuntos, f(4)
de entre 61 subconjuntos, f(5) de entre 60 y

Luego,

f(6) de entre 59 subconjuntos, subconjuntos.
Total de posibilidades: 16 - 32 - 62 - 61 - 60 - 59
formas.

Caso 2) f inyectiva y 2 ¢ f(1), tenemos en-
tonces: f(1) puede ser elegido de entre 262 =
16 = {9 : S C {3,4,5,6}} subconjuntos.

Luego, f(2) puede ser elegido de entre 2° —
1 =31 = |P({L1,3,4,5,6}) \ f(1)| subconjun-
tos, f(3) puede ser elegido de entre 26 — 2 = 62
subconjuntos, f(4) de entre 61 subconjuntos,
f(5) de entre 60 y f(6) de entre 59 subcon-
juntos, subconjuntos. Total de posibilidades:
16 -31-62-61-60 - 59 formas.

En total seran 16-63-62-61-60-59 = 16-63! /58!

Ejercicio Miultiple Opcién 2: Se desea armar
la primera fecha de un campeonato de la liga lo-
cal de basquet. La liga es conformada por nueve
equipos, por lo que un equipo deberd tomarse
la fecha libre. ; Cuantas formas hay de armar la
fecha, si es relevante al conteo quien es el local

y quien es el visitante en cada partido?

A)630  B) 1680  C) 15120.

Resolucién: Como un equipo quedara libre,
primero lo elegimos (de 9 formas posibles).
Luego, con los 8 que quedan elegimos cuatro
locatarios de C% formas posibles. Finalmente
colocamos los locatarios en una fila y sus con-

trincantes en otra enfrentada, de 4! formas. En



total seran

8!
9.0% -4l = 97 = 15120.

Ejercicio Miltiple Opcién 3: ;Cuéantas per-
mutaciones de la palabra “PAPELES” no dejan

dos letras juntas?

A)540  B)600  C) 660.

Resoluciéon: Por Inclusién-Exclusién:

76! 6l

5l = 5)(7-6/4—6+1) = 51(21—10) /2

=5-4-3-11 = 660.

Ejercicio Miltiple Opcién 4: Un cierto tipo
cebollitas tienen un periodo de maduracién a
partir del cual generan dos cebollitas més. Se
quiera saber si cortando K cebollitas inmaduras
a partir del segundo periodo, la poblacién se
mantiene estable. Suponiendo que se comienza
con una plantacién de 20 cebollitas inmaduras.

Indique la opcién correcta:
A) Existe K y es menor que 30.

B) Existe K y es mayor que 40.

C) Ninguna de las anteriores.

Resolucién: Sea a, el total de cebollitas, a/,
las inmaduras, a!’ las maduras y K la cantidad

cortada. Entonces

a, =a, +a) — K n>2

! 1
a, = 2a,_,

= a, =20y + ayp_1 — K

Cuyaec. car. es N2 — X —2=0o0sea \ = —1
o 2. Por lo tanto una solucién particular sera
una constante a? = A con A =24+ A - K
de donde A = K /2. La solucién general sera
a, = a(—1)"+ 2" + K/2. Como a; = 20 y

ay = 0 entonces ay = 20 y a; = 20, de donde

20=a+p8+K/2
20=—-a+260+K/2

=40=3+K=0=(40—-K)/3=K =40

Por lo tanto la opcién correcta es la C)

Ejercicio Miltiple Opcién 5: Un grupo de
tres estudiantes compra una docena de bizco-
chos cada dia. Todos quieren al menos un pan
con grasa, y uno de ellos quiere solamente el pan
con grasa y dos vigilantes. Si en la panaderia
hay solo cinco de tres tipo de bizcochos: pan
con grasa, vigilantes y comunes salados. ;Cudl
es la menor cantidad de dias que deben pasar

para para que seguro se repita su pedido?

A)9 B)10 C)I1L

Resolucién: Seré la cantidad de posibles elec-

ciones mas uno. La cantidad de eleccién es la

cantidad de soluciones enteras de
1+ To +x3 =12,

tg. 3<21<5,2<2,<5,0<23<05.

que es equivalente a
1+ Ty + T3 = 7,

t.gq 0<2;<20<2,<3,0L823<05.



que son todas las combinaciones de x; y xo
gue suman como minimo 2 o sea x1Ty €
{02,03,11,12,13,20,21, 22,23}, o sea 9. La re-
spuesta es 9 + 1 = 10.

También se puede hacer por inclusién exclusién:
CR2— CR3 — CR3 — CR? + CR} =

Se Qe Jye Jye FNe

=36—-15-10-3+1=09.

O con f.g.: coeficiente de 27 en
(1+z+z?) (1 +z+2? +2*) 1o+ + o3+ 22 +2°)
=(1-2)1—-2H(1-2%1—2)3

coeficiente de x” de

(1—a2®—a* =2 +27) ZCRix”
n=0
que es CR2 — CR3 — CR3 — CR} + —CR3, cuyo

calculo ya hicimos.

Ejercicios de Desarrollo

Ejercicio de Desarrollo 1:

Un juego de azar con dados tiene la siguiente estructura: Se tira un

dado cinco veces de forma serial y se van sumando los resultados de las tiradas. Si en una cualquiera

de las cinco tiradas se llegara a sacar un 6, dicha tirada queda invalidada (no se toma el resultado) y

se exige tirar el dado nuevamente, de la cual se aceptara cualquier resultado, incluso el 6. El jugador

gana si y solo si el resultado final es 11. Se quiere hallar la cantidad N de formas de ganar. Por

ejemplo, una forma de ganar seria la sucesién: 1,1,1,3,5 o la sucesién 1,1,6,1,3,5 o la sucesién

1,1,6,6,6,1,2.

a) (1 pto.) Dar un argumento explicando porqué N es igual al coeficiente de x

generatriz:

6 en la funcién

(24 22 + 222 + 22° + 22* + 2°)°.

b) (6 ptos.) Hallar N.

Resolucién: a) Tirar un dado es equivalente a elegir uno de los términos (z+2%+x3+x2+2°+2°), pero
como al salir 6 tiramos de nuevo, seria equivalente a (z+z°+ 23+ 22+ 25+ x+2? + 23+ 22 + 25 +2%) =
(22 +22% 4223 +22* 4 22° + 2°%). Como se tira cinco veces y la suma de los exponentes es el puntaje, la
cantidad sera el coeficiente de 2! de (224222 +22° + 224+ 22° +25)° = (24 20+ 222+ 223+ 22* +2°) 2
que es el coeficiente de 2% en (2 + 2z + 222 + 223 + 22* + 2°)°

b)

1—2ab

5
T2 —x5> =(2-22° — 2+ 2%°(1 —2)° =

(2 + 2z + 22% + 22° + 22 + 2°)° = (2



(2 — 2 — 2 C’R5 "= — 24525 — 24545 + términos de orden mayor que z° CR>z"
yor q n
n=0

5

Para calcular (2 — 2° — 1%)° podemos usar el multinomio (practico 1) asi:

5
5 6\ _ a(_ 5\b(_ 6y
@-s-ap= ¥ (5 )reara
a+b4c=5
— 5 25(—$5)0<—$6)0—}— 5 24(—x5)1(—x6)0+ o 24(—$5)0(—$6)1+O(I6)
500 410 401
=2°45.24(—2%) +5-2*(—2%)
cuyo coeficiente en 2° es 2°CR; —5-2*CR} —5-2*CR; = 2°C;°—5-2*.5—5.2*.1 = 32-10-3-7—80-6 =
480 (27— 1) = = 480 - 13 = 6 240.

Ejercicio de Desarrollo 2:

a)(3 ptos.) Demostrar la férmula de Stifel:
()= (") (o)
= + _
n n n—1

b)(5 ptos.) Demostrar por induccién en m la férmula del binomio:

(1+2)" = Zm: (7:)9:”

n=0

donde asumimos que z° = 1 por definicién. Resolucién: a) Argumento combinatorio: Todas las

maneras de elegir n objetos de entre m, podemos distinguir aquellas que eligen entre sus elementos

n—1
n—1

que las maneras de elegir n sin el primero son ("T_Ll). Por la regla de la suma sale la igualdad.

al primero de todos o no lo eligen. La formas de elegir n incluyendo el primero son ( ), mientras

Argumento algebraico:

m—1 m—1\  (m—1)! (m—1)!
( n >+<n—1)—n!(m—l—n)!+(n—1)!(m—1—(n—1))!
1 1 m +n m
= (m—1) (n!(m —n—1)! * (n — 1)!(m—n))!) = (m- 1)!<n!(m—>n)! = (m- 1)!n!(m —n)!

- 7%; % - n!(mmi n)l (7:)




b) Caso base (1 +2)° =1y 3.0, (M)a" = (7)2" = 1 Paso inductivo:

e = (i) 2140 3 (M) =3 (M)area > (M)ar = 3 (M) T (M)

n=0 n=0

SR ()= () S () ()

n=0 n=1 n=1
"/ (m m m+ 1 m+1 ~ (m+1 & (m+1
+x +;((n)+(n—1)>x a)( 0 )x +(m+1)$ +nz:1 n z ; n T

Aclaraciones hechas en durante el parcial: P{1,2,...,6} es el conjunto de partes de {1,2,...,6} o sea
{§:5c{1,2,...,6}}.

Ejercicio MO3, donde dice “no dejan dos letras juntas” deberia decir “no dejan dos letras iguales juntas”.

Ejercicio MO4, “estable” significa “acotada”.
Inicialmente (no hay periodo), hay 20 cebollitas inmaduras, y luego del primer periodo, las mismas maduran.

Las maduras siguen generando dos cebollitas por periodo.

Ejercicio MO5 en la panaderia hay cada vez cinco bizcochos de cada tipo.



