Matematica Discreta |

Examen
Jueves 15 de Febrero de 2017

Numero de examen Nombre y Apellido Cédula de Identidad
RESPUESTAS No completar
1 2 3 4 5 6 7 8

El examen se aprueba con 60 puntos o mas.
EJERCICIOS MULTIPLE OPCION (total 50 puntos).
Correctas: 10 puntos, Incorrectas: -2 puntos, Sin responder: 0 puntos.

EJERCICIO 1 ;Cuantas palabras de 5 letras puedo formar a partir de la palabra
TARGARYEN de modo que tengan 3 vocales y ademas no estan juntas? Opciones:
A) 61; B) 62; C) 63; D) 64; E) 65.

Solucién

En primer instancia ubicamos las 3 vocales; es facil ver que hay solo 3 formas de
hacerlo de acuerdo a las restricciones. Luego ubicamos las consonantes (6), y para
esto hay que tener cuidado con el hecho de que tenemos 2 "R”. Entonces separamos
en 3 casos: que las palabras tengan solo 1 R, que tengan las 2 o que no tengan ninguna.

Para el primer caso tenemos 4 x 2 = 8 palabras; para el segundo tenemos solo 1
palabra; y por ultimo para el tercer caso tenemos 4 x 3 = 12 palabras. Por lo tanto,
en total podemos formar 3 x (8414 12) = 3 x 21 = 63 palabras segin las restricciones
dadas.

EJERCICIO 2 ;Cudntos nimeros pares y menores que 1000 son multiplos de 11 pero
no son divisibles entre 7, 3 0 57 Opciones: A) 21; B) 42; C) 26; D) 52; E) 24.

Solucién
Hay 45 ntimeros pares y menores que 1000 que son multiplos de 11. De los cuales:

= 6 son multiplos de 7

= 15 son multiplos de 3



9 son multiplos de 5

2 son multiplos de 7y 3

1 es multiplo de 7y 5

3 son multiplos de 3y 5

0 es multiplo de 7,3y 5

Por principio de inclusién-exclusion tenemos

45— (6+154+9)+ (24+3+1)—0=145— 3046 = 21

EJERCICIO 3 El club de bochas La ochava va a elegir un nuevo presidente entre
cuatro candidatos: Alvarez, Baldi, Castro y Diaz. En la eleccion participan los 26
socios del club. Cada candidato es socio y, naturalmente, vota por si mismo. La esposa
y los dos hijos de Alvarez son socios, y votaran por él. Diaz cuenta entre los socios
a su madre y su hermana, que votaran por ella. Castro tiene un hijo adolescente que
también es socio y no piensa votar por él de ningin modo. Esta eleccion despierta
intensas pasiones, por la que ningtn socio vota en blanco. ; En cudntos de los resultados
posibles de esta eleccién! Alvarez y Baldi empatan? Opciones: A) En 238; B) En 123;
C) En 96; D) En 63; E) En ninguno.

Solucion
Sean a, b, ¢ y d los nimeros de votos que obtienen Alvarez, Baldi, Castro y Diaz,
respectivamente. Sabemos que:

l.a+b+c+d=26.
2.a>4,b>1,c>1yd>3.

3. El hijo de Castro no vota a su padre.

Buscamos soluciones de la primera ecuacion en las que a = b, es decir, buscamos
soluciones de
2a+c+d=26

con las restricciones arriba mencionadas. Haciendo el cambio de variables ' = a — 4,
d =c—1,d =d— 3, obtenemos

2 +c +d =14

'Un resultado de la eleccién es una especificacién de cuantos votos obtiene cada candidato.



Calculemos el nimero de soluciones enteras de esta ecuacién usando el método de
funciones generatrices. Buscamos el coeficiente de z'* de

f)=Q+2*+2"+2°+- - YA+ +2>+2°+--)%
Llamemos g(z) al primer factor y h(x) al segundo. Sabemos que

h(z) = (1_71:5)2 _ i(i + 1)t

Haciendo la convolucién de ¢ y h, vemos que el coeficiente de z'* en f es
154+134+114+94+7+5+3+1 =064

Recordemos que ¢ < 14, pues el hijo de Castro no vota a su padre, por lo que tenemos
que restar una solucion. Esto nos da 63 resultados de la votacion en los que Alvarez
y Baldi empatan.

EJERCICIO 4 Un clique de G=(V,E) es un subgrafo completo. ; Cuantos cliques con
méas de 2 vértices hay en K197 Opciones: A) 968; B) 1024; C) 673; D) 854; E) 720.

Solucion

La cantidad de cliques con k vértices (3 < k < 10) es (1}60). Luego, la cantidad de

10
10
cliques con mas de 2 vértices que hay en Kig es E < k) = 968.
k=3

EJERCICIO 5 ;De cuantas maneras se pueden sentar 7 personas en un circulo, si
dos arreglos son considerados el mismo siempre que cada persona tenga los mismos
vecinos (no necesariamente del mismo lado)? Opciones: A) 120; B) 360; C) 720; D)
840; E) 49.

Solucion

Como las 7 rotaciones y las 2 reflexiones generan el mismo arreglo, la respuesta es

7!
= 360.
7% 2




EJERCICIOS DE DESARROLLO (total 50 puntos)
Justifique su respuesta en cada uno de los siguientes ejercicios.

EJERCICIO 6 (15 puntos) Probar que para todo n > 1 se cumple que

<ii>2:§i3.

i=1

n(n+ 1)

2 )

(Sugerencia: Recordar que Zz =
i=1

Solucidn:

1. Paso base: n=1

2. Paso inductivo:
H,;,q: La igualdad se cumple para n = k
2

k k
)5
i=1 i=1
Ting: La igualdad se cumple paran =k + 1

E+1 \ 2 k+1
(Z9) -
i=1

i=1

Demostracion:

<I§z’>2:<§:z’+(k+1>2 (iz)z (k+1)? <Zk:z> kE+1)

i=1 i=1 i=1 =1

Aplicando la hipétesis de induccién y usando la sugerencia:

E+1 0\ 2 k k
<Z Z) — Zis + (k+ 1)2 +9 <Z z) (k+1) aplicando H;y,q

i=1 i=1 i=1
k

= > P+ (k+1)°+k(k+1) usando la sugerencia
i=1
k

= > 4+ (k+1)°
i

= >
i=1



EJERCICIO 7 (15 puntos) Sean f(x) y g(x) funciones que generan las sucesiones
{an}22 o v {bn}22, respectivamente:

—_

. Qué significa que una funcién genera una sucesion?

2. Dar una férmula para la sucesién generada por f(z).g(z). ;Cémo se llama esta
sucesion?

, . 1
3. Dar una férmula para la sucesion generada por . f(x).

4. Determinar la funcién que genera la sucesion {n + 1}>°
k

5. Determinar la funcién que genera la sucesion 0, 0+1, 04142, . ., Z Ty ..
i=0

6. Utilizar el item anterior para probar la siguiente igualdad:

- 1
di= % (Puede ser de ayuda el binomio de Newton extendido)
i=1

Solucion

1. Ver tedrico
2. La sucesion generada por f(z).g(x) es {c,}5%y = {an}i2y * {bn}2, denominada

convoluciéon y cuyo n-ésimo término es ¢, = Z a;.by_;
=1

3. Sabemos que 1 genera {1}>°

—x
n

La sucesion es {c,}o2 = {an}52o * {1}32, donde el término general es ¢, = > q;
1=1

1 1 1
4. Como X = entonces dicha funciéon genera a
l—xz 1—2 (1—x)?

{n+ 112 = {1} * {1}

5. La sucesion considerada en esta parte es

{n+ 1352« {1},

T 1 T

Por las partes anteriores esta sucesién es generada por X =
P & PO o2 " =)~ (1—a)p

6. Es claro que Zz equivale al coeficiente de z" en ﬁ
i=1 -
1
Por binomio de Newton, sabemos que el coeficiente de x" en ﬁ es CRY = O3
-
ni1  n(n+1)
ol = 7 T

Luego, el coeficiente de ™ en 5 s CRy ' =

(1—x)



EJERCICIO 8 (20 puntos) Sea f(n) el nimero de caminos con n pasos empezando
en (0,0), con pasos del tipo (1,0), (-1,0) o (0,1), y nunca autointersectandose, por lo
tanto si se desplaza hacia la derecha no puede regresar a la izquierda inmediatamente
y viceversa. Por ejemplo, f(2) = 7. Suponga que f(0) = 1.

1. Plantee una relacion de recurrencia o un sistema de relaciones de recurrencias que
resuelva el problema.

2. Resuelva la relacion de recurrencia o el sistema de relaciones de recurrencias para
encontrar una expresién de f(n).

Solucién

Equivalentemente, si D = (1,0), I = (=1,0) y A = (0,
a contar la cantidad de palabras ByByBs--- B, (con B;
aparezcan los factores DI ni ID.

1) el problema se traduce
= D, I o A) tales que no

Sea n > 2. Hay f(n — 1) palabras de longitud n que terminan en A. Hay f(n — 1)
palabras de longitud n que terminan en DD, I o AD. Hay f(n — 2) palabras de
longitud n que terminan en AI. Todas las palabras de longitud mayor o igual a 2
terminan en A, DD, I, AD o Al. Luego,

) =2f(n—1) + f(n—2) , f(0) =1, f(1) = 3.

La ecuacién caracteristica es 72 — 2r + 1 = 0, de donde 7 = 1 + /2 yro=1-— V2.
Asi, f(n) = Cyr} + Cory para algunas constantes C y Cs.

Sustituyendo n = 0 y n = 1 se tiene,

Ci1+Cy =1y Ciry+(1—Ch)ry = 3y, por lo tanto, C; =
La expresiéon de f(n) queda,

Flm) = S((+ VD™ 4 (1 V)



