Ejercicio 2-Practico 4

Letra

Sea f(z) = \/|zy| con z = x + iy. Verificar que se cumplen las ecuacioones de Cauchy-Riemman en el origen pero f no es
derivable en el origen.

Ecuaciones de Cauchy-Riemman

Dado f(z) = v/|zy| podemos escribir a f(z+iy) = u(z+iy)+iv(z+iy) siendo u(z+iy) = Re(f(2)) y v(z+iy) = Im(f(2)).
Entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemman establecen que una funcién holomorfa en un punto zy cumplen lo siguiente:

T (x,y) = §2(x,y)

%($7y) = _%<$,y)
Tenemos que u(z,y) = /|zy| y v(z,y) = 0. Por lo tanto para cumplirse las ecuaciones de Cauchy-Riemman en el origen
se debe cumplir:
9u(0,0) =0
54(0,0)=0

Procedemos a cédlcular las derivadas parciales de u(z,y)

u(h,0)—u(0,0)
h

e 24(0,0) = limy,0 = limj,,0 2 =0

e De la misma manera se llega a que g—Z(O, 0)=0

= se concluye que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemman en el origen.

Derivada en el origen

f(2) es derivable en el origen < Jlim, .o %{;(0)

- . Podemos ver a z — 0 como (z,y) — (0,0) (ya que z = z + iy).
Entonces calculamos el siguiente limite:

flz+iy) - f(0,0)

(w,y)—(0,0) T+ 1y

VIzyl

(x,y)—(0,0) T + 1Y
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Vamos a tomar la restriccién y = mx para probar que ese limite no existe y por lo tanto la funcién no es holomorfa en
(0,0)
. A ma?|x y/Ima?|me
lim —1
=0 22(m + 1) z2(m+1)

Vel me
lim —1

z—0 x2(m+ 1) x2(m+1)

m -/ mm —
R E L R B
1m —1 =
=0 22(m + 1) x2(m+1)

vmo o /mm +
P zm+1,x—>0

Por lo tanto vemos que el limite cuando (x,y) — (0,0) depende de la pendiente de la recta que estemos tomando, por
ende el limite general no existe y se concluye que la funcién NO es derivable en 0.

Se pude concluir ademés que a pesar de cumplirse las ecuaciones de Cauchy-Riemman el teorema no es aplicable ya
que u(x,y) no es diferenciable en (0,0).



