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Consideramos ecuaciones diferenciales ordinarias cuya funcién incégnita llamaremos x, y ésta es fun-
cién del tiempo, es decir, z(t).
Las derivadas respecto al tiempo de la funcién z(t) se escriben con un punto superior:

de(ty - dxa(t)
a0 5 g =&Y

La solucién z(t) de una ecuacién diferencial ordinaria dependerd de las condiciones iniciales del
problema.

(a) Ecuacién de primer orden: Sélo involucra la derivada primera & de la funcién incégnita.

Llamamos condicién inicial a una condicién del tipo x(ty) = x¢ que nos permite conocer el valor de
la funcién incégnita para un cierto valor de la variable ¢ (UNA condicién). Usualmente es el valor
de la funcién z en el instante inicial considerado para el problema. Imponiendo que nuestra solucién
genérica verifique la condicién inicial, la determinamos de forma tinica.

(b) Ecuacién de segundo orden: Involucra la derivada segunda & y (eventualmente) la primera .

Las condiciones iniciales que nos permiten determinar la solucién de forma tinica son una para el valor
inicial de la funcién, y otra para la derivada primera (DOS condiciones): z(ty) = z¢ y 2(t9) = @o.
Usualmente son el valor de la funcién x y el valor de la derivada & en el instante inicial considerado
para el problema.

Una vez que encontramos una solucién genérica x(t), debemos fijar las constantes de integracién
haciendo que ésta (y en caso de ecuaciones de segundo orden) también su derivada primera @(t), verifiquen
las condiciones iniciales que se dan en los datos del problema considerado.

1.1. Ecuacién de primer orden de variables separables

Una ecuacién diferencial de primer orden se llama de variables separables si tiene la forma:

&= f(z)g(t)

La solucién se encuentra separando lo que depende de x y lo que depende de t a cada lado de la
igualdad, y hallando la primitiva respecto a t en ambos lados de la ecuacién:

/ f(”;)dt: / o(b)dt

v haciendo el cambio de variable dt = dz.

;Z) - /g(t)dt+C’

La constante de integracién C se halla imponiendo la condicién inicial z(tg) = x¢ que se conozca para
el problema, y se invierte la relacién hallada para despejar x(t).
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1.2. Ecuacién lineal de primer orden

1.2.1. Homogénea

Se llama ecuacién diferencial lineal de primer orden homogénea a una ecuacién de la forma:

T+ flx)r=0 (H)
Es una ecuacion de variables separables como la anterior.
Caso particular: & + bz = 0 con b una constante. Solucién: z(t) = Ce~", donde C es la constante
de integracién que se determina imponiendo la condicién inicial z(ty) = .
1.2.2. No homogénea

Se llama ecuacién diferencial lineal de primer orden no homogénea a una ecuacién de la forma:

i+ f(a)e = g(t) (NH)

donde la funcién g(t) depende explicitamente de ¢ y no de z(t), que es la funcién que estamos buscando.
Método general:

I. Se halla una solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente (H), con g(t) = 0 (el caso
anterior). Llamamos a esa solucién general zy(t), y recordamos que depende de una constante de
integracion C.

11. Hallamos una solucién particular zp(t) de la ecuacién no homogénea (NH). Para encontrar una
solucion particular se prueban soluciones de forma “similar” a la funcién g(t).

1. Sumamos la solucién de la ec. homogénea y la particular: z(t) = xg(t) + xp(t).

1v. Imponemos la condicién inicial z(tg) = z¢ a la funcién z(t), y eso nos permite determinar la constante
C' que quedaba de la solucién general xy(t) de la ec. homogénea. Nétese que la condicién inicial se
impone en el iltimo paso del procedimiento.

Ejemplo: & + bx = ¢ con ¢ constante y condicién inicial z(t = tg) = xo.

La ecuacién homogénea tiene solucién xg(t) = Ce " como vimos en la sec. 1.2.2. Como g(t) = ¢
tomamos la solucién particular xp = [ constante. Ahora determinamos [ para que xp = [ verifique la
ecuacién: bl = g — [ = q/b y la solucién particular queda completamente determinada y es xp(t) = ¢/b.
La solucién general es z(t) = xy(t) + xp(t) = Ce™® 4 q/b. Ahora encontramos el valor de la constante
C' imponiendo la condicién inicial: z(tg) = C + ¢/b = z9 - C = x9 — ¢/b y finalmente la solucién es
z(t) = (xo — q/b)e " + ¢q/b, que verifica la ecuacién diferencial y la condicién inicial del problema.

1.3. Ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes constantes

1.3.1. Homogénea

Es una ecuacién diferencial de la formas:
I4+art+br=0 (H)

donde a y b son constantes independientes de x y t.
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Buscamos soluciones hallando las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién: A2 4+ a\ + b.
Estas dos raices determinan soluciones independientes, que sumadas dan la solucién general de la ecuacién
homogénea lineal de segundo orden.

Las constantes A y B se determinan en los tres casos imponiendo las condiciones iniciales x(ty) = xg

y .f(t()) = .%"0.

Raices del polinomio caracteristico : A +a\ + b x(t)
Dos raices reales A = ay Ao =03 Ae + BePt
Una raiz real doble \; = Ao =« Ae" + Btet
Dos raices complejas conjugadas A\ = a+ i y Ay = a — Bi | Ae® cos(Bt) + Be® sin(fSt)

1.3.2. No homogénea

Es una ecuacién diferencial de la forma:
I+at+br=yg(t) (NH)

donde a y b son constantes independientes de = y t y la funcién g(t) depende explicitamente de ¢ y no de
z(t), que es la funcién que estamos buscando.
Método general:

I. Se halla una solucién general de la ecuacén homogénea correspondiente (H), con g(t) = 0 (el caso
anterior). Llamamos a esa solucién general zp(t), y recordamos que depende de dos constantes de
integracién A y B.

11. Hallamos una solucién particular zp(t) de la ecuacién no homogénea (N H).

Solucién particular de la ec. lineal de segundo orden no homogénea: Método de seleccién.

Se prueban soluciones de forma “similar” a la funcién g(t):

g(t) Obs. xp(t)
P, (t) polinomio de orden n 0 no es rafz del polinomio cacacteristico Qn(t) polinomio de orden n
0 es rafz del polinomio cacacteristico tQn(t)
Dedt 8 1o es rafz del polinomio caracteristico Gedt
8 es raiz del polinomio caracteristico tGedt
etp, (t) & no es rafz del polinomio caracterfstico Q. (t)
5 es rafz del polinomio caracteristico te%'Q,, (t)
Dsin(dt) + Gcos(0t) | +is no es raiz del polinomio caracteristico | H §in(0t) + Lcos(0t)
446 es rafz del polinomio caracteristico | tH $in(0t) + tLcos(dt)

Las constantes indeterminadas que aparecen en la solucién particular zp(t) (en la tabla son los
coeficientes del polinomio @, G, H y L) se hallan en este momento, haciendo que la solucién
particular verifique la ecuacién diferencial.

111. Sumamos la solucién de la ec. homogénea y la particular: z(t) = xy(t) + xp(t)

1v. Imponemos las condiciones iniciales z(ty) = z¢ y #(typ) = Zo y encontramos los valores de las dos
constantes de integracién A y B restantes.
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1.4.

Y

1)

I11)

Ecuaciones diferenciales autéonomas

Cuando encontramos ecuaciones diferenciales auténomas de la forma:
T+ f(x)=0

en las que la funcién f depende de la funcién incégnita x pero no explicitamente del tiempo, podemos
“preintegrar”la ecuacién diferencial para obtener una relacién #(z), en la que se puede hallar la
velocidad @ en funcién de la posicién x.

Para ello, multiplicamos todos los términos de la ecuacién por & y observamos que It = %%2
entonces tenemos
i+ g o =2 (L) + @) s =0
T T r)t=—|— z) =
dt \ 2

y podemos integrar en el tiempo:

/;t <f”22) dt+/f(1:) idt = Cte.

En el segundo término podemos hacer el cambio de variable dx = @dt e integrar directamente en z,
obteniendo una primitiva de la funcién f(z) que llamamos F'(z).

Veremos como determinar la solucién conociendo las condiciones iniciales.

La integracion del primer término se escribe como
z(t) d -2
/ e (x) dt = #%(t) — @2
&(to)=%0 dt \ 2

z=x(t)

F(a(t) — F(a(ty) = 2p) = / f(@)dz

T=x0

Y la del segundo término es

Finalmente encontramos la velocidad en funcién de la posicién como:

i? =ik + F(xo) — F(x)
Cuando encontramos ecuaciones diferenciales auténomas de la formas
i+ f(&%) +g(z) =0

se puede reducir el orden haciendo el cambio de variable #? = u(z). Entonces tenemos que:

du du dudt
7:.:2... 7:/ :77:7:2..
T A Sl e
y la ecuacién se puede escribir como:
W' () +2f (u(@)) +29(z) = 0
que es una ecuacion lineal de primer orden no homogénea, como en la sec. 1.2.2.

También con el mismo cambio de variable que en (II) podemos resolver ecuaciones de la forma:
.. .2 .
E 4 f(&7)g(x) =0

que se convierte en la ecuacién de variables separables, como en la sec. 1.1.

o+ 2f (w)g(x) = 0



