Universidad de la Repblica Geometria y Algebra Lineal I
Facultad de Ingenieria - IMERL Curso anual 2017

EXAMEN - 5 DE FEBRERO DE 2018

Nimero de examen Cédula Apellido y nombre

e La duracion del examen es 3 horas.
e El puntaje minimo de aprobacién es 50 puntos.

Ejercicio 1: (20 puntos)

a b ¢ d—3a e—3b f-—3c
)Sean A=| d e f |yB= 29 2h 21 dos matrices 3 x 3. Asumiendo
g h i a b c
que det(A) = 2, halle det(B~!), explicitando las propiedades que utiliza.
1 a a-1
b) Consideremos la matriz A = 1 2 1 . Discuta el rango de A segun el valor de
a 4 0
a e R
SOLUCION:

a) Usando las propiedades de los determinantes tenemos que det(B) = 2.(—1).(—1).det(A) = 4
Finalmente det(B~') = 1/det(B) = 1 .
b) El rango de A vale 3sia#2,4yvale2sia=40a=2.

Ejercicio 2: (15 puntos)

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando la respuesta.

r=1+A
a) Elplanom) v —y+2z—2=0ylarectar)q y=—1 no se intersectan.
z =3\

b) Sea V' = Mjx2(R). El subconjunto de las matrices 2 x 2 invertibles es un subespacio de V.
c) Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién n. Si T : V' — W es una transformacién lineal,
entonces 7' es un isomorfismo.

SOLUCION:

a) Es verdadera yaque z —y+2z=1+ A+ 1+ 6\ # 2.

b) Es falsa ya que la matriz nula no es invertible.

c¢) Esfalsa, por ejemplo tomemos V' = W = R" y la transformacién lineal nula ( T'(z1,--- , zy) =
(0,---,0)) la cual claramente no es un isomorfismo.

Ejercicio 3: (20 puntos)

1



2

Considere May2(R) y los subespacios

Slz{(i ‘?):aH—y:O, z—tzO} y SZ:{(i ?):x—z:o, y:O}

a) Halle S; + So.
b) (Es S1 + Sz una suma directa? Justifique su respuesta.

SOLUCION:

a) ComoSlz{(QZ; g):x—i-y:(], z—t=0 unabasedeSles{((l) -1 <(1) (1] }
y como Sy = { ‘z y);a:—z:O, y:O}unabasedeSges{<i 0) <8 >}

1 -1 00 10 0 0
Luego{(o 0 > <1 1),<1 0),<0 1>}esungeneradordeSl+Sgyademas

se chequea facilmente que este conjunto es linealmnete independiente y por lo tanto es una
base de S7 + S3. Entonces dimS; + So = 4 y como S1 + S2 C Mayxa(R) se deduce que
S1+ S2 = Maxa(R).

b) La suma de S; + S2 es directa pues ya vimos que la unién da las bases de los subespacios es
base de la suma.

Ejercicio 4: (25 puntos)

a) Probar que existe una tnica transformacién lineal T : R3[z] — R? tal que:

Tx*+1) = (1,2,0)
T(222-1) = (1,0,1)
T(x+1) = (1,0,0)
T(zx) = (2,0,1)
T(x3+2%) = (2,2,1)

b) Hallar 5[T] 4 donde A eslabase A = {23,z ,22~1,1} de R3[z] y B = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}
es base de R3.

c) Hallar el nicleo de T. ; Es T inyectiva?

d) Hallar la Imagen de T'. ; Es T sobreyectiva?

SOLUCION:

a) Como {23+1, 2+1, x, 23422} es base de R3[x] sabemos que los valores T'(z3+1), T'(z+1), T(z)
y T(x 4+ 2%) determinan una tnica transformacién lineal T : R3[x] — R3 en la cual

T(x) = (2,0,1)
T(l) = (_1707_1)
T(z®) = (2,2,1)
T(z*) = (0,0,0)

2

Por lo tanto T'(22? — 1) = T(z%) — T(1) = (1,0,1) y entonces efectivamente existe una
Unica transformacion lineal.



b) Como T(x3) = (2,2,1) = 1.(1,0,0) + 1.(1,1,0) + 1.(0, 1, 1), coordgT(x3) = (1,1,1).
Anilogamente se calculan las coordenadas en la base B de los transformados de las otros
3 polinomios de la base A. Entonces:

1 3 2 =2
sTla=(1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
¢) T(ax3+bx?+cr+d) = a(2,2,1)+b(0,0,0)+c(2,0,1)+d(—1,0, 1) = (2a+2c—d, 2a, a+c—d).
Entonces az® + bx? + cx +d € N(T) sii (2a + 2¢ — d,2a,a + ¢ — d) = (0,0,0) y por lo tanto
N(T) = {bx? : b € R} y T no es inyectiva.

d) Im(T) =< T(1),T(x), T(2*),T (%) >=< (~1,0,-1),(2,0,1),(0,0,0),(2,2,1) >=R? y por
lo tanto T es sobreyectiva.

Ejercicio 5: (20 puntos)

Sean V' y W dos espacios vectoriales y T': V' — W una transformacién lineal.
a) Escriba la definicién de conjunto linealmente independiente y de transformacién lineal inyec-
tiva.
b) Pruebe que si {v1,vs,v3} es linealmente independiente en V' y T es inyectiva, entonces
{T(v1),T(ve),T(v3)} C Im(T) es linealmente independiente.
c) Pruebe que si {v1,v2,v3} es generador de V' entonces {T'(v1),T (v2),T(v3)} es generador de
Im(T).

SOLUCION: Ver tedrico.



