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Caṕıtulo 1

Sincronización temporal

1.1. Introducción

La sincronización temporal consiste en alinear las escalas de tiempo de dos o más
procesos que ocurren en puntos separados espacialmente. Esta es una de las funciones
más cŕıticas en un sistema de comunicación. El problema de sincronización del receptor
digital es cómo obtener información precisa que le indique los instantes de muestreo
óptimos de la señal recibida.

En los primeros sistemas de comunicación, la señal de información temporal ne-
cesaria para sincronizar transmisor y receptor era transmitida en un canal separado
enviando una ĺınea espectral a una frecuencia múltiplo de la señal temporal utiliza-
da en los datos. Este método utilizado para sincronizar sistemas de comunicación,
presenta diversas desventajas, entre otras, un uso ineficiente del ancho de banda y
de la potencia del transmisor. En los sistemas de comunicación digital modernos la
información temporal debe ser obtenida de la señal de datos propiamente dicha pro-
curando minimizar alguna señal de error obtenida de la señal recibida y/o la señal
muestreada.

El objetivo último del receptor es recuperar los śımbolos enviados por el transmisor
más allá del ruido, fading, errores diversos del receptor, etc.. Para llevar a cabo esta
tarea, se sabe que se maximiza la relación señal a ruido si se obtiene una muestra del
śımbolo recibido donde se de el máximo del pulso a la salida del filtro apareado. En
tiempo continuo esto implica muestrear el pulso a la salida del filtro apareado como
se muestra en la figura 1.1a en el tiempo correspondiente a la ĺınea punteada. Por lo
tanto, en este caso, el problema es ubicar ese extremo relativo de la señal recibida y
tomar la muestra en ese punto.

Sin embargo, en muchos receptores digitales modernos y particularmente en aque-
llos con una arquitectura SDR (Software Defined Radio), el muestreo de la señal en
tiempo continuo se hace en lazo abierto y se obtienen una o más muestras por pulso
como se muestra en la figura 1.1b. En este caso se tomaron tres muestras por śımbolo
y de acuerdo a la numeración de dicha figura, la muestra que debeŕıa utilizar el sis-
tema es la muestra que tiene el número 1 de cada śımbolo. Si se toma la muestra 1,
se tendŕıa para los pulsos muestreados de la figura referida cuatro valores. El primero
correspondeŕıa a un 0, luego un -1, luego un 1 y luego nuevamente un 0. La primera
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(a) Señal de tiempo continuo (b) Señal en tiempo discreto

Figura 1.1: Señal en tiempo continuo y tiempo discreto

Figura 1.2: m∗ y µ∗

pregunta de interés es la siguiente: cuál muestra debe tomarse de las tres de cada
śımbolo en este caso o de las N de cada śımbolo en general?. Esa pregunta es una
de las principales que se buscará contestar en este caṕıtulo. Se notará con m∗ a esa
muestra.

Otro problema es que en general las muestras en el receptor no se encuentran en
fase con las muestras en el transmisor. En la figura anterior śı lo estaban, ya que hab́ıa
una muestra en los máximos del pulso a la salida del filtro apareado. Por ejemplo en la
figura 1.3a, se muestra la señal analógica y la señal muestreada en el receptor también
con tres muestras por śımbolo (la señal analógica y la muestreada tienen un pequeño
desfasaje a los efectos de visualizarlas mejor). En este caso ninguna muestra se tomó
exactamente en el máximo o mı́nimo de los pulsos por lo que para obtener el śımbolo
con la mayor inmunidad al ruido se debe interpolar. Por lo tanto, en este caso además
de la pregunta anterior respecto a con cuál muestra quedarse surge otra interrogante:
¿ A qué distancia está el máximo del pulso de la muestra elegida? Llamaremos a esta
distancia µ∗. Se muestran m∗ y µ∗ en la figura 1.2.

No se debe olvidar que en general las señales con las que se trabaja son señales
complejas. Por ejemplo, en la figura 1.3b se muestran la parte real e imaginaria de la
señal que en las figuras anteriores se mostró solo la parte real. Se ha graficado uniendo
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(a) Parte real (b) Real e imaginaria

Figura 1.3: Señal discreta muestreada en el receptor

las muestras de cada señal con ĺıneas a fin de que sea más fácil de visualizar.

Lo que importa en última instancia es recuperar los śımbolos enviados. Se busca
por tanto muestrear en el máximo del pulso a los efectos de tener mayor inmunidad
al ruido.

Por ejemplo para la señal compleja de la figura 1.3b que tiene tres muestras por
śımbolo, dependiendo de qué muestra se utiliza para obtener los śımbolos se obtienen
las tres constelaciones que se muestran en las figuras 1.4a, 1.4b, 1.4c. En este caso se
envió una constelación QPSK (−1,−j, 1, j). La constelación que se podŕıa decir que
es la correcta más allá de un factor de ganancia es la que se muestra en la figura 1.4c.
Sin embargo, si se observa con detalle esta constelación los puntos no se encuentran
exactamente sobre los ejes porque no se está muestreando en los máximos del pulso
conformador. Para optimizar el muestreo debeŕıamos realizar una interpolación y aśı
obtener una constelación con menor error.

En las otras dos constelaciones claramente si existe ruido se puede rápidamente
llegar a que no se pueda discriminar correctamente los śımbolos.

En los ejemplos anteriores se envió una secuencia de śımbolos constantes y que
se repiten indefinidamente (en particular se env́ıa 00,10,01,11 repetidamente). En las
figuras 1.5a, 1.5b, 1.5c se muestra el mismo receptor tomando las mismas muestras
para construir la constelación que en el caso anterior, pero ahora en lugar de enviar
una secuencia fija de śımbolos, los śımbolos se env́ıan aleatoriamente.

Como se puede ver en la figura 1.5b aún sin ruido (en estos casos estudiados el
canal es totalmente ideal y sin ruido), el tomar la muestra incorrecta puede hacer
que la decisión sobre el śımbolo enviado pueda estar equivocada. Por otro lado, aún
tomando la muestra con la que se obtiene la constelación más adecuada 1.5c existe una
dispersión importante de puntos. Esto se puede mejorar si se interpola correctamente.

Un último problema que se debe abordar a los efectos de realizar una correcta
sincronización es la diferencia entre las bases de tiempo. Es decir, el transmisor y el
receptor tienen relojes diferentes y por tanto, la relación entre el tiempo de muestreo
en el transmisor y el receptor en general no es un número entero. Eso lleva a que en el
receptor la cantidad de muestras por śımbolo no sea constante en todos los śımbolos
y en śımbolos sucesivos no se muestree en los mismos puntos a cada śımbolo. Este
problema se puede observar en la figura 1.6b. En ella se puede ver que los śımbolos no

7



Universidad de la República,
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(a) (b)

(c)

Figura 1.4: Constelaciones obtenidas utilizando diferentes muestras, secuencia fija de
śımbolos

se muestrean en los mismos puntos. Por ejemplo en los puntos indicados como A,B,C
se puede apreciar que los puntos de muestreo se van desplazando debido a que el
tiempo de muestreo no es un múltiplo entero del tiempo de śımbolo. Esto lleva a que
no solo se deba identificar la muestrea a considerar, m∗ y la distancia de esta muestra
al máximo del pulso µ∗. El problema en este caso es que esa distancia µ∗ vaŕıa con el
tiempo y en algún momento la muestra a considerar m∗ ya no es la adecuada porque
se pasa del máximo y la adecuada pasa a ser la anterior.

Esta dinámica en la cual las muestras se van moviendo a lo largo del pulso se
puede observar en la constelación que se obtiene si se toma cualquier muestra fija (1,
2, ó 3) para obtener el śımbolo. Como esa muestra se mueve por los pulsos (tanto el
correspondiente a la parte real como al de la parte imaginaria), el śımbolo obtenido se
va moviendo en el plano complejo. En la figura 1.6a se puede ver este movimiento. En
este ejemplo se está enviando repetitivamente la misma secuencia de cuatro śımbolos
(−1,−j, j, 1) y por eso se observa ese patrón en el plano complejo.

Ejercicio 1.1. Se considera el diagrama en Gnuradio de la figura 1.7 cuyo código se
encuentra en el material adjunto a este texto. Este diagrama incluye un transmisor,
un receptor y un canal.

En el transmisor, se puede enviar desde una fuente de datos cuya secuencia se
repite, utilizando un bloque Vector Source (0,1,2,3) o una secuencia de datos aleatoria
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(a)

(b) (c)

Figura 1.5: Constelaciones obtenidas utilizando diferentes muestras, secuencia aleato-
ria de śımbolos

(bloque Random Source). Posteriormente se convierten estos datos a śımbolos QPSK,
se interpola para tener tres muestras por śımbolo y se lo pasa por el pulso conformador
RRC. Los dos principales parámetros que se modificarán en este ejercicio de dicho
filtro RRC son: el exceso de ancho de banda: alfa y la cantidad de śımbolos por las
que se extiende el pulso RRC (len sym src).

El modelo de canal en este diagrama está compuesto por un bloque Channel Model,
por un Rational Resampler,seguido por un bloque de retardo y un bloque “1 cada N”.
El Rational Resampler, está utilizado para generar 10 muestras interpoladas por cada
muestra original. El bloque 1 cada N, vuelve a quedarse con la cantidad original de
muestras y con el bloque de retardo se selecciona cuál de las muestras desfasadas
de las muestras originales considerará el bloque 1 de N. Esto emula la conversión
a tiempo continuo y el retardo desconocido del canal de una transmisión real. Del
bloque Channel Model en este ejercicio el parámetro que se modificará será épsilon.
Este parámetro es el cociente entre las escalas de tiempo de transmisor y receptor. Si
épsilon es igual a uno, las escalas de tiempo están sincronizadas.

El receptor es muy simple, solo tiene el pulso apareado y luego permite seleccionar
una de las tres muestras recibidas como “śımbolo recibido”. Para esto, se utiliza un
bloque 1 de N. En las ventanas gráficas donde se muestra la señal recibida y la cons-
telación correspondiente se puede cambiar el retardo del receptor para seleccionar una
de las 3 muestras de cada śımbolo. También se puede en la ventana gráfica cambiar
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(a) Constelación en receptor (b) Señal muestreada en receptor

Figura 1.6: Bases de tiempo diferentes entre transmisor y receptor. Se env́ıa secuencia
repetitiva de śımbolos.

el retardo del canal para emular diferentes retardos.

Configuración inicial: Inicialmente se trabajará con la siguiente configuración
y luego se irán modificando algunos parámetros: Fuente de datos: Vector source.
samp per sym: 3, alfa: 0.35, len sym src: 7. Los otros valores deben mantenerse
como están configurados por defecto. El Channel Model inicialmente será de un canal
ideal. El único parámetro que se modificará en la práctica será épsilon, que se tomará
igual a 1 en la configuración inicial. Los demás parámetros del canal se mantendrán
siempre en: sin ruido, tap = 1, sin offset de frecuencia.

a) Entienda bien el objetivo de cada bloque. Con la configuración inicial corra el
programa. Manteniendo el retardo del canal en cero, observe las constelaciones que se
obtienen si el retardo del receptor vale 0, 1 o 2. ¿por qué vaŕıa la constelación? ¿Hay
alguna muestra que obtenga la constelación correcta? ¿por qué?.

Seleccione la muestra que considere se aproxima más a la constelación correcta.
Ahora vaŕıe el retardo del canal en 1,2,3, etc. Explique lo que observa.Indique la
muestra y la parte fraccional que debeŕıa utilizar un interpolador para obtener la
constelación correcta. ¿ qué sucede si el retardo del canal lo pone en 0 y 30? ¿por qué
sucede esto?

b) Cambie ahora solamente de fuente de datos y utilice la Random Source. Vuelva
a repetir la parte a) y explique por qué se dan las diferencias obtenidas. En particular
explique por qué tomando la muestra y el retardo del canal óptimo no se obtiene un
punto solamente como en caso a) sino un conjunto de puntos muy cercanos. Ahora
observe que sucede si el parámetro len sym src se pone en 1, 3, 7 y 21. Explique lo
que observa.

c) En las mismas condiciones que en b) repita para len sym src en 3 pero ahora
además para cada caso cambie alfa en 0.15, 0.35 y 0.9. ¿ qué observa? explique lo que
sucede. Recuerde una propiedad de la T. de Fourier que dice que cuanto más derivable
es es una función g(t) más rápido tiende a cero su T. de Fourier G(f) y lo mismo
vale también en el otro sentido.

d) Como conclusiones de las partes anteriores qué debeŕıa hacer con alfa y el largo
del pulso para minimizar los errores de sincronización temporal. Por otro lado, qué
desventaja le ve a cambiar alfa y el largo del pulso en la dirección que es óptima para
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Figura 1.7: Ejercicio 1

la sincronización temporal.
e) Ahora se volverá a la configuración inicial y sólo se modificará el parámetro

épsilon del canal a 1.01. Observe como queda la constelación y explique porqué sucede
esto. ¿ se modifica la constelación si cambia el retardo del receptor? ¿por qué? Utilice
ahora la fuente Random. Observe que sucede. ¿ es posible sincronizar eligiendo alguna
muestra? ¿ qué habŕıa que hacer?

1.2. Diagrama general de un sincronizador tempo-
ral en tiempo discreto

En esta sección se presentará el esquema general de un sistema de sincroniza-
ción temporal. En las secciones siguientes se analizará cada uno de los bloques en
particular.

El esquema general se muestra en la figura 1.8. Se ilustra este esquema con un
receptor PAM en banda base. Más adelante se verán modificaciones necesarias para el
caso QPSK. Hay que resaltar que en este caṕıtulo se asume una sincronización perfecta
en frecuencia y fase. Por tanto, el único problema a resolver es la sincronización en el
tiempo.

En el diagrama 1.8 luego de pasar la señal por el filtro apareado, se debe seleccionar
con qué muestra quedarse (m∗) y cuál es el desplazamiento del máximo del pulso
respecto de esta muestra (µ∗) a los efectos de interpolar correctamente. Para obtener
estos dos datos habitualmente se utiliza un esquema realimentado tipo PLL. A partir
de la muestra obtenida por el interpolador, se estima el error que se está cometiendo
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Figura 1.8: Diagrama de bloques sincronizador temporal

respecto de la muestra óptima y ese error se filtra y se introduce en un bloque de
control que le informa al interpolador m̂ y µ̂, los estimadores de m∗ y µ∗.

1.3. Estimación del error

1.3.1. Introducción, tiempo continuo

Para una mejor comprensión del problema en tiempo discreto, en esta introducción
primero se formula el problema en tiempo continuo porque ayudará al lector a ver
de forma más intuitiva lo que se busca. Se considera en este análisis el caso PAM
bandabase y luego se extenderá el mismo para otros escenarios. La señal que se recibe
en la antena del receptor se llamará r(t) y se puede escribir de la siguiente forma

r(t) = Ga

∑
m

a[m]p(t−mTs − τ) + w(t)

donde Ga es el acumulado de ganancias y pérdidas del transmisor al receptor
incluyendo antenas, medio de comunicación, etc.. a[k] es el k-ésimo śımbolo PAM
enviado, Ts es el tiempo de śımbolo, p(t) es el pulso conformador con soporte en
−LpTs ≤ t ≤ LpTs, τ es el retardo variable y desconocido que existe entre transmisor
y receptor y w(t) es ruido blanco aditivo y gaussiano.

La salida del filtro apareado se denominará x(t) y verifica la siguiente ecuación:

x(t) = Ga

∑
m

a[m]rp(t−mTs − τ) + ν(t)

donde ν(t) = w(t) ∗ p(−t) y rp(.) es la convolución del pulso y el pulso apareado
es decir:

rp(u) =

∫ LpTs

−LpTs

p(t)p(t− u)dt (1.1)

Por lo tanto,luego de muestrear la señal, se obtiene

x(kTs + τ̂) = Gaa[k]rp(τ̂ − τ) +Ga

∑
m ̸=k

a[m]rp((k −m)Ts + τ̂ − τ)
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x(kTs + τ̂) = Gaa[k]rp(−τe) +Ga

∑
m ̸=k

a[m]rp((k −m)Ts − τe)

Donde τe es el error de sincronización y en las últimas dos ecuaciones no se ha
considerado la componente de ruido a los efectos de estudiar solamente el problema de
sincronización. Observar que si el pulso conformador verifica la condición de Nyquist
el segundo término es cero para τe = 0.

Si τ fuera estimado correctamente se sabe que kTs + τ debeŕıa coincidir con el
punto donde el pulso conformador tiene un máximo. Es decir si τe = 0 entonces se
estaŕıa tomando las muestras en el receptor en el máximo del pulso (que coincide con
el máximo de rp por ser el pulso simétrico). Si se considera una señal PAM binaria si
τe = 0 se estaŕıa muestreando en un máximo o un mı́nimo de la señal de salida del
filtro apareado como se muestra en la figura 1.1a y por lo tanto la derivada de la señal
en el punto de muestreo seŕıa cero. Si τe no es cero entonces se estaŕıa muestreando
en un flanco de la señal y su derivada no seŕıa cero. Se está sumiendo que hay un
cambio de śımbolo en este razonamiento. Si no hubiera cambio de śımbolo la derivada
podŕıa ser cercana a cero aún cuando se estuviera muestreando en el lugar equivocado.
Por este motivo, se asume que hay suficientes cambios de śımbolos como para que el
sincronizador pueda actuar. Muchas veces lo que se hace es “aleatorizar” la secuencia
enviada para asegurar suficientes cambios de śımbolos y evitar largas secuencias del
mismo śımbolo.

Por lo tanto, ya se tiene una estimación del error: la derivada de la señal x(t)
en el punto de muestreo. Ahora bien, no solo interesa el error sino también saber si
se está muestreando antes o después del máximo a los efectos de mover el muestreo
en la dirección correcta. Se está adelantado si el śımbolo es positivo y la derivada es
negativa o si el śımbolo es negativo y la derivada es positiva. Por el contrario se está
atrasado si el śımbolo es positivo y la derivada es positiva o si el śımbolo es negativo
y la derivada es negativa. De donde el error se puede escribir como:

e[k] = a[k]ẋ(kTs + τ̂ [k])

Como en general el verdadero a[k] no se conoce, se utiliza la estimación del śımbolo
â[k], es decir:

e[k] = â[k]ẋ(kTs + τ̂(k))

Para el caso de PAM binario;

e[k] = signo(x(kTs + τ̂ [k])ẋ(kTs + τ̂ [k])

Se resalta nuevamente que este estimador del error asume la existencia de sufi-
cientes transiciones de śımbolos.

1.3.2. Tiempo Discreto

En esta sección se seguirá considerando un sistema PAM y luego se extenderán
los resultados a otros tipos de sistemas. Si se considera el sistema de la figura 1.8,
y utilizando la misma nomenclatura que en la sección anterior, se tiene que si se
muestrea la señal recibida cada tiempo T :
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r(nT ) = Ga

∑
m

a[m]p(nT −mTs − τ) + w(nT )

Se asumirá también que los śımbolos no están correlacionados en el siguiente sen-
tido:

E[a[k]a[m]] = Epromδ(m− k)

donde Eprom es la enerǵıa promedio de los śımbolos.

Luego esta señal discreta se pasa por un filtro p(−nT ) y la salida del mismo es

x(nT ) =
Ga

T

∑
m

a[m]rp(nT −mTs − τ) + ν(nT )

donde rp(.) corresponde al muestreo de la señal en tiempo continuo de la ecuación
1.1, por lo cual aparece el 1

T en esta ecuación al aproximar la integral por la sumatoria.

En general, en tiempo discreto el bloque que estima el error producirá una señal
de error cada tiempo de śımbolo. Si se asume un interpolador que se queda con una
muestra por śımbolo, la salida del interpolador se puede expresar como:

x(kTs + τ̂) =
Ga

T

∑
m

a[m]rp((k −m)Ts + τ̂ − τ) + ν(kTs + τ̂) (1.2)

La salida del bloque detector de errores e[k], será una función de τe = τ − τ̂ . Estas
muestras variarán en el tiempo dependiendo de los śımbolos y de la interpolación
obtenida, por lo tanto es razonable caracterizarla por lo que se denomina curva-S
g(τe) = E[e[k]]

1.3.3. Detección de error: Estimador de máxima verosimilitud

El estimador de máxima verosimilitud utiliza la pendiente de la curva de transi-
ciones entre śımbolos para estimar el error. En la siguiente sección se verá porqué este
estimador es de máxima verosimilitud. Esta sección se centrará en estudiar la curva-S
de este estimador.

e[k] = a[k]ẋ(kTs + τ̂ [k]) (1.3)

Como en general el verdadero a[k] no se conoce, se utiliza el śımbolo que se estima
â[k], es decir:

e[k] = â[k]ẋ(kTs + τ̂ [k]) (1.4)

Para el caso de PAM binario;

e[k] = signo(x(kTs + τ̂ [k])ẋ(kTs + τ̂ [k])

Se verá en primer lugar cómo calcular la curva-S de este estimador y en segundo
lugar como calcular la derivada necesaria para este estimador en tiempo discreto.
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g(τe) = E[e[k]]

= E
[
a[k]ẋ(kTs + τ̂)

]
= E

[
a[k]

Ga

T

∑
m

a[m]ṙp((k −m)Ts − τe))
]

En esta ecuación, ṙp(.) corresponde al muestreo de la derivada de la señal en tiempo
continuo de la ecuación 1.1 y se tuvo en cuenta que el ruido no está correlacionado
con la señal. Además si se utiliza la hipótesis sobre la no correlación de la secuencia
de śımbolos enviados, el único término de la sumatoria que no se anula es el término
en k y por lo tanto:

g(τe) =
Ga

T
Epromṙp(−τe)) (1.5)

En la figura 1.9 se muestra la curva-S para este estimador de error. Esta curva fue
obtenida mediante simulaciones con GNU-Radio. Se muestran dos curvas. La curva
en azul corresponde al estimador cuando se utiliza el verdadero a[k] según la ecuación
1.3. La curva en rojo es utilizando un estimador de a[k] según la ecuación 1.4. Como se
observa en la figura la curva que utiliza el estimador de a[k] (en rojo) cuando el error
es importante se aparta de la curva azul. Esto se debe a que en esta zona comienzan
a aparecer muchos errores y por tanto se estima mal el valor de a[k].

La pendiente de la curva de la figura 1.9 en τe = 0 es la ganancia de este bloque
en el sistema realimentado e influye en el desempeño del control de la interpolación.
Esta pendiente depende de la amplitud de la señal recibida, de la enerǵıa media de
los śımbolos y de la pendiente de

drp
dt en τe = 0 según la ecuación 1.5. La ganancia

de este bloque depende del pulso p(t) y de la señal recibida y por lo tanto es dif́ıcil
sintonizar el bloque realimentado. Por esta razón, se recomiendo utilizar un bloque
control de ganancia que fije la amplitud de la señal en un punto determinado.

Para realizar este estimador es necesario emplear un derivador según las ecuaciones
vistas. Para este fin se pueden usar los diferentes filtros derivadores vistos en el caṕıtulo
de filtros del curso. El esquema seŕıa como el indicado en la figura 1.10. Sin embargo,
también es posible juntar estos dos bloques en uno solo según las siguientes ecuaciones:

ẋ(nT ) = x(nT ) ∗ d(nT )
= (r(nT ) ∗ p(−nT )) ∗ d(nT )
= r(nT ) ∗ (p(−nT ) ∗ d(nT ))
= r(nT ) ∗ ṗ(−nT )

Es decir que en lugar de colocar el filtro apareado y luego el bloque derivador se
puede utilizar directamente un bloque con la derivada del pulso apareado.

1.3.4. Detección de errores: otros estimadores

Existen varios estimadores de error en el siguiente ejercicio se verán dos de ellos
de uso habitual.
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Figura 1.9: Cueva S estimador ML. Pulso SRRC 35% exceso de ancho de banda. N=
20 muestras por śımbolo. La derivada se calcula como la diferencia entre la muestra
y la anterior

Figura 1.10: Derivador
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Facultad de Ingenieŕıa - IIE Comunicaciones Inalámbricas

Ejercicio 1.2. 1) El Detector de errores temporales “early-late” aproxima la derivada
y por tanto el estimador de máxima verosimilitud y calcula el error según:

e[k] = a[k] (x(kTs + τ̂ +∆Ts)− x(kTs + τ̂ −∆Ts))

∆ depende de las muestras por śımbolo que se tengan. Por ejemplo si se tuvieran dos
muestras por śımbolo ∆ = 0,5.

Calcular la curva S g(e) = E{e[k]}.
2) El estimador de Muller & Mueller estima el error según la siguiente ecuación

e[k] = a[k − 1]x(kTs + τ̂)− a[k]x((k − 1)Ts + τ̂)

Calcular la curva S g(e) = E{e(k)}. Se debeŕıa llegar a que es proporcional a
rp(Ts − τe) − rp(−Ts − τe) Observar que rp(t) es simétrica entorno a 0 ¿por qué?.
Interpretar el resultado.

3) En el adjunto a este texto correspondiente al ejercicio 2 se entrega un estimador
del error similar al early late. Explicar la funcionalidad de cada elemento del receptor,
escribir las ecuaciones del estimador del diagrama entregado. Verificar que para la
muestra en la cual se obtiene la constelación correcta se obtiene error cercano a cero.
Graficar la curva S emṕıricamente. Utilizar la fuente vector y la aleatoria.

4) Opcional: Diseñar un estimador del error M&M y repetir lo solicitado en la
parte 3 para este caso.

1.3.5. Cálculo del estimador del error de máxima verosimilitud

En las sección 1.3 se analizó como estimar el error a partir de un análisis cualitativo
de la señal recibida. En esta sección veremos que ese análisis cualitativo brinda un
estimador del error que tiene una interpretación formal cómo el estimador de máxima
verosimilitud.

Para esto se retomará el análisis de los estimadores de máxima verosimilitud visto
en caṕıtulos precedentes. En esta sección se retomará el análisis del estimador de máxi-
ma verosimilitud en tiempo discreto. Se asumirá que la sincronización en frecuencia
y fase es perfecta y que solo hay error de tiempo.

Retomando lo visto se teńıa que el logaritmo del estimador de máxima verosimi-
litud se pod́ıa expresar a menos de una constante multiplicativa cómo:

Λ(r/τ) = 2
∑
i

Re [r(iT )s∗(iT, τ)]−
∑
i

|s(iT, τ)|2

s(iT, τ) =
∑
k

a[k]p((iT − kTs)− τ)

donde se asumirá por el momento y a los efectos de simplificar los cálculos que se
tiene un número infinito de muestras y que el pulso se extiende infinitamente. Luego
haremos las consideraciones para acotar estas sumatorias.

De estas ecuaciones derivando respecto al parámetro y observando que s = a ∗ p
se llega a :
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dΛ(r/τ)

dτ
=

d

dτ

∑
i

2Re

[
r(iT )

∑
k

a∗[k]p((iT − kTs)− τ)

]
−

∑
i

∣∣∣∣∣∑
k

a[k]p((iT − kTs)− τ)

∣∣∣∣∣
2


Intercambiando las sumatorias,

dΛ(r/τ)

dτ
=

d

dτ

{
2
∑
k

Re

[
a∗[k]

∑
i

r(iT )p((iT − kTs)− τ)

]}

− d

dτ

{∑
i

∑
m

∑
n

a[m]a∗[n]p((iT −mTs)− τ)p∗((iT − nTs)− τ)

}

=
d

dτ

{
2
∑
k

Re

[
a∗[k]

∑
i

r(iT )p((iT − kTs)− τ)

]}

− d

dτ

{∑
m

∑
n

a[m]a∗[n]
∑
i

p((iT −mTs)− τ)p∗((iT − nTs)− τ)

}

Observando la definición del pulso apareado y la salida de este (x = r ∗ papareado)
y tomando la derivada se llega a:

dΛ(r/τ)

dτ
= 2

L0−1∑
k=0

Re [a∗[k]ẋ(kTs + τ)]

+ 2

L0−1∑
m=0

m+D∑
n=m−D

a[m]a∗[n]ḣ((n−m)Ts) (1.6)

donde x(.) es la señal a la salida del filtro apareado e ẋ(.) su derivada. Se define
h(t) = p(t)∗p(−t) y ḣ(t) es su derivada. En esta última ecuación se consideró también
que se tiene un conjunto finito de muestras L0 y que el pulso es de duración finita.

Una consideración especial se debe hacer sobre el segundo término de la ecuación
1.6. Este término representa una suma de 2D términos, donde se ha asumido que
la respuesta del filtro es despreciable o nula a partir de la muestra número D. Este
término habitualmente se desprecia en el estimador de máxima verosimilitud que se
encuentra en la literatura sobre el tema. Algunos autores este término lo desprecian
porque proviene de

∑
i |s(iT, τ)|

2
que es la enerǵıa de la señal enviada y si el peŕıodo de

observación es suficientemente largo tiene poca dependencia de τ . Se observa también
que ḣ(.) verifica que ḣ(0) = 0 y ḣ(t) = −ḣ(−t). De esta propiedad se aprecia que
despreciar este término es similar a considerar D = 0. Por otro lado, cuando se calcula
curva-S de este estimador si los śımbolos son no correlacionados y como ḣ(0) = 0 al
tomar valor esperado la suma de los 2D términos da cero y por tanto no influyen en
el valor medio del error.

Por lo tanto de aqúı en adelante se considerará una aproximación al estimador de
máxima verosimilitud que desprecia este término.
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∂Λ(r/τ)

∂τ
=

L0−1∑
k=0

Re [a[k]∗ẋ((kT ) + τ)]

La suma en los términos anteriores deben ser iguales a cero para obtener el esti-
mador de máxima verosimilitud. Observar que si la cantidad de muestras es suficien-
temente grande por la Ley de los grandes números

∑
e[k] ≈

∑
E[e[k]]

Para llevar a cero suma anterior se trata de llevar a cero en media el error en un
tiempo k definido como:

eτ [k] = Re [a[k]∗ẋ((kTs) + τ [k])]

Se analizará ahora con más detalle el error temporal.

eτ [k] = Re [a[k]∗ẋ((kTs) + τ [k])]

= Re[a[k]]Re [ẋ((kTs) + τ [k])] + Im[a[k]]Im [ẋ((kTs) + τ [k])]

(1.7)

De esta ecuación se puede observar que en el caso PAM, donde los śımbolos son
reales, se obtiene:

eτ [k] = a[k]ẋ((kTs) + τ [k])

Esta ecuación coincide con la que se hab́ıa obtenido anteriormente de forma más
intuitiva en la ecuación 1.3.

Para el caso de señales con śımbolos complejos como QPSK por ejemplo, de la
ecuación 1.7 se observa que en este caso se deben sumar los errores de la parte real y
la parte imaginaria y por tanto un posible diagrama de bloques para un sincronizador
temporal discreto en el caso QPSK seŕıa el que se muestra en la figura 1.11

1.4. Interpolación

1.4.1. Introducción

En el receptor, se tienen muestras de la señal x(t) cada intervalos de tiempo T .
La muestra deseada no tiene por qué coincidir con ninguna de las muestras que se
tienen. Es decir, el extremo de la señal puede darse en un punto t = kTI que no
tiene porqué coincidir con ninguna de las muestras que están tomadas cada T . El
punto óptimo, estará entre dos de las muestras que se tienen en nT y (n + 1)T . Lo
que se busca es interpolar la señal x(t) entre estos dos puntos. A estos puntos se los
denominará m(k) y m(k) + 1 ya que corresponden a la muestra que obtendremos
del k-ésimo pulso en kTI . La distancia entre el punto m(k)T y kTI es una fracción
de T y la denominaremos µ(k)T con 0 ≤ µ(k) ≤ 1. El problema del bloque de
control del interpolador es suministrarle al interpolador m(k) y µ(k). El problema
del interpolador es conocidos m(k) y µ(k) obtener x(m(k)T + µ(k)T ) a partir de las
muestras que se tienen de la señal.
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Figura 1.11: Esquema sincronizador QPSK

1.4.2. Interpolador polinómico

Este es el interpolador más simple y la idea es aproximar x(t) entre los puntos
m(k)T y (m(k) + 1)T por un polinomio. En esta sección se verá el interpolador de
primer orden o lineal y quedará como ejercicio ver alguno de los de mayor orden. El
interpolador lineal aproximará x(t) por la recta a1t + a0 entre las muestras corres-
pondientes a m(k) y m(k) + 1. Por lo tanto se verifica que:

x(m(k)T ) = a1m(k)T + a0 (1.8)

x((m(k) + 1)T ) = a1(m(k) + 1)T + a0 (1.9)

x((m(k) + 1)T )− x(m(k)T ) = a1 (1.10)

Además en el punto de interés se debe cumplir que:

x((m(k) + µ(k))T ) = a1((m(k) + µ(k))T ) + a0

A partir de esta última ecuación y utilizando las ecuaciones 1.8 y 1.10 para sustituir
a0 y a1 y operando se obtiene:

x((m(k) + µ(k))T ) = x((m(k) + 1)T )µ(k) + x(m(k)T )(1− µ(k))

Es decir que se puede obtener la estimación de la señal en el punto deseado a
partir de las muestras en m(k) y m(k) + 1 y del valor µ(k) que suministre el bloque
de control del interpolador.

Ejercicio 1.3. Observar que el interpolador anterior se puede escribir como un filtro
FIR de la forma:

x((m(k) + µ(k))T ) =

l2∑
i=−l1

x((m(k)− i)T )h(i) (1.11)
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donde los h(i) dependen solo de µ(k). Utilizando esta expresión dibujar el filtro inter-
polador correspondiente para el interpolador lineal de primer orden.

1.4.3. Interpolador polifásico

Es común utilizar en sistemas de tiempo discreto un interpolador polifásico por
su eficiencia y desempeño. En esta sección se analizará el fundamento de dicho inter-
polador.

El teorema de muestreo dice que la señal x(t) se puede representar:

x(t) =
∑
k

x(kT )sinc

(
t− kT

T

)
(1.12)

Por lo tanto de 1.12

x(t+ τ) =
∑
k

x(kT )sinc

(
t− kT + τ

T

)
si ahora se muestrea esta señal cada nT ,

x(nT + τ) =
∑
k

x(kT )sinc

(
(n− k)T + τ

T

)
Esta última ecuación dice que las muestras de la señal desplazadas un tiempo τ

se pueden recuperar de las muestras de la señal sin desplazar pero utilizando un filtro
desplazado τ . Esto por lo tanto permite con un banco de filtros obtener las muestras
de una señal con el desplazamiento τ que se desee respecto del muestreo original de
la señal. Este esquema se muestra en la figura 1.12.

La idea anterior es la que permite construir un interpolador polifásico adecuado a
las necesidades de la sincronización temporal como se verá en las ecuaciones siguientes.

Se considera la señal x(nT ) a la salida del filtro apareado y de la que se desea
recuperar muestras desplazadas una cantidad arbitraria del muestreo original. En lu-
gar de utilizar un filtro ideal como en el teorema de muestreo se utilizará un filtro
pasa bajo con respuesta al impulso h(t). Las muestras a obtener no tendrán un des-
plazamiento arbitrario sino que el intervalo de muestreo del receptor T se dividirá en
Q partes iguales. Se podrá obtener la señal interpolada a intervalos de duración q

Q .
Se identifica con una variable q = 0, 1, .., Q− 1 a cada una de esas partes y se puede
escribir:

x(nT +
q

Q
T ) =

∑
k

x (kT )h

(
(n− k)T +

q

Q
T

)
=

∑
i

x ((n− i)T )h

(
iT +

q

Q
T

)
con q = 0, .., Q− 1
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Figura 1.12: Filtro

Estas ecuaciones se pueden entonces representar por el diagrama de bloques de la
figura 1.12, donde hq(nT ) = h(nT + q

QT ) con q = 0, ..Q − 1. Ahora bien, si se tiene
en cuenta que el filtro apareado es también un filtro pasabajos, se puede utilizar este
filtro en lugar del filtro h(.) y resulta entonces el diagrama de bloques de la figura
1.14. El conmutador a la salida del banco de filtros elije de acuerdo al µ que le indique
el control del interpolador el filtro a utilizar para interpolar en el punto correcto.

1.5. Control del interpolador

En esta sección se analizará un algoritmo para definir cuál es la muestra del k-ésimo
śımbolo que se debe elegir del conjunto de muestras de x(nT ). Esta será la muestra
denominada m(k) y el desplazamiento respecto de esta muestra para interpolar, µ(k).

1.5.1. Contador módulo-1

Existen diferentes formas de obtener los valores m(k) y µ(k). En primer lugar se
analizará el esquema de la figura 1.15 donde el control es realizado por un contador
descendente módulo-1.

Si no hay error, como se tienen N muestras por śımbolo el contador módulo-1 dará
underflow cada N muestras. El underflow se dará en realidad en la muestra m(k)+1 y
el punto de cruce por cero de este oscilador determinará µ(k). Este oscilador juega el
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Figura 1.13: Filtro

Figura 1.14: Implementación del Filtro Interpolador Polifásico

Figura 1.15: Implementación del control del interpolador contador módulo-1
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Figura 1.16: underflow contador módulo-1

rol del VCO (en los PLL de tiempo continuo), es decir será un oscilador de frecuencia
media 1/NT y cuya fase se modificará de acuerdo con el error filtrado v(nT ).

Como se muestra en la figura 1.16 donde se grafica la salida del contador en función
del tiempo. El contador tendrá un underflow en (m(k) + 1)T donde se reseteará y le
sumará uno a la salida para comenzar a decrecer nuevamente. Este underflow es la
primera señal de control que recibirá el filtro interpolador para conocer el conjunto de
muestras con las que debe interpolar. La segunda señal debe ser µ(k) que se calcula
de la siguiente forma.

Utilizando la nomenclatura del diagrama de la figura 1.15, se puede observar que
la salida del contador módulo-1 (η) verifica la siguiente ecuación:

η((n+ 1)T ) = η(nT )− 1

N
− v(nT )

Si el error es cero desciende con pendiente 1
NT .

Un modelo linealizado como PLL de este sistema se puede observar en la figura
1.17.

Observar que en el śımil con el PLL, K0 = −1 por ser un contador descendente
y como vimos Kp = KEprom > 0. En un lazo de PLL de segundo orden KpK0K1 =
2ξwn y KpK0K2 = w2

n. De estas ecuaciones se puede deducir que K1 y K2 serán
negativas. Por lo tanto si el error es positivo, v(nT ) será negativo y la pendiente de
descenso disminuye, atrasando aśı el instante de muestreo y si el error es negativo, la
pendiente aumenta, adelantando aśı el instante de muestreo.

Si se denomina W (nT ) = 1
N + v(nT ), para los puntos m(k)T y (m(k) + 1)T se

verifica:

η((m(k) + 1)T ) = η(m(k)T ) + 1−W (m(k)T )
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Figura 1.17: modelo de pll linealizado en tiempo discreto

Observar que W (nT ) es una estimación de T
TI
, siendo TI el tiempo entre dos

máximos de dos śımbolos consecutivos.
Según se puede observar en la figura 1.16 se verifica la siguiente relación entre los

triángulos:

1− η((m(k) + 1)T )

η(m(k)T )
=

1− µ(k)

µ(k)

de donde,

µ(m(k)) =
η(m(k)T )

1 + η(m(k)T )− η((m(k) + 1)T )

=
η(m(k)T )

W (m(k)T )

Es decir que a partir del valor del contador en m(k)T y de W (m(k)T ) es posible
obtener el valor µ(k) que necesita el filtro interpolador.

1.5.2. Algoritmo recursivo

Se verá a continuación otro método alternativo para controlar la interpolación. Si
se denomina kTI al tiempo en que se toma la muestra del k-ésimo śımbolo, entonces
se verifica que

kTI = (m(k) + µ(k))T

(k + 1)TI = (m(k + 1) + µ(k + 1))T

25



Universidad de la República,
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de donde,

TI = (m(k + 1) + µ(k + 1))T − (m(k) + µ(k))T (1.13)

m(k + 1) = m(k) +
TI

T
+ µ(k)− µ(k + 1) (1.14)

Como m(k) y m(k+ 1) son enteros los restantes términos deben tener parte frac-
cional nula y por lo tanto:

µ(k + 1) =

(
TI

T
+ µ(k)

)
módulo 1

Esta ecuación nos permite calcular recursivamente el valor de µ que se le debe dar
al filtro interpolador. Por lo tanto m(k) se podrá calcular recursivamente utilizando
la parte entera de los tres últimos términos de la ecuación 1.14

m(k + 1)−m(k) =

⌊
TI

T
+ µ(k)− µ(k + 1)

⌋
donde T

TI
se estima como W (kT ) = 1

N + v(kT ).

Ejercicio 1.4. Sean r(nT ) la señal muestreada que ingresa al receptor digital, p(nT )
la respuesta a impulso del filtro apareado y ṗ(nT ) la de la derivada del filtro apareado.
Escribir un diagrama completo de un sincronizador temporal que cumpla lo siguiente:

1. Utilice como interpolador el polifásico visto en clase.

2. Calcule el error usando alguno de los algoritmos vistos para tal fin.

3. Tenga un bloque proporcional e integral en la realimentación del error.

4. Calcule recursivamente m(k) y µ(k), es decir el momento donde debe muestrear.

Ejercicio 1.5. En este ejercicio se pide en primer lugar estudiar la documentación
del sincronizador polifásico de gnuradio. Posteriormente implementar el transmisor
QPSK y canal vistos en el ejercicio 1.1 y un receptor que utilice un sincronizador
polifásico.

a) El sincronizador polifásico en gnuradio tiene 4 salidas. Explique qué es cada
una de las 4 salidas e indique de dónde se obtienen en el diagrama de bloques que
realizó en el ejercicio 1.4. Empiece por hacer funcionar el receptor cuando épsilon vale
1 y un retardo canal =0.

b)El parámetro cŕıtico para sintonizar este bloque es el denominado: loop band-
width. Explique qué representa y qué efecto tiene. En particular explique qué sucede
si lo pone en un valor muy pequeño o muy grande. Le sugerimos comenzar con este
parámetros en π/100 y luego probar que sucede si lo cambia a 10π, π y π/100000.
Pruebe cambiar el retardo del canal de 0 a 7 por ejemplo y observar la respuesta
dinámica de la constelación y de la fase del bloque de sincronización.

Al cambiar el retardo del canal, observe que cambia en la salidas del bloque po-
lifásico y la constelación. Explique lo que observe.
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c)Para esta parte cambie la base de tiempo del receptor modificando épsilon y
colocándolo por ejemplo en 1.001. Observe los cambios en las 4 salidas del interpolador
polifásico y explique lo que observa. Encuentre aproximadamente en qué rango de loop
bandwidth logra sintonizar el receptor. Le sugerimos probar por ejemplo 5π, π, π/10,
2π/50,2π/100, 2π/1000 y 2π/2000.

d)Por último, cambie el parámetros épsilon a 1.009 y analice si el sincronizador
funciona correctamente o no en 5π, π, π/10, 2π/20 2π/50.

Explique por qué a medida que la diferencia entre las bases de tiempo es mayor el
rango de sincronización del PLL del sincronizador polifásico disminuye.
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