Topicos de control
Parte 1

Pablo Monzdén

Departamento de Sistemas y Control
Instituto de Ingenieria Eléctrica (IIE)
Facultad de Ingenieria-Universidad de la Republica
Uruguay

Anilisis y control de sistemas no lineales
Primer semestre - 2023



Contenido

© Introduccién

© Linealizacién

© Linealizacién exacta

@ Linealizacién entrada-estado

© Linealizacién entrada-salida



Introduccién
e0

Introduccion

@ Consideremos el sistema

z = f(z,u) , f(0,0)=0

donde suponemos que los valores que toman las acciones de control
u pertenecen a un conjunto U € R™ de acciones admisibles.

@ Una realimentacion de estados es una accién de control de la forma
u= ®(x) (®(0) = 0). Decimos que es estabilizante si el origen es un
atractor del sistema en lazo cerrado.

@ Las funciones son tales que el sistema en lazo cerrado

&= f(z, ®(z))

tiene solucién anica, dada la condicién inicial.

@ A continuacién, veremos muy brevemente distintas maneras de
enfocar el problema. E
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Linealizacion (Khalil, capitulo 11 (2a Ed.).)

; _ of _ of

@ Definamos A = 52.(0,0) y B = 5:(0,0).

o El sistema lineal £ = Az + Bu aproxima al no lineal en un entorno
del origen.

@ Si (A, B) es controlable, podemos encontrar una realimentacién de
estados lineal u(z) = Kz, tal que A+ BK sea Hurwitz.

@ Veremos que este controlador estabiliza localmente al sistema no
lineal. )
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Linealizacion

i = f(z,u) = (0z) = Adz + Bdu

@ Propongamos una candidata a funcién de Lyapunov de la forma
V(dz) = (62)T P(0x).

@ Si derivamos la funcién sobre las trayectorias del sistema lineal,
obtenemos la siguiente condicion:

(A+ BK)'P+ P(A+BK)=A"P+PA+K"BTP + PBK

@ Podemos disefiar P y K, por ejemplo, usando LQR ((4, B)
controlable):
6u=—R'BTPéx = Kéx

(por ejemplo, con Igr.m de Matlab).

@ Este controlador lineal estabiliza localmente al sistema no lineal.
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Ejemplo

Objetivo: estabilizar el péndulo en un angulo 6 dado.

T1 = T2 -
Ty = —asin(xy +60) — bxs + T

m1:9—§,x2:9.
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Ejemplo

6 = —asin(9) — b — T

@ Para que (6,0) sea un equilibrio, debemos aplicar un par constante

a _
T, = Zsi
ss =7 sin(6)

@ Definamos la accién de control a disefiar como u =T — T:
j]l = X9 3 B
iy = —al[sin(zy +06) —sin(f)] — bxs + cu

@ Linealizamos:

5 = e o) [ ][]
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Ejemplo

e (A, B) controlable:
0 ¢
pam= [0 &

@ Podemos disefiar una realimentacién de estados localmente
estabilizante u = kyx1 + kaxa. El control total es:

T(8,0) = Tys +u = % sin(@) + k1 (0 — 8) + ka6
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Linealizacion exacta (Khalil, capitulo 12 (2a Ed.).)

Retomemos el ejemplo anterior:

T1 = T2 - B
iy = —alsin(zy +0) —sin(f)] — bzs + cu

@ Re-definamos la accién de control como sigue:
a;. = o = 1
u = — [sin(zy + 6) —sin()] + ~v
c c

@ La nueva descripcién del sistema es lineal y controlable:

Li?l = X2 j)l . 0 1 X1 0
{x2b932+v <:>|:1'2:|_|:0 b:||:12:|+|:1:|v

o u=2 [sin(z; +0) —sin()] + L(k1(6 — 0) + k20) estabiliza.
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Linealizacion exacta

iCuan general es esta idea de poder las no linealidades?

@ En expresiones como a(x) + u, es posible poniendo
u(z) = —a(z) + v.
@ En expresiones como 3~ !(z)u, es posible poniendo u(z) = B(x)v.

@ Complexivamente, la forma que debe tener el sistema para poderle
cancelar las no linealidades es

&= Az + BB (2)[u — a(z)]
u(z) = a(z) + f(z)v = & = Az + Bv

@ La pareja (A, B) debe ser controlable para que luego todo camine
bien!!!
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Linealizacion exacta

Otro ejemplo

1 = asin(xg)

iy = —x2+u

@ Es sencillo cancelar la no linealidad x% pero el término sinusoidal no.
@ Sin embargo, si hacemos el siguiente cambio de variable (no lineal):
z1 = X1 - 2'51 = 29

29 = asin(zz) =i 29 = [acos(xa)].(—22 + u)

@ La siguiente realimentacion linealiza el sistema

1 Z‘l = ZQ
u = x% +—v= g
a cos(xz) Zo = W

en la regién donde no se anula el cos(zo)!!
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Linealizacion exacta

Continuacion del ejemplo

9 1
u=x]+—F—=v
a cos(x2)

@ Esta accion de control linealizante estd bien definida en
_ T
5 < T2 < 3.

@ El cambio de variable esta bien definido y es invertible en
—a<z<a.

T = 21
ZTo = sin ! (%2)

o El cambio de variable es invertible y diferenciable (difeomorfismo).
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Linealizacion exacta

Cambio de variable

@ Dado el sistema afin & = f(x) 4+ g(z).u. Consideremos el cambio de
variable z = T'(x).

@ La nueva descripcién del sistema es

2= T 1(@) + g(@)0)] “T= D f) + )

@ De los muchos cambios de variable que podemos buscar, apuntamos
a aquellos que nos lleven a una forma particular, lineal en los estados.

@ Queremos que la nueva descripcion lineal sea controlable.
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Linealizacion entrada-estado

@ En la linea anterior, buscamos un cambio de coordenadas z = T'(z),
T(0) =0, T invertible en un entorno del origen, tal que en las
nuevas coordenadas, la representacién tome la siguiente forma:

1
B(@)
(para simplificar la presentacién, planteamos todo con una
entrada-una salida)

Z2=Acz+ b [u — a(x)]

o A., b. las elegimos canénicas (y controlables):

0 1
0 0 1 0
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Linealizacion entrada-estado

o El sistema resultante es una cadena de integradores:

21 = 22 21 = 2
Zo = Z3 29 = 23
u(z)=a(z)+L(x)v
(z) S:Q (z)

Zn_1 = i Zno1 = Zn
. lu—a(@)] S~
o T TBG) T
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Linealizacion entrada-estado

2'71 = 22
22 = Z3
=il = Zp
Zn = U

@ La dinamica de los estados surge de integrar la entrada.

@ Podemos disefiar una realimentacién de estados v(z) = Kz que
estabilice.

@ Esto resulta en un controlador no lineal de la forma

[u(x) = a(x) + B(x)KT(x)
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El cambio de variable

Si escribimos T'(x) = [T (), Ta(x), - -+ , T (x)]T, se debe cumplir:
o Tipi(x) = ‘9& J@)y %.g(x) =0,i=1,...,n—1 (cada estado
se deriva en eI S|gU|ente)

° BT" J@) = a(g y &= g(z) = ﬁ # 0 (la altima derivada).
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Generador sincrono conectado a un bus infinito:

& = f(2) + g(a)u

i) 0
f(@)=| —a[(1+ z3)sin(z1 + d) — sin(d)] — bxo , glz)=10
—cxg + d[cos(x1 + &) — cos(d)] 1

con a, b, ¢, d y § constantes positivas.
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Realimentacidn linealizante

Buscamos T'(z), con T'(0) = 0, que verifique

o1 _ 0Ty _ 013
%g(x) =0, Eg(x) =0, O g(x) #0
con oT; oT:
01y _ 012
Ty(w) = S 1) . Tole) = S26() |
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Realimentacién linealizante

De la condicién %g(x) = 0 obtenemos

o9 [om om 8T1} 0| _om

ax9<$>[agﬁ’ax2’ax3 01 = B

Por lo que tenemos que elegir 77 independiente de x5.
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Realimentacién linealizante

Entonces, Tb(z) = 2 f(x) tiene la forma

T oT:
Tr(z) = Ly — =1L (+a[(1 + x3) sin(zy + 6) — sin(d)] + baz)
31'1 ox i)
que ademas debe verificar %ng(x) = 0. Entonces
0Ty 0Ty
= 95 = asin(z; +0)=— A

Tomamos T (x) independiente de x5. Por lo que T5(x) toma la forma

8T1

T2 (.T) axl

y no depende de 3.
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Realimentacién linealizante

Ahora T3(z) = aT2f( ) toma la forma

0T» 0Ty

EIoe T — e (a[(1 + z3) sin(x1 + 6) — sin()] + bxs)

T3(z) =

y debe cumplir

073 _ 013 T,
Eg(x) = P2 asin(z; +5)8 #0
Definamos z = T'(z) asi:
zZ1 = T1 (117) = I
zy = TQ(Z‘) = X2
zz = T3(x) = —a|(l+ x3)sin(zy + 0) — sin(d)] — bxz
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Realimentacién linealizante

Verifica 0 = T'(0) y es localmente invertible

r1 = 21
T2 = 22
_ +bza—asin(6)
r3 = —1- Z3asizxf(z?Jsr5)
Las funciones a(x) y () valen
1 -1
Bla) = 9L g(x)  asin(z +9)

aTs

a(z) = 759233-7]"(95) =...largo
S -9(@)
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Ejemplo (Khalil 12.2)

Sistema linealizado

Z1 = 22

,é'g = Z3

23 = —asin(z +9)[u — a(z)]
Redefinimos la entrada u(z) = a(z) — mv y podemos disefiar v
como una realimentacion lineal de los estados z (v = —Kz), que genera

una realimentacién no lineal de los estados x.
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Ejemplo: Motor de continua (Khalil 12.4)

El estado consiste en la corriente de campo (1), la corriente de
armadura (x2) y la velocidad angular (z3).

—axy 1
flx)y=| —bza+p—caizs | , gl@)=] 0
9:171$2 0

El sistema tiene un punto de equilibrio en 1 = 0, z2 = p/b (u = 0).
Definamos el punto de operacién deseado 2* = (0, p/b,wp)”, donde wy
es la velocidad angular deseada.
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Ejemplo: Motor de continua (Khalil 12.4)

Realimentacidn linealizante

Buscamos T'(x), con T'(z*) = 0, que verifique
0Ty B 0Ty B T
%g(x) 0, Eg(x) =0, O g(z) #0

con

o 8T1 o 8T2

L) = 521@) , To(@) = F2/(@)
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Ejemplo: Motor de continua (Khalil 12.4)

Realimentacion linealizante

De
o 0T
ox g - 81’1 a
obtenemos que T} (x) no depende de x;. Entonces
oT oT;
Tr(z) = 6—; (@) = a—x;[—bxgp — cx123]
De %g(x) = g—ff = 0 sale:
oT, o1y
cr3 0

—— = fpg——
8(132 81‘3

0T}
ar 7101711‘2
61'3
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Ejemplo: Motor de continua (Khalil 12.4)

Realimentacién linealizante

Proponemos
Ti(z) = [0zicad] + ¢z

con ¢ de forma de satisfacer T3 (z*) = 0.

im0 (1) e

De las condiciones necesarias, sale

To(x) = 20x2(p — bxa) , Ts(x) = 20(p — bxs)(—bxs + p — cx123)
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Ejemplo: Motor de continua (Khalil 12.4)

Realimentacion linealizante
Obtenemos un cambio de variable que funciona bien en el dominio
Dw:{x€R3|x2>% yx3>0}

con inversa bien definida en

2 92
Dm{z€R3|zl>0<I>2(22)9(/;) fcwo y 29 < Zb}

con @ la inversa de 20z5(p — bxz), bien definida para x5 > p/2b.
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Linealizacion entrada-salida

@ Hasta ahora no hemos considerado la salida.

@ Normalmente la salida serd una funcién no necesariamente lineal de
los estados y = h(x).

@ El cambio de variable que linealiza los estados, da como salida

_ —1

y="h[T7(2)]

@ Si tuviéramos una salida lineal en z, podriamos construir facilmente
controladores y observadores.

@ Es claro que el cambio de variables debe satisfacer méas condiciones
que las que vimos hasta ahora.
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Linealizacion entrada-salida

@ Apuntamos a la forma canénica controlable y observable:

0 1
00 1 0
0
A, = , b= , Ce=[1,0,0,...,0]
1 1
0 0

@ Entonces, se debe cumplir que Ty (x) = h(z).

@ La funcién de salida h debe cumplir con las ecuaciones en derivadas
parciales que vimos antes!!!

@ Distintas elecciones de h pueden llevarnos a distintas situaciones.
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Linealizacion entrada-salida

= f(x)+ g(z).u, y = h(z)

No siempre es posible satisfacer las ecuaciones en derivadas parciales
anteriores.

Existen condiciones necesarias y suficientes, provenientes del
Teorema de Frobenius, del contexto de Geometria Diferencial.
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Grado relativo

Esencialmente es el namero de veces que hay que derivar la salida para
que la entrada aparezca en forma explicita.
Obviamente depende de h, pero también puede depender de x!!

Ejemplo (Van der Pol)

1 = T2
iy = -z +e(l—x)z+u

Para la salida y = z1, el grado relativo es 2, pues

g=d1=x9 , J=2o=—a1+e(l -z +u

Si elegimos y = x5, entonces el grado relativo es 1.

.
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Ejemplo: Motor de continua

Retomemos el ejemplo de motor DC

T1 = —aritu
To = —bro+p—criTs
3.3’3 = 0(131%2

.

Calculemos el grado relativo

para la salida y = x3 (velocidad)
Yy = 3 = Ox129
y = 0T1x9+ Ox0x0 = ( . ) + Oxou

El grado relativo para esta salida es 2 (en la regién x5 # 0)..

.
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Grado relativo

@ El nombre proviene del hecho de que para sistemas lineales SISO,
este concepto coincide con la diferencia entre el grado del
denominador y el grado del numerador de la transferencia (ver
Khalil).

o Consideremos un sistema lineal £ = Az + Bu, con y = Cz + Du.
@ Si D =# 0, entonces el grado relativo es 0.

@ Supongamos D = 0. Entonces
y=Ct=CAx + CBu

Si CB # 0, el grado relativo es 1.
@ Supongamos CB = 0. Entonces

ij = Cy = CA(Azx + Bu) = CA%z + CABu

Si CAB # 0, el grado relativo es 2.
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Grado relativo

Supongamos C'A*~2B = 0. Entonces

d'y
dt’

=CA'z + CA"'Bu

Si CA'='B #£ 0, el grado relativo es i.
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Grado relativo

@ Sea x = Uz un cambio de base para el sistema lineal

t = Axz+ Bu Z
y = Cx+ Du Y

UlAU + U~ 'Bu
CUz+ Du

@ Entonces

(CUO)UTAU) Y (U~'B) = (CUOU~H (A" HYU(U'B)=CA""'B

@ El grado relativo es un invariante!!
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Grado relativo

@ Consideremos la transferencia

b S™ + by_1S™ L+ ..+ bys + by

H(s) =
(5) ans™ + ap_18"" 1+ ... +ais + ag

o Si n mayor que m, podemos escribirla como

H(s)=C(sI - A)™'B
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Grado relativo

Admite la siguiente realizacién en variables de estado:

0 1 0o --- 0 T o]
0 0 1 .- 0 0
A= , B=
: 0
0 0 0 --- 1 0
L —ap —a —as9 —Qnp i L 1 a
C:[bo by by -+ b, 0 --- 0]

Por lo que CA'B = 0 para i < (n —m) (verificarlo!!).

El grado relativo es el exceso cero-polo.
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Grado relativo

@ Este pardmetro determina la posibilidad de encontrar un cambio de
coordenadas linealizante.
@ Tenemos dos posibilidades:

e Linealizacién entrada-estado (r = n)
o Linealizacién entrada-salida (r < n)
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Linealizacion exacta

Cuando el grado relativo es méximo (n), entonces existe un cambio de
coordenadas z = T'(z), con z; = Ty (z) = h(x), tal que:

21 = 29
22 = Z3
'énfl = 2Zn
Zn = U
Y = 21

Como ya vimos, a partir de esta descripcion del sistema, disefiamos una
realimentacién estabilizante (lineal en z, no lineal en z).
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Linealizacion exacta

Linealizacién entrada-salida

Cuando el grado relativo es r < n, entonces lo mas a lo que podemos
aspirar es a lo siguiente:

@ A partir de h, comenzamos a construir un cambio de variable.
@ Sélo vamos a llegar a h(z) = Ty (z), To(x), ..., Tr(z).

@ Completamos ese cambio de variable con n — r funciones mas,
elegidas apropiadamente, que nos lleva a:

= ¢]-re- [ 2]
con ¢ € R", tal que:
o= fo(n)
¢

Al + B~ 2)[u — a(z)] = A.¢ + By
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Linealizacion exacta

f0(777 C)

¢ = Al+BS N (@)u—a@)] = Al + B

=.
I

Diseiio del controlador para r < n

@ Podemos diseiiar el control lineal v = K (, que se traduce en
u(z) = o) + B(x) KT (z)

@ Este controlador lleva { — 0, es decir, controla sélo una parte del
estado.
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Linealizacion exacta

o= fo(n,¢)

( = A+ BB a)u—a()] = A+ B

Diseiio del controlador para » < n

@ El resto de la dinamica depende del comportamiento del siguiente
sistema reducido:

77 = f0(77, 0)
denominado dindmica de los ceros.

@ El nombre proviene del hecho de que si el sistema es lineal y SISO,
los autovalores de la dindmica de los ceros corresponden a los ceros
de la transferencia del sistema.

@ Para que lo anterior camine bien, 7 = 0 debe ser un atractor de la
dindmica de los ceros (fase minima).
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Linealizacion exacta

Dinamica de los ceros

= fO(nvo)

@ Puede caracterizarse en términos de .

@ Observemos que si imponemos y(t) = (;(t) = 0 para todo ¢,
entonces ((t) = 0 para todo ¢, lo que implica u(t) = «(t) para todo

t.
@ Entonces, la dinamica de los ceros esta confinada a moverse en el
conjunto:
- ={z|G=C=...=¢ =0}
={z|Ti(x) =Ts(z) =... =T, (x) =0}

con u*(z) = )|,z
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Para este sistema

T = —ari+u

To = —bxo+p—criT3
1.83 = 0(E1£L’2

y = I3

ya sabemos que tiene grado relativo 2 (para x5 # 0)
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@ Consideremos el cambio de variable
G=Yi(r)=23 , G=Vy(x) =3 =029

del que obtenemos

1 1
r) = —— = ——
b) %.g(m) Oxo
a(z) = Z;;z f(z) _ —abz 22021 (—bxs + p — cx123)
%.g(m) Oxo

@ Notar que debe ser z2 # 0.
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@ La nueva descripciéon del sistema es

f0(777 C)
C:l =

G = w

7
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@ Para ver la dindmica de los ceros, consideramos
Z* = {Cl = CQ = 0} = {l‘ll‘g = 07 T1X9 = O} = {$|$3 = O, Ir1 = 0}

pues x5 # 0 en el dominio de trabajo.

@ La entrada u*(z) = a(z)|,c;. es nula, por lo que obtenemos:

&g = —bxy + p, que tiene un atractor asintético en 7.

e El difeomorfismo lo completamos con T, (x) = x2 — £, que verifica

or,

%g(x) =0

y transforma el atractor de la dindmica de los ceros en el origen de
las nuevas coordenadas. )




Linealizacién entrada-salida
0000000000000 0000000e00000000

Ejemplo: modelo pl de un avién

Yy

A

h

theta

fuerza neta

Y
5 |
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Linealizacion exacta

m& = f1cos(f) — fasin(f) — di
my = —mg+ fisin(d) + focos(d) — dy
Jb = —mglsin(0) + rf;

El modelo tiene dos entradas. En este caso el grado relativo es un vector.
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Linealizacion exacta

Realimentacién linealizante

@ Tomando como salidas y y 6, no es completamente linealizable.

o El sistema puede ser llevado a la forma normal:

21 = 29
22 = U
Z3 = 24
24 = up
5 = 26—z tan(zs) + J it
Zg = **ZGJFJdm + 2924+
tan(z3) {g (L —1) + 2224 tan(z3) — Ji]

mr cos(z3)

@ La dinamica de los ceros resulta ser estable, por lo que podemos
disefiar un controlador lineal que asegure la convergencia de todos
los estados al origen.
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Linealizacion exacta

01
0.

0.05

g
'/
U -0.05
5 10 0 g 10
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|
=
.
ol /
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Robustez

Cancelacion exacta de no linealidades

@ La realimentacién linealizante cancela las no linealidades presentes
en el sistema, dando lugar a un controlador no lineal.

@ Como el sistema esta sujeto a incertidumbre, tanto por
desconocimiento parcial de parametros y dinamica como por
perturbaciones que puedan haber, es optimista pensar en una
cancelacién exacta.

@ Podemos preguntarnos cémo funcionara un controlador linealizante
frente a incertidumbre.
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Robustez

Analisis de robustez

@ Supongamos que tenemos un sistema linealizable entrada-estado y

t=Az+ B Y (2)[u — a(z)] 2=T(x)

@ Y que disefiamos una realimentacién estabilizante
u(z) = é(z) + f(x)KT(x), T(x)nominal

donde los &, B y T son expresiones nominales.

@ En lazo cerrado, obtenemos

2= Az + BB (2) [a(a) + B(@)KT(z) — a(x)]
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Analisis de robustez

¢=Az+ BB \(x) [a(z) + B(a)KT(z) — a(x)}

@ Sumamos y restamos BKz = BKT(x):
z2=(A+ BK)z + Bi(z)

con
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Analisis de robustez

@ El sistema resulta ser la perturbacién del sistema lineal
2= (A+ BK)z

con (A + BK) Hurwitz.

@ Podemos aplicar lo que vimos de perturbacion de sistemas
globalmente asintéticamente estables y quedarnos tranquilos de que
los errores no tendran efectos graves si 6 no es muy mala.

@ Por ejemplo, si §(0) = 0, el sistema real sera globalmente
asintéticamente estable si la ganancia de § no es muy grande.
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