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Introducción-Motivación.

i) “Damage to fiber cable hinders phone service”. Newark Star-Ledger,
22 de Setiembre de 1987.

ii) “Phone snafu isolates New Jersey - Long distance cable severed”.
Newark Star-Ledger, 19 de noviembre de 1988.

iii) “Fire in fiber gateway sparks flight delays; problems at brokerages”.
Wall Street Journal, 11 de mayo de 1988.

iv) “Chicago’s O’Hare Airport came to a standstill - Emergency 911 was
no more - Automatic teller machines in the Chicago area were down
- Dollar estimates of lost business ranged from the hundreds of
millions to the tens of billions” (8 de mayo de 1988). IEEE
Spectrum, páginas 35-36, junio de 1989.
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Introducción-Motivación.

• En los casos (i) y (ii) maquinaria pesada de construcción cortó cables
de conexión interurbana. En los casos (iii) y (iv) el fuego destruyó
equipamiento electrónico de centrales telefónicas importantes que
proporcionaban servicio a muchas otras centrales.

• En cada caso, las redes de comunicación no fueron planificadas con
suficiente redundancia como para sobrevivir un simple corte en una linea
o la cáıda de una central telefónica.

• Hasta la dedada de los ’80 la redundancia y sobrevivencia no eran un
objetivo importante en el diseño de las tradicionales redes de cobre,
puesto que la capacidad limitada de los cables dio lugar al
establecimiento de multiples lineas entre pares de centrales.
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Introducción-Motivación.

• Con el advenimiento de la tecnoloǵıa de fibra óptica y su gran
confiabilidad y alt́ısima capacidad de tráfico por cable de fibra se
produjeron diseños de redes topologicamente esparsas.

• La posibles consecuencias graves que podŕıan llegarse a producir ante
fallas en componentes de la red de fibra óptica, llevó a tener un especial
cuidado en el diseño de tales redes.

• Puntualmente los diseñadores se enfocaron en modelar topoloǵıas
capaces de mantenerse en estado operativo (i.e. mantener conexa toda
o al menos gran parte de la red) ante un número preestablecido de fallas
(o destrucciónes) de links o centrales telefónicas.

⇒ Se introdujo el concepto de nivel de sobrevevivencia
de una red (survivability level of a network).
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

Notación: Dado un grafo G = (V,E), denotamos como |G| y ‖G‖ a la
cantidad de nodos y aristas de G respectivamente. Idem con |V | y |E|.

Notación: Dado un grafo G = (V,E) y dada una arista e ∈ E cuyos
extremos son x, y ∈ V , la arista e también la denotamos como xy o
(x, y).

Notación: Un grafo completo de n nodos lo denotamos como Kn

(usualmente llamado n-clique).

Notación: Dado un grafo G = (V,E) y dos subconjuntos de nodos
X,Y ⊆ V , denotamos con E(X,Y ) al conjunto de aristas de E que
tienen un extremo en X y otro en Y .
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

⇒ Modelaremos las redes mediante grafos simples no
dirigidos.

Dados dos grafos G = (V,E) y G′ = (V ′, E′) se define:

Grafo Unión: G ∪G′ def= (V ∪ V ′, E ∪ E′).

Grafo Intersección: G ∩G′ def= (V ∩ V ′, E ∩ E′).

Si G ∩G′ = ∅ decimos que son grafos disjuntos. Si V ′ ⊆ V y E′ ⊆ E
decimos que G′ es un subgrafo de G y denotamos G′ ⊆ G. Si G′ ⊆ G y
G′ 6= G decimos que G′ es subgrafo propio de G. Si G′ ⊆ G y G′ contiene
todas las aristas (x, y) ∈ E con x, y ∈ V ′, entonces G′ es un subgrafo
inducido de G.
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

Notación: Dado un grafo G = (V,E) y U ⊆ V un subconjunto de nodos,
G(U) denota el subgrafo de G cuyas aristas son las aristas de G con
extremos en U .

Notación: Si H es un subgrafo de G, no necesariamente inducido,
abreviamos G(V (H)) como G(H).

Notación: Dado un grafo G = (V,E) y U ⊆ V un subconjunto de nodos,
denotamos G− U o G \ U a G(V \ U).

Notación: Dado un grafo G = (V,E) y F ⊆ V × V , denotamos
G− F = (V,E \ F ) y G+ F = (V,E ∪ F ) (o bien G ∪ F ).
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

Definición: Decimos que un grafo G es arista-maximal respecto a una
propiedad P si G satisface dicha propiedad pero G+ xy no la satisface
para cualquier par de nodos no adyacentes x, y ∈ G. Decimos que un
grafo G es arista-minimal respecto a una propiedad P si G satisface
dicha propiedad pero G \ e no la satisface para cualquier arista e ∈ G.

Definición: Si G y G′ son grafos disjuntos, se define G ∗G′ al grafo
obtenido de G ∪G′ agregando aristas desde todos los nodos de G hacia
todos los nodos de G′.

Definición: Dado un grafo G = (V,E) se define el grafo complemento

como Ḡ
def= (V, (V × V ) \ E).
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

Notación: Dado un grafo G y un nodo v ∈ G, denotamos por N(v) al
conjunto de nodos adyacentes a v.

Definición: Dado un grafo G = (V,E) definimos como el grado mı́nimo
de G (resp. grado máximo de G) al número: δ(G) = min{d(v)|v ∈ V }
(resp. ∆(G) = max{d(v)|v ∈ V }).

Definición: Dado un grafo G = (V,E) definimos como el grado promedio
de G al número: d(G) = 1

|V |
∑
v∈V d(v).

Definición: Dado un grafo G = (V,E) definimos como el grado por nodo
de G al número: ε(G) = |E|

|V |.
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

Algunas propiedades de d(G), δ(G), ∆(G) y ε(G):

i) δ(G) ≤ d(G) ≤ ∆(G).

ii) Al sumar todos los grados de los nodos de un grafo, cada arista cuenta
dos veces (una por cada extremo), por lo tanto:
|E| = 1

2

∑
v∈V d(v) = 1

2d(G) · |V |.

iii) El número de nodos de grado impar en un grafo es siempre par (si V es
el conjunto de nodos tenemos 1

2

∑
v∈V d(v) aristas, por lo tanto∑

v∈V d(v) es un número par).
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Fundamentos básicos de la Teoŕıa de Grafos.

Definición: Dado un grafo H, decimos que P es un H − path si P es no
trivial y “toca” a H exactamente en sus extremos. En particular la
arista de cualquier H − path de largo 1 no es nunca una arista de H.

Ejemplo de H-Path:
H-path P

Grafo H
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Conectividad.

Definición: Un grafo G es conexo si cualquier par de nodos de G está
conectado mediante un camino de G.

Definición: Sea G = (V,E) un grafo, decimos que X ⊆ V ∪ E “separa”
G si G−X es desconexo. En particular cuando X ⊆ E decimos que X
es un “conjunto de corte”.

Definición: Sea G = (V,E) un grafo, decimos que un nodo v ∈ V es un
punto de articulación si separa a dos nodos de la misma componente;
i.e. G \ v es desconexo.

Definición: Sea G = (V,E) un grafo, decimos que una arista e ∈ E es un
puente si separa a dos nodos de la misma componente; i.e. G \ e es
desconexo.
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Conectividad.

Arista Puente

(a) Ejemplo de Arista Puente

Punto de
Articulación

(b) Ejemplo de Punto de Articulación

Figure 1: Separadores de cardinalidad 1.
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Conectividad.

Definición: Un grafo G = (V,E) es k-nodo-conexo si |V | > k y G \X es
conexo para todo X ⊆ V con |X| < k. Es decir, ningún par de nodos
de G están separados por menos de k nodos.

Definición: El mayor valor de k para el cual un grafo G es k-nodo-conexo
se le llama conectividad de G, denotada k(G).

Grafo con k(G)=3
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Conectividad.

Conjunto Separador

Figure 2: Grafos resultantes de eliminar 2 nodos.
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Conectividad.

Definición: Un grafo G = (V,E) es k-arista-conexo si |V | > k y G \ F es
conexo para todo F ⊆ E con |F | < k. Es decir, ningún par de nodos de
G están separados por menos de k aristas.

Definición: El mayor valor de k para el cual un grafo G es k-arista-conexo
se le llama arista-conectividad de G, denotada λ(G).

Grafo con 2
arista-conectividad

Punto de
articulación

16



Conectividad.

Algunas propiedades y observaciones sobre k(G) y λ(G):

i) k(G) = 0 sii G es desconexo o es
un grafo de un solo nodo.

ii) k(G) = 1 sii todo par de nodos de
G esta conectado por al menos un
camino.

iii) k(Kn) = λ(Kn) = n− 1 ∀n ≥ 1
(Kn denota un n-clique).

iv) λ(G) = 0 si G es desconexo.

Grafo con k(G) = 1 y λ(G) = 3.
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Conectividad.

Proposición 1: Si G = (V,E) es no trivial entonces
k(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G).

Dem. Sea v ∈ V tal que d(v) = δ(G). Claramente G \E(v) es desconexo,
por lo tanto: λ(G) ≤ |E(v)| = δ(G). Analicemos ahora la primera
desigualdad. Sea F ⊆ E un subconjunto de aristas minimal tal que G \ F
es desconexo. Veremos que k(G) ≤ |F |.
Caso A). Supongamos que G tiene un nodo v que no es extremo de
ninguna arista de F . Sea C la componente conexa de G \ F conteniendo a
v. Entonces los nodos de C que son extremo de aristas de F separan v de
G \ C. Dado que ninguna arista de F tiene ambos extremos en C (por
minimalidad de F ) hay a lo sumo |F | nodos en esta condición, con lo cual
k(G) ≤ |F |.
Caso B). Supongamos ahora que cada nodo de G es extremo de alguna
arista de F . Sea v ∈ V cualquier nodo y C la componente conexa de
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G \ F conteniendo a v. Entonces los nodos w ∈ V adyacentes a v tal que
(v, w) 6∈ F yacen en C y son extremos de distintas aristas de F , con lo
cual dG(v) ≤ |F |. Como NG(v) separa a v de todos los otros nodos de G
tenemos que k(G) ≤ |F | a menos que no hayan otros nodos, es decir
{v} ∪N(v) = V . Pero v es un nodo arbitario. Asumiendo que G es
completo tenemos: k(G) = λ(G) = |V | − 1.

QED

⇒ Niveles altos de nodo-conectividad o arista-conectividad
implican valores altos del grado ḿınimo del grafo.

⇒ Valores altos del grado ḿınimo del grafo no garantizan
niveles altos de nodo-conectividad o arista-conectividad.

⇒ Un nivel alto de arista-conectividad no necesariamente
implica un nivel alto de nodo-conectividad.
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Conectividad.

(a) k(G) = λ(G) = δ(G) = 4. (b) k(G) = λ(G) = 1,

δ(G) = 4.
(c) λ(G) = δ(G) = 4,

k(G) = 1.

Figure 3: Distintos casos de valores de k(G), λ(G) y δ(G).
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Conectividad.

Teorema 2 (Mader 1972): Un grafo de grado promedio al menos 4k
(d(G) ≥ 4k) tiene un subgrafo k-nodo-conexo.

Dem. El caso k ∈ {0, 1} es trivial, analizaremos cuando k ≥ 2. Sea
G = (V,E) un grafo con |V | = n, |E| = m y d(G) ≥ k ≥ 2. Por inducción
en n probaremos que G tiene un subgrafo k-nodo-conexo siempre que:

i) n ≥ 2k − 1 y

ii) m ≥ (2k − 3)(n− k + 1) + 1.

Esta aserción es de hecho mas fuerte puesto que (i) y (ii) se deducen de la
hipótesis d(G) ≥ 4k. Puntualmente, si no se cumpliera (i) tendŕıamos
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2k > n+ 1 y por lo tanto m = 1
2d(G)n ≥ 2kn > n(n+ 1); (ii) se deduce

directamente de m = 1
2d(G)n ≥ 2kn.

Apliquemos ahora inducción en n.
Paso Base. Si n = 2k − 1 entonces k = 1

2(n+ 1) y por lo tanto
m ≥ 1

2n(n− 1) por (ii). De este modo G = Kn ⊇ Kk+1, probando aśı la
propiedad.
Paso Inductivo. Asumamos ahora que n ≥ 2k. Si v es un nodo con
d(v) ≤ 2k − 3 podemos aplicar hipótesis inductiva a G \ v satisfaciéndose
el postulado. Asumamos ahora que δ(G) ≥ 2k− 2. Si G es k-nodo-conexo
no hay nada que probar.
Si G no fuera k-nodo-conexo habŕıa un separador S ⊂ V con k − 1 nodos
(|S| = k − 1). Podemos asumir que G tiene la forma G = G1 ∪G2 con
|G1 ∩G2| = k − 1 y |G1|, |G2| < n. Para cada nodo v de G1 \G2 o
G2 \G1 tenemos que d(v) ≥ 2k − 2 (y que existen tales nodos); de este
modo |G1|, |G2| ≥ 2k − 1. Pero entonces al menos uno de los grafos G1,
G2 debe satisfacer la hipótesis inductiva, completando aśı la demostración.
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Si ninguno de los grafos satisface la hipótesis inductiva tendŕıamos:
‖Gi‖ ≤ (2k − 3)(|Gi| − k + 1), para i = 1, 2, y por lo tanto:

m ≤ ‖G1‖+ ‖G2‖
≤ (2k − 3)(|G1|+ |G2| − 2k + 2)

≤ (2k − 3)(n− k + 1)

contradiciendo (ii).

QED

⇒ Un grafo G que satisfaga d(G) < 4k puede ser
eventualmente k-nodo-conexo o poseer un subgrafo H ⊆ G
que sea k-nodo-conexo.
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Conectividad.

(a) d(G) = 92
15 < 12 = 4× 3. (b) Subgrafo H tal que k(H) = λ(H) = 3.

Figure 4: Grafo G que NO satisface la condición d(G) ≥ 4× 3.
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Conectividad.

(a) d(G) = 8 = 4× 2. (b) Subgrafo H tal que k(H) = λ(H) = 2.

Figure 5: Grafo G que satisface la condición d(G) = 4× 2.
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Conectividad.

Definición: Llamaremos árbol a un grafo aćıclico conexo.

Definición: Dado un grafo G = (V,E), decimos que un subgrafo H ⊆ G
es un árbol de cubrimiento de G si es un árbol y además V (H) = V .

⇒ Una topoloǵıa de árbol es una buena opción para el
diseño de una red si lo que buscamos es conectar un
conjunto de sitios a costo ḿınimo sin exigencias de
robustez ante rupturas en links o nodos.

⇒ También es una buena opción cuando las componentes
fisicas que integrarán la red poseen niveles altos de
confiabilidad (baja probabilidad de falla).
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Conectividad.

(a) Grafo K8. (b) Subgrafo 2-nodo-conexo. (c) Árbol de cubrimiento.

Figure 6: Subgrafos de cubrimiento con topologias 2-conexa y de árbol.

⇒ Al eliminar una arista o un nodo de (b) el grafo
resultante se mantiene conexo.
⇒ Al eliminar una arista o un nodo de grado 2 de (c) el
grafo resultante es desconexo.
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Conectividad.

Teorema 3: Las siguientes aserciones son equivalentes para un grafo T :

i) T es un árbol;

ii) dos nodos cualesquiera de T están comunicados por un único camino;

iii) T es conexo minimal, i.e. T es conexo pero T \ e es desconexo para
toda arista e ∈ T ;

iv) T es aćıclico maximal, i.e. T no contiene ciclos pero T ∪ {(x, y)}
tiene un ciclo, para cualquier par de nodos no adyacentes x, y ∈ T .

Corolario 1: Un grafo conexo con n nodos es un árbol sii tiene n− 1
aristas.
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Conectividad.

Dado un grafo G = (V,E) modelando las conexiones factibles entre
diferentes sitios y una matriz de costos positivos C = {cij}(i,j)∈E
asociados a las aristas del grafo; los objetivos:

I) establecer una red conexa a costo ḿınimo.

II) establecer una red lo más robusta posible (i.e. restistente a fallas en
nodos como en arcos).

son contrapuestos.

⇒ Usualmente se fija un nivel k de nodo-conectividad o
arista-conectividad y luego se trata de encontrar una
topoloǵıa de costo ḿınimo que satisfaga el nivel de
conexidad demandado.

29



Conectividad.

• Tipicaménte, en el diseño de un Backbone de fibra óptica,
dada la confiabilidad de sus componentes, en general un
nivel de 2-nodo-conectividad es suficiente para alcanzar
niveles altos de robustez ante fallas en links o nodos.

• También son muy utilizados modelos con requerimientos
de 2-arista-conectividad entre pares de nodos de la red.

• Niveles de nodo-conectividad (o arista-conectividad)
mayores que 2 se han utilizado en aplicaciones militares;
e.g. diseño del kernel de fibra óptica de la red de
comunicaciones de un portaaviones.
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Conectividad.

• Seguidamente veremos la
descomposición topológica
de los grafos
2-nodo-conexos en H − paths
y diferentes resultados
estructurales inherentes a
los mismos.

Modelo de fibra óptica de un portaaviones.
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Conectividad.

Teorema 4: Un grafo es 2-nodo-conexo sii este puede ser construido a
partir de un ciclo mediante sucesivas agregaciones de H − paths a
grafos H ya construidos.

Dem. (⇐) Trivial. (⇒) Sea G un grafo 2-nodo-conexo. Entonces G
contiene un ciclo y por lo tanto tiene un subgrafo maximal H construido
según el proceso descripto. Dado que cualquier arista xy ∈ E(G) \ E(H)
con x, y ∈ H definiria un H − path, H es un subgrafo inducido de G. Aśı,
si H 6= G, entonces por la conectividad de G hay una arista (v, w) con
v ∈ G \H y w ∈ H. Como G es 2-nodo-conexo, G \ w contiene un
v−H path P . Entonces el camino wvP es un H − path en G y H ∪wvP
es un subgrafo construible a partir de G y es más grande que H. Esto
contradice la maximalidad de H.

QED
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Conectividad.

H0 H1

H2 H3

H4

Initial Cycle

G

Figure 7: Ejemplo de descomposición en H-Paths.
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Conectividad.

⇒ Este mismo resultado de caracterización de los grafos
2-conexos también fue demostrado por Frederickson-Jájá
(1981) utilizando inducción en el número de ciclos del
grafo en cuestión. El siguiente es el enunciado del Lema de
Descomposición de Frederickson-Jájá y su respectiva
demostración.

Lema 1 (Descomposición, Frederickson-Jájá 1981): Sea G′ = (V,E′)
un grafo 2-conexo con más de un ciclo. Entonces hay un camino
compuesto de aristas Ep = {(v1, v2), . . . , (vr−1, vr)} ⊂ E′ tal que
v1 6= vr, cada nodo de Vp = {v2, . . . , vr−1} tiene grado 2 en G′, v1 y vr
tienen grado mayor a 2 en G′, y Gp = (V \ Vp, E′ \ Ep) es 2-conexo.

Dem. Por inducción en nc, el número de ciclos de G′.
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Paso Base: nc = 3. Todos los nodos serán de grado 2, escepto por dos
nodos de grado 3, que asumiremos son v1 y vr. Sea Ep el conjunto de
aristas presentes en un camino simple entre v1 y vr. El grafo “restante”
Gp = (V \ Vp, E \ Ep) será un ciclo y por lo tanto 2-conexo.
Paso Inductivo: nc > 3. Consideremos un grafo 2-conexo G′ con nc
ciclos y asumamos que el Lema se satisface para grafos 2-conexos con
menos de nc ciclos. Elegimos dos nodos v1 y vr y aristas Et formando un
camino satisfaciendo todas las condiciones escepto que posiblemente
Gt = (V \ Vt, E \ Et) no sea 2-conexo. Si Gt es 2-conexo, entonces
tomamos Ep igual a Et y no hay nada que demostrar.
Si Gt no es 2-conexo, entonces identificamos un conjunto de aristas Ec tal
que Et ⊂ Ec. Identificamos además bloques (i.e. subgrafos 2-conexos
maximales) no triviales de Gt. Debe de haber por lo menos uno, sino G′

no tiene más de un ciclo. Elegimos el bloque no trivial Gb = (Vb, Eb) con
la menor cantidad posible de ciclos n̄c. Si n̄c = 1, consideremos entonces
Ep = Eb ∩ Ec. No es dif́ıcil verificar que eliminando la intersección de los
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ciclos Eb y Ec surge el grafo Gp 2-conexo. Si n̄c > 1, entonces por
hipótesis inductiva, hay un conjunto de aristas Eq ⊂ Eb formando un
camino tal que (Vb \ Vq, Eb \ Eq) es 2-conexo. Si Eq ∩ Ec = ∅, sea
Ep = Eq; sino sea Ep = Eq ∩ Ec. Nuevamente, no es dif́ıcil verificar que
(V \ Vp, E \ Ep) es 2-conexo.

QED
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Conectividad.

Lema 2 (Berge 1973): Las siguientes aserciones son equivalentes para
un grafo conexo G = (V,E):

a) G es 2-nodo-conexo.

b) dos nodos cualquiera de G se hayan en un ciclo común.

c) dos aristas cualquiera de G se hayan en un ciclo común.

d) una arita cualquiera y un nodo cualquiera de G se hayan en un ciclo
común.

Dem. Demostraremos el Lema siguiendo este orden para la pruebas:
(a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (d)⇒ (a).
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Caso (a)⇒ (b). Sean v1, v2 ∈ V dos nodos cualesquiera. Supongamos
que no existen dos caminos independiates p1, p2 ⊆ G con extremos v1 y
v2. Entonces, necesariamente, G tiene al menos un punto de articulación
w ∈ V , i.e. G \ w es desconexo. Esto contradice la 2-nodo-conexidad de
de G.
Caso (b)⇒ (c). Sean e1, e2 ∈ E dos aristas cualesquiera. Sea e1 = (x, y)
y e2 = (z, w). Sin perder generalidad supondremos x, y, z, w distintos. Por
hipótesis sabemos que existe un ciclo C1 conteniendo x y z y otro ciclo C2

conteniendo y y w. El ciclo C1 esta formado por dos caminos
independientes p1 y p2 con extremos x y z, asimismo C2 esta formado por
dos caminos independientes q1 y q2 con extremos y y w. Analizemos los
siguientes casos:
Sub-Caso b.1. e1, e2 6∈ C1, e1, e2 6∈ C2. Claramente C = e1p1e2q1 es un
ciclo conteniendo e1 y e2.
Sub-Caso b.2. e1 ∈ p2, e1 6∈ C2 e2 6∈ C1, e2 6∈ C2. Claramente
C = e1p1e2q1 es un ciclo conteniendo e1 y e2.
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Sub-Caso b.3. e1 ∈ p2, e1 6∈ C2 e2 6∈ C1, e2 ∈ q1. Claramente
C = e1p1e2q2 es un ciclo conteniendo e1 y e2.
El resto de los casos son simétricos.
Caso (c)⇒ (d). Sea e = (x, y) ∈ E y v ∈ V una arista y un nodo de G.
Como G es conexo existe un nodo w adyacente a v en G. Considerando
las aristas e y (v, w), sabemos por hipótesis que existe un ciclo C que
contiene ambas aristas y por lo tanto contiene a la arista e y al nodo v.
Caso (d)⇒ (a). Supongamos que G no es 2-nodo-conexo, entonces
existe v ∈ V tal que G \ v es desconexo. Sean C1 y C2 dos componentes
conexas resultantes de eliminar v en G. Sea u un nodo de C1 adyacente a
v en G y sea w un nodo cualquiera de C2. Por hipótesis, en G existe un
ciclo conteniendo la arista (v, u) y al nodo w con lo cuál u y w estaŕıan
conectados en G \ v. Esto contradice que C1 y C2 sean componentes
disjuntas de G \ v.

QED
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Conectividad.

Lema 3: Sea G = (V,E) un grafo 2-nodo-conexo (resp.
2-arista-conexo) con G′ = (V ′, E′) un subgrafo de G inducido por V ′.
Entonces reemplanzando E′ en G por cualquier conjunto de aristas E′′

definidas sobre V ′, donde G′′ = (V ′, E′′) es 2-nodo-conexo (resp.
2-arista-conexo), resulta en un grafo G∗ = (V, (E \ E′) ∪ E′′) el cual es
2-nodo-conexo (resp. 2-arista-conexo).

Dem. Supongamos que G∗ no es 2-nodo-conexo y sea v un punto de
articulación. Como G es 2-nodo-conexo, cada componente conexa de
G∗(V \ v) debe contener un nodo de V ′. Como G′′ es 2-nodo-conexo,
podemos encontrar un camino en G∗ el cual evita v entre estos nodos en
cualquiera dos de estas componentes. Esto contradice que v sea un punto
de articulación.

QED
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Conectividad.

⇒ El lema anterior es muy
utilizado en diferentes
algoritmos aproximados
que diseñan redes
2-conexas; en particular
para encontrar nuevas
soluciones factibles a
partir de una gran
variedad de cambios que
preservan la 2-conexidad.

Sea G = (V,E) el siguiente grafo;
queremos encontrar un subgrafo

2-nodo-conexo minimal que cubra V .

G'=(V',E')
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Conectividad.

G'=(V',E')

(a) G′ será sustituido por un subgrafo 2-nodo-conexo.

G'=(V',E')

(b) G′ será sustituido por un subgrafo 2-nodo-conexo.

Figure 8: Sustitución de subgrafos inducidos por sugrafos 2-nodo-conexos.
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Conectividad.

⇒ Como resultado de la
sustitución en G de
subgrafos inducidos por
subgrafos 2-nodo-conexos
minimales obtenemos la
siguiente topoloǵıa
2-nodo-conexa:

Sugrafo de aristas
eliminadas
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Conectividad.

⇒ Eliminando dos aristas
redundantes obtenemos:
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Conectividad.

Proposición 2: Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) dos grafos
2-nodo-conexos con V1 ∩ V2 = ∅. Sean v1, v2 ∈ V1 y v3, v4 ∈ V2.
Entonces el grafo G = (V1 ∪ V2, E1 ∪E2 ∪ {(v1, v3), (v2, v4)}) es también
es 2-nodo-conexo.

Dem. Veremos que G no tiene punto de articulación. Sea v un nodo de V1.
Entonces si removemos v de G, todav́ıa hay un camino entre cualquier par
de nodos de V1 puesto que G1 es 2-nodo-conexo. Si tomamos dos nodos
de V2 existe un camino entre ellos que está completamente contenido en
G2. El otro caso es cuando tenemos un nodo u ∈ V1 y un nodo w ∈ V2.
Supungamos que v 6= v1, v3. Entonces hay un camino p1 desde u a v1 que
no atraviesa v y un camino p2 desde v3 a w. Entonces el camino
p1 − (v1, v3)− p2 conecta u y w. Si v = v1 o v = v3, usamos v2 y v4.

QED
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Conectividad.

⇒ El resultado anterior nos
permite interconectar
componentes
2-nodo-conexas (que
modelan el kernel de
diferentes redes) de forma
que la red resultante
también sea 2-nodo-conexa.

G1 G2

G3 G4

v1 v3

v2 v4

G1=(V1,E1) G2=(V2,E2)
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Conectividad.

Proposición 3: Sea G = (V,E) un grafo 2-nodo-conexo con
n = |V | > 2. Supongamos que cada nodo vi ∈ V es reemplazado por un
grafo 2-nodo-conexo Gi = (Vi, Ei). Supongamos que cada arista
e = (u,w) ∈ E es reemplazada por una arista e′ desde u′ ∈ Gu a
w′ ∈ Gw. Entonces si cualesquiera dos de estas aristas no tienen un
nodo en común, el grafo H = (

⋃
i Vi,

⋃
iEi ∪ E′) es 2-nodo-conexo.

Dem. La demostración se centra en ver que en H no existen puntos de
articulación. Claramente ningún nodo que no sea extremo de una arista de
E′ puede ser punto de articulación. Por otro lado, tampoco los nodos
extremos de las aristas de reemplazo de E′ pueden ser puntos de
articulación puesto que cada Gi tiene al menos 2 nodos que son extremos
de aristas de E′. Esto concluye la demostración.

QED
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Conectividad.

⇒ El resultado previo
permite modelar una red
2-nodo-conexa en dos
niveles; un nivel de
interconexión entre
sub-redes (con estructura
topoloǵıca 2-nodo-conexa)
y las sub-redes propiamente
dichas que también son
2-nodo-conexas.

G=(V,E)
v1

v3

v2

G1=(V1,E1)
G2=(V2,E2)

G3=(V3,E3)
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Conectividad.

Proposición 4: Sea G = (V,E) un grafo 2-nodo-conexo que no es un
triangulo. Sea e ∈ E una arista cualquiera. Entonces G \ e es
2-nodo-conexo o bien G/e es 2-nodo-conexo.

Dem. Sea e = (x, y) ∈ E una arista cualquiera con extremos x, y ∈ V .
Si G \ e es 2-nodo-conexo entonces no hay nada que demostrar.
Veamos ahora el caso en que G \ e no es 2-nodo-conexo. Sea
e′ = (u, z) ∈ E con e′ 6= e y v ∈ V un nodo cualquiera. Por Lema de
Berge, existe en G un ciclo C que contiene a e′ y a v. Si e 6∈ C entonces el
ciclo C también esta en G/e. Si e ∈ C analizaremos los siguentes casos:
Caso A: C no es un triángulo. En este caso claramente existe en G/e un
ciclo que contiene al nodo v (o vxy en caso que v ∈ {x, y}) y a la arista e′.
Caso B: C es un triangulo. Supongamos que z = y y v = x, osea
C = (u, x)− (x, y)− (y, u). Como G no es un triángulo exite k ∈ V ,
k 6= x, y adyacente a u en G. Por Lema de Berge, dado que G es
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2-nodo-conexo existe en G un ciclo que contiene a las aristas (u, k) y
(x, y), con lo cuál existe un ciclo en G/e que contiene a la arista (u, k) y
al nodo contráıdo vxy.
Hemos probado que dada cualquier arista de G/e y cualquier nodo de G/e
existe un ciclo en G/e que los contiene, entonces por Lema de Berge G/e
es 2-nodo-conexo.

QED
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Conectividad.

x

y
e

G=(V,E)

(a) Grafo G 2-nodo-conexo minimal.

x

y

G\e

puntos de
articulación

arista
puente

(b) Grafo G \ e 1-nodo-conexo.

Figure 9: La red G \ e no es 2-nodo-conexa pues G es 2-conexa minimal.
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Conectividad.

⇒ Si el grafo G es
2-nodo-conexo minimal el
grafo G \ e pierde la
2-conexidad y G/e es
2-nodo-conexo minimal.

G/e

vxy
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Conectividad.

G=(V,E)

e

x

y

(a) G es 2-nodo-conexo no

minimal.

x

y

G\e

(b) G \ e es 2-nodo-conexo

minimal.

G/e

punto de
articulación

(c) G/e es 1-nodo-conexo.

Figure 10: Ejemplo donde G es 2-nodo-conexo no minimal.
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Conectividad.

Lema 4: Si G es 3-nodo-conexo y |G| > 4, entonces G tiene una arista
e tal que G/e es también 3-nodo-conexo.

Dem. Supongamos que no hay ninguna arista e de G en estas condiciones.
Entonces, para cada arista (x, y) ∈ G el grafo G/(x, y) contiene un
conjunto separador S con a lo sumo 2 nodos. Dado que k(G) ≥ 3, el nodo
contráıdo vxy de G/(x, y) se haya en S y |S| = 2, i.e. G tiene un nodo
z 6∈ {x, y} tal que {vxy, z} es un conjunto separador en G/(x, y).
Entonces, dos nodos cualesquiera separados por {vxy, z} en G/(x, y) están
separados en G por el conjunto T = {x, y, z}. Dado que ningún
subconjunto propio de T es separador en G, cada nodo en T tiene un
vecino en cada componente C de G \ T .
Elegimos la arista (x, y), el nodo z y la componente C tal que |C| es
ḿınimo, y escogemos un vecino v de z en C. Por asumción, G/(z, v)
también no es 3-nodo-conexo, de este modo nuevamente hay un nodo w
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tal que {z, v, w} es un conjunto separador de G, y como antes cada nodo
en {z, v, w} tiene un vecino en cada componente de G \ {z, v, w}.
Como x e y son adyacentes, G \ {z, v, w} tiene una componente D tal que
D ∩ {x, y} = ∅. Entonces cada vecino de v en D yace en C (puesto que
v ∈ C), aśı D ∩ C 6= ∅ y por lo tanto D ⊂ C por la elección de D. Esto
contradice la elección de (x, y), z y C.

QED
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Conectividad.

G=(V,E)

e

x

y

(a) G es 3-nodo-conexo minimal.

G/e

vxy

(b) G/e es 3-nodo-conexo minimal.

Figure 11: Ejemplo donde G es 3-nodo-conexo y G/e es 3-nodo-conexo.
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Conectividad.

Teorema 5 (Tutte 1961): Un grafo G es 3-nodo-conexo sii existe una
secuencia de grafos G0, G1, . . . , Gn con las siguientes propiedades:

i) G0 = K4 y Gn = G;

ii) Gi+1 tiene una arista (x, y) con d(x), d(y) ≥ 3 y Gi = Gi+1/(x, y),
para cada i < n.

Dem. (⇒) Si G es 3-nodo-conexo, por Lema 4, existe una secuencia como
la del Teorema. Notar que todos los grafos de la secuencia son
3-nodo-conexos.
(⇐) Inversamente, sea G0, . . . , Gn una secuencia de grafos en las
condiciones (i) y (ii) del teorema, veremos que si Gi = Gi+1/(x, y) es
3-nodo-conexo entonces Gi+1 también lo es, para todo i < n.
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Supongamos que Gi+1 no es 3-nodo-conexo; sea S un conjunto separador
de a lo sumo 2 nodos en Gi+1 y sean C1 y C2 dos componentes de
Gi+1 \ S. Como x e y son adyacentes, podemos asumir que
{x, y} ∩ V (C1) = ∅. Analicemos los siguientes casos:
Caso A: x, y ∈ C2. Aśı, el nodo contráıdo vxy estaŕıa separado de C1 en
Gi por a lo sumo dos nodos. Esto contradice la 3-conexidad de Gi.
Caso B: x, y 6∈ C2, existe v ∈ C2 con v 6= x, y. En este caso el nodo v
estaŕıa separado de C1 en Gi por a lo sumo dos nodos. Esto contradice la
3-conexidad de Gi.
Caso C: x ∈ C2, y 6∈ C2. Como d(x) ≥ 3 en Gi+1, existe w ∈ V ,
w 6= x, y, adyacente a x en Gi tal que w 6∈ S. Necesariamente w ∈ C2.
Entonces w estaŕıa separado de C1 en Gi por a lo sumo 2 nodos. Esto
contradice la 3-conexidad de Gi.
De (A), (B), y (C) tenemos que Gi+1 es 3-nodo-conexo.

QED
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Conectividad.

G3

x

y

G2x

y

G1
x

G0=K 4

y

G4

x
y

Teorema de Tutte aplicado al grafo de Figura 11.
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Conectividad.

Proposición 4: Sea G = (V,E) un grafo 3-arista-conexo que además
es cúbico, i.e. d(v) = 3, ∀v ∈ V , entonces G es 3-nodo-conexo.

Dem. Supongamos que G no es 3-nodo-conexo. Entonces existen dos
nodos u, v ∈ V tal que en G no hay 3 caminos nodo-disjuntos
conectándolos. Dado que G es 3-arista-conexo existen tres caminos
arista-disjuntos p1, p2, p3 ⊆ G comunicando u y v en G. Éstos no pueden
ser independientes, por lo tanto al menos dos de ellos comparten algún
nodo. Sin perder generalidad supongamos que existe w ∈ p1 ∩ p2. Pero
entonces d(w) ≥ 4, lo cuál contradice la hipótesis que G es cúbico.

QED
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Conectividad.

Proposición 5: Sea G = (V,E) un grafo 3-nodo-conexo y (x, y) ∈ E
una arista de G. Entonces el grafo G/(x, y) es 3-nodo-conexo sii
G \ {x, y} es 2-nodo-conexo.

Dem. (⇒). Sabemos que G y G/(x, y) son 3-nodo-conexos. Sea vxy el
nodo contraido de G/(x, y). Denotemos los grafos H = (G/(x, y)) \ {vxy}
y Ĝ = G \ {x, y}. Es fácil ver que:
i) V (H) = V (Ĝ) puesto que la arista (x, y) se corresponde al nodo vxy en
G/(x, y) y los demás nodos no cambian.
ii) E(H) = E(Ĝ) puesto que las aristas de G que faltan en H son
aquellas que tienen como uno de sus extremos a x o y.
De (I) y (II) tenemos que H = Ĝ. Por otro lado, como G/(x, y) es
3-nodo-conexo, tenemos que H es 2-nodo-conexo y por lo tanto Ĝ es
2-nodo-conexo como queŕıamos probar.
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(⇐). Sabemos que G es 3-nodo-conexo y G \ {x, y} es 2-nodo-conexo.
Sean i, j ∈ V \ {x, y} dos nodos cualesquiera. Si para toda terna de
caminos nodo-disjuntos que comunican i con j en G uno de ellos contiene
a x y otro a y entonces claramente G \ {x, y} no seŕıa 2-nodo-conexo. Por
ende, existen al menos dos caminos nodo-disjuntos en G que no contienen
ni a x ni a y y comunican i con j. Sean p1, p2, p3 ⊆ G tres caminos
nodo-disjuntos con extremos i y j tal que x, y 6∈ p1, p2. Tenemos que:
Caso A). Si x, y 6∈ p3 entonces p1, p2, p3 ⊂ G/(x, y).
Caso B). Si x y/o y está en p3 entonces existe en G/(x, y) un camino p̂
nodo-disjunto con p1 y p2 conteniendo al nodo contráıdo vxy.
De (A) y (B) tenemos que i y j son localmente 3-nodo-conexos en
G/(x, y) probando aśı la 3-nodo-conectividad de G/(x, y).

QED

62



Conectividad.

⇒ Uno de los resultados fundamentales en la Teoŕıa de
Conectividad en Grafos es el resultado conocido como
Teorema de Menger, el cual establece una relación directa
entre conjuntos separadores de cardinalidad ḿınima y la
cantidad máxima de caminos disjuntos entre dos conjuntos
de nodos predeterminados. Puntualmente:

Teorema 6 (Menger 1927): Sea G = (V,E) un grafo y A,B ⊆ V .
Entonces el mı́nimo número de nodos separando A de B en G es igual
al máximo número de caminos disjuntos de A a B en G.

Para determinar la cantidad máxima de caminos nodo-disjuntos que
conectan dos conjuntos de nodos de un grafo mediante un algoritmo de
orden polinomial se determina el conjunto separador de cardinalidad
ḿınima entre dichos conjuntos.
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Conectividad.

A

B

Conjunto
Separador
Minimal

(a) Grafo G y conjunto separador minimal.

A

B

A

B

(b) Tres caminos nodo-disjuntos entre A y B.

Figure 12: Ejemplo del Teorema de Menger.
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Conectividad.

Corolario 2: Sean u y v dos nodos de G = (V,E). Entonces:

i) Si (u, v) 6∈ E entonces el mı́nimo número de nodos (6= u, v)
separando u de v en G es igual al máximo número de caminos
independientes entre u y v en G.

ii) El mı́nimo número de aristas separando u de v en G es igual al
máximo número de caminos arista disjuntos entre u y v en G.

⇒ En problemas de diseńo de redes topologicamente
robustas es de especial interés poder determinar en forma
eficiente la cantidad de caminos nodo-disjuntos entre pares
de nodos a efectos de chequear la factibilidad de la red
diseñada.
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Conectividad.

• Dado el siguiente grafo,
queremos determinar la
cantidad de caminos
nodo-disjuntos y
arista-disjuntos entre los
nodos u y v.

u v
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Conectividad.

u
v

(a) u y v localmente 4-nodo-conexos.

u v

(b) u y v localmente 4-arista-conexos.

Figure 13: Caminos nodo-disjuntos y arista-disjuntos entre u y v.

⇒ Todo conjunto de nodos separador de u y v en G tiene al
menos 4 nodos, mientras que todo conjunto de aristas
separador de u y v en G tiene al menos 5 aristas.
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Conectividad.

Teorema 7 (Versión global de Teorema de Menger):

i) Un grafo es k-nodo-conexo sii contiene k caminos independientes
entre cualquier par de nodos.

ii) Un grafo es k-arista-conexo sii contiene k caminos arista-disjuntos
entre cualquier par de nodos.

Dem. (i) Si un grafo G contiene k caminos independientes entre
cualquiera par de nodos, entonces |G| > k y G no puede separado por
menos de k nodos; aśı G es k-nodo-conexo.
(ii) Inversamente, supongamos que G es k-nodo-conexo (y en particular
que tiene más de k nodos) pero contiene nodos a y b no comunicados por
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k caminos independientes. Por Corolario 2 parte (i), a y b son adyacentes;
sea G′ = G\(a, b). Entonces G′ contiene a lo sumo k − 2 caminos
independientes comunicando a y b. Por punto (i) del Corolario 2, podemos
separar a y b en G′ por un conjunto X de a lo sumo k − 2 nodos. Como
|G| > k, hay al menos un nodo adicional v 6∈ X ∪ {a, b} en G. Ahora X
separa v en G′ o bien de a o de b. Supongamos que X separa v de a.
Pero entonces X ∪ {b} es un conjunto de a lo sumo k− 1 nodos separando
v de a en G, contradiciendo la k-nodo-conectividad de G.
(ii) se demuestra directamente del Corolario 2 parte (ii).

QED
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Conectividad.

(a) Grafo G. (b) Subgrafo H ⊂ G tal que k(H) = λ(H) = 3.

Figure 14: Grafo que satisface k(G) = λ(G) = 3.

⇒ En este caso el gap de conectividad es cero (k(G)− λ(G) = 0). Sin

embargo existen topologias que son muy robustas ante fallas en links

pero que una simple falla en cierto nodo puede dejar completemente

desconexas dos grandes componentes de la red.
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Conectividad.

• Una falla en el nodo v
dejaŕıa como resultado dos
componentes conexas
incomunicadas, i.e. k(G) = 1.
Sin embargo el grafo G
puede resistir hasta 2
fallas simultaneas en
cualesquiera 2 links de la
red, i.e. λ(G)=3.

punto de 
articulaciónvNodo
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Conectividad.

¿Como podemos determinar en forma eficiente en la práctica la cantidad
de caminos arista-disjuntos y nodo-disjuntos entre dos conjuntos de nodos
dados?.
En general se utiliza el teorema de Ford-Fulkerson y generalizaciones para
determinar cortes y conjuntos de nodos separadores entre subset de nodos
pre-establecidos. Su enunciado en el contexto de redes de flujo es el
siguiente:

Teorema 8 (Ford-Fulkerson 1956): Dada una red de flujos, el valor del
flujo máximo total es igual a la capacidad del corte mı́nimo.

⇒ En particular cuando todas las capacidades de la red
son iguales a 1 el valor del corte ḿınimo nos da la
cantidad de caminos arista-disjuntos entre el nodo fuente y
el nodo destino.
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Conectividad.

• Dada la siguiente red de flujos,

se pretende determinar la

cantidad de caminos

arista-disjuntos entre los nodos

A y Z; para ello aplicamos el

Algoritmo de Ford-Fulkerson

con capacidades iguales a 1.

A

Z

1,0

1,0

1,0 1,0

1,0

1,0

1,0

1,0
1,0 1,0

1,0
1,0 1,0

1,0

1,0

1,0
1,0 1,0

1,0

1,0
1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0
1,0

1,0

1,0

1,0

B C

D EF

G H

I J

K

L

M
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Conectividad.

A Z

1,0 1,0

1,0

1,0

1,0
1,0 1,0

1,0

1,0
1,0

1,0

1,0
1,0

1,0

1,0

1,01,0
1,0

B C

D EF

G H

I J

K

L

M

1,1

1,1

1,1

1,1

1,1

1,1 1,1
1,1

1,1

1,1

1,1

1,1

1,1

(A+,1)

(I+,1)

(I+,1)

(G+,1)

(J+,1)

(F+,1) (F+,1)

(G+,1)

(H+,1)

(H+,1)

(E+,1)

(H+,1)

Corte A-Z 

Flujo
Máximo=3

Corte A-Z={(K,Z),(L,Z),(M,Z)}

Figure 15: Resultado del Algoritmo de Ford-Fulkerson.
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Conectividad.

Proposición 6: Si G1 y G2 son subgrafos k-nodo-conexos de un grafo
G = (V,E) y además tienen al menos k nodos en común, entonces
G1 ∪G2 es también un subgrafo k-nodo-conexo.

Dem. Si W ⊂ V (G1) ∪ V (G2) tiene a lo sumo k − 1 nodos, entonces hay
un nodo x en (V (G1) ∩ V (G2)) \W . Por lo tanto, los subgrafos conexos
G1 \W y G2 \W de G tienen al menos un nodo en común, a saber x, aśı
(G1 ∪G2) \W = (G1 \W ) ∪ (G2 \W ) es conexo.

QED

⇒ El siguiente es un ejemplo ilustrativo de este resultado
donde G1 y G2 son subgrafos 2-nodo-conexos.
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Conectividad.

Grafo G

subgrafo G1
subgrafo G2

subgrafo G1+G2 
es 2-nodo-conexo

nodos en común

Figure 16: Unión de dos subgrafos 2-nodo-conexos.
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Conectividad.

Proposición 7: Sea G = (V,E) un grafo k-nodo-conexo con k ≥ 2.
Entonces cualquier conjunto de k nodos de G se hayan en un ciclo
común.

Dem. Demostraremos esta propiedad por inducción en k.
Paso Base: k = 2. Sea W = {w, v} ⊂ V un conjunto con dos nodos
cualesquiera de G. Como G es 2-nodo-conexo por teorema de Menger
existen dos caminos nodo-disjuntos comunicando w y v en G, i.e. existe
un ciclo que los contiene.
Paso Inductivo: k > 2. Como hipótesis inductiva tenemos que la
propiedad se cumple para todo grafo h-nodo-conexo, con h < k.
Sea W ⊆ V un conjunto de k nodos de G. Sea v ∈W un nodo
cualquiera. Definimos Ŵ = W \ v y el grafo auxiliar Ĝ = G \ v el cual
contiene los nodos de Ŵ . Claramente Ĝ es (k − 1)-nodo-conexo.
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Como |Ŵ | = k − 1 ≥ 2, por hipótesis inductiva existe en Ĝ un ciclo Ĉ que
contiene los nodos de Ŵ . Sea p ⊂ G un camino que conecta v con Ĉ en
G tal que p ∩ Ĉ = {w}, i.e. w ∈ Ĉ es el nodo extremo de p en Ĉ. Sea
u ∈ Ĉ un nodo adyacente a w en Ĉ (la arista (u,w) ∈ Ĉ). Definimos
ahora W̄ = W \ {u,w}. Sea el grafo Ḡ = G \ W̄ . Dado que |W̄ | = k − 3
es fácil ver que Ḡ es 2-nodo-conexo y además contiene a la arista (u,w) y
al nodo v. Por Lema de Berge existe en Ḡ un ciclo C̄ que contiene a la
arista (u,w) y al nodo v. Definamos ahora el ciclo: C = (Ĉ \ (u,w)) ∪ C̄.
Este ciclo está en G y contiene a los nodos de W como queriamos probar.

QED

78



Conectividad.

Proposición 8: Sea G = (V,E) un grafo k-nodo-conexo con k ≥ 2 y
|V | ≥ 2k. Entonces en G existe un ciclo de longitud al menos 2k.

Dem. Demostraremos esta propiedad por inducción en k.
Paso Base: k = 2 y |V | ≥ 4. Como G tiene al menos cuatro nodos y es
conexo existen entonces dos aristas e1 = (v1, v2) y e2 = (v3, v4) sin nodos
en común. Dado que G es 2-nodo-conexo, por Lema de Berge, existe un
ciclo C ⊆ G que contiene las aristas e1 y e2. Es fácil ver que l(C) ≥ 4
puesto que C necesariamente tiene al menos 4 aristas.
Paso Inductivo: k > 2 y |V | ≥ 2k. Sea v ∈ V un nodo cualquiera de
G. Definimos el grafo G′ = G \ v y sea V ′ su conjunto de nodos. El grafo
G′ es (k − 1)-nodo-conexo y además:

|V ′| = |V | − 1 ≥ 2k − 1 > 2k − 2 = 2(k − 1),
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entonces por hipótesis inductiva existe en G′ un ciclo C ′ de longitud al
menos 2k − 2. Si l(C ′) ≥ 2k no hay nada que probar. Sino:
Caso l(C ′) = 2k − 1. Sea W = {v1, . . . , vk} un conjunto de k nodos
cualesquiera de C ′. Como G es k-nodo-conexo existen k caminos
independientes desde v hacia los nodos de W . Sea W ′ = {w1, . . . , wk} los
“primeros nodos” intersección de C ′ con estos caminos independientes y
sean {p1, . . . , pk} sus sub-caminos hacia W ′. Necesariamente existen dos
nodos wi, wj ∈W ′ que son adyacentes en C ′. Consideremos ahora el ciclo:
C = (C ′ \ {(wi, wj)}) ∪ pi ∪ pj. Entonces:

l(C) = l(C ′)− 1 + l(pi) + l(pj) = 2k − 1− 1 + l(pi) + l(pj) ≥ 2k.

Caso l(C ′) = 2k − 2. Es similar al caso anterior, pero considerando la
existencia de otro nodo u 6∈W , u 6= v y procediendo de igual manera
considerando caminos independientes desde u y v hacia C ′.

QED
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Conectividad.

• La versión “arista” del Teorema de Menger nos determina condiciones
para la existencia de k caminos arista-disjuntos entre pares de nodos.

• En ciertos contextos es útil tener más que k-arista-conectividad. Por
ejemplo, k-árboles de cubrimiento aristas disjuntos.
¿Cuándo existen tales árboles?.

• Claramente si G tiene k-árboles de cubrimiento arista-disjuntos
entonces G es k-arista-conexo. El rećıproco no es cierto.

• Considerando una partición de V (G) en r conjuntos, cada árbol de
cubrimiento de G tiene al menos r − 1 “aristas de cruce” (cross-edges),
i.e. aristas cuyos extremos se hayan en diferentes conjuntos de la
partición.
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Conectividad.

Propiedad 1: Si un grafo G = (V,E) tiene k-árboles de cubrimiento
arista-disjuntos y particionamos a V en r conjuntos, entonces G tiene
al menos k(r − 1) aristas de cruce.

Dem. Cada árbol de cubrimiento tiene al menos (r − 1) aristas de cruce.
Dado que existen k arboles de cubrimiento que no comparten ninguna
arista entre śı, tenemos entonces k(r − 1) aristas de cruce.

QED

⇒ Esta condición necesaria también es suficiente para la
existencia de k-árboles de cubrimiento arista-disjuntos.
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Conectividad.

Teorema 9 (Tutte-Nash-Williams
1961): Un multigrafo contiene k
árboles de cubrimiento
arista-disjuntos sii para cualquier
partición P de su conjunto de
nodos hay al menos k · (|P | − 1)
“aristas de cruce”.

⇒ Grafo 3-arista-conexo que
posee 3 árboles de
cubrimiento arista-disjuntos.

Grafo G
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Conectividad.

árbol de
cubrimiento T1

árbol de
cubrimiento T2

árbol de
cubrimiento T3

Figure 17: Tres árboles de cubrimiento arista-disjuntos de G.

Nota: En este caso se satisface además que T1 ∪ T2 ∪ T3 = G.
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Conectividad.

En el siguiente ejemplo el
grafo G = (V,E) (con
V = V1 ∪ V2 ∪ V3) satisface que
G(V1 ∪ V2) y G(V2 ∪ V3) son
bipartitos y E(V1, V3) = ∅.
En estas condiciones, es fácil
probar que para toda
partición P de V se tiene al
menos δ(G) = 4 aristas de
cruce.

¿Cuantos árboles de
cubrimiento arista-disjuntos
tiene G?.

Grafo G

V1

V2

V3
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Conectividad.

Corolario 3: Un multigrafo G = (V,E) que sea 2k-arista-conexo tiene k
árboles de cubrimiento arista-disjuntos.

Dem. Cada conjunto en una partición P de V esta conectada a otros
conjuntos de la partición por al menos 2k aristas. Por lo tanto, para
cualquier partición en r conjuntos, G tiene al menos 1

2

∑r
i=1 2k = kr

aristas de cruce. Como kr > k(r − 1) entonces por Teorema 9, G tiene k
árboles de cubrimiento arista-disjuntos.

QED

Este Corolario nos da una condición suficiente de existencia de k

árboles de cubrimiento arista-disjuntos en un grafo G. Notemos que

los requerimientos de arista-conectividad “son elevados”, aśı por

ejemplo, si k = 2 deberiamos chequear la 4-arista-conexidad de G para

asegurar la existencia de 2 árboles de cubrimiento arista-disjuntos.
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Conectividad.

⇒ El siguiente grafo
G = (V,E) es
4-arista-conexo y por el
Corolario anterior se
asegura la existencia de 2
árboles de cubrimiento
arista-disjuntos.

Sin embargo, por inspección,
podemos ver que existen 3
árboles de cubrimiento
arista-disjuntos.

Grafo G
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Conectividad.

árbol de
cubrimiento T1

árbol de
cubrimiento T2

árbol de
cubrimiento T3

Figure 18: Tres árboles de cubrimiento arista-disjuntos de G.

Se satisface además que T1 ∪ T2 ∪ T3 = G.
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Conectividad.

Definición: Un grafo G con al menos 2k nodos es k − linked si para
cualquier conjunto de 2k nodos s1, . . . , sk, t1, . . . , tk G contiene k
caminos disjuntos p1, . . . , pk con pi = si . . . ti para todo i.

Observaciones:

• A diferencia que en el teorema de Menger (donde se pide k caminos
disjuntos entre dos conjuntos de nodos) en el caso de un grafo
k− linked cada uno de estos caminos une un par espećıfico de nodos
extremo.
• Si un grafo G es k − linked entonces es k-nodo-conexo. El rećıproco

no es cierto. La propiedad de ser k − linked es en general mucho
mas fuerte que la k-conectividad.
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Conectividad.

¿Como se relacionan la k-conectividad y la propiedad de
ser k − linked?

Algunos resultados al respecto son los siguientes:

Teorema 10 (Jung-Larman-Mani 1970): Para todo k ∈ N existe una
función f : N→ N tal que cada grafo f(k)-nodo-conexo es k − linked.

Teorema 11 (Bollobás-Thomason 1996): Un grafo 22k-nodo-conexo
es k − linked.

Teorema 12 (Thomas-Wollan 2005): Sea G un grafo y k ∈ N. Si G es
2k-nodo-conexo y ε(G) ≥ 8k entonces G es k − linked.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Nos centraremos solamente en aspectos topológicos, tipicamente vemos
la red como un conjunto de centrales (nodos) y links de fibra óptica
interconectándolos.

• Sobrevivencia (Survivability) en este contexto se refiere a la existencia
entre cualquier par de nodos de un número preestablecido de caminos
que no tienen ningún nodo o link en común.

• Los costos considerados son costos asociados con la topoloǵıa de la red
como ser el tendido de lineas y la puesta en estado operacional de la
fibra óptica.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Los modelos que tienen en cuenta el tráfico en la red claramente están
más cercanos a la realidad, sin embargo, en general, éstos son más
complejos y tecnológicamente dependientes.

• En la práctica las redes de alto porte se planifican en dos fases:

I) primeramente el diseño de la estructura topológica
II) y en una seguna fase de optimización se considera la matriz de tráfico

y los costos de ruteo.

⇒ Abordaremos el problema (I) con énfasis en modelos de
sobrevivencia (survivable models) “altamente confiables”.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Situándonos en el contexto de redes telefónicas, los nodos a conectar se
pueden clasificar en tres clases según su importancia:

• Nodos especiales, para los cuales se requiere un “alto” nivel de
sobrevivencia en la red a ser contruida.

• Nodos ordinarios, los cuales se requiere que simplemente estén
conectados a la red.

• Nodos opcionales, los cuales pueden formar parte o no de la red a
diseñar.

⇒ El costo de cada posible link a instalar tiene asociado el costo de colocación de la
fibra óptica y su puesta en servicio operativo. T́ıpicamente el dragado para el tendido
de lineas es lo que insume mayor costo durante la construcción de la red.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Informalmente, el problema de diseño de redes de gran talla de alta
velocidad consiste en seleccionar los links donde ubicar los cables de fibra
óptica de modo que la suma de los costos de instalación sea minimizada y
ciertos requerimientos de sobrevivencia sean asegurados, como por ejemplo:

• la destrucción de un simple link no desconecte dos nodos especiales o

• la destrucción de un simple nodo no desconecte dos nodos especiales.

Esto es equivalente a requerir que entre dos nodos especiales haya:

• al menos dos caminos arista-disjuntos, o

• al menos dos caminos nodo-disjuntos.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Hasta mediados de la década de los ’80 las grandes compañ́ıas
telefónicas estaban satisfechas con bajos requerimientos de conectividad
soportando fallas en un simple nodo o link de la red.

• Desde fines de la década de los ’80 se han investigado e instalado
modelos de red con niveles de sobrevivencia más generales, los cuales
también toman en consideración altos requerimientos de conectividad.

• Por ejemplo, el software distribúıdo por Bellcore (Laboratorios Bell -
1988): FIBER OPTIONS, Software for designing survivable optimal
fiber networks.

• La motivación del diseño de redes de uso militar altamente robustas,
e.g. el kernel de fibra óptica de acorazados y portaaviones.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Definición: El requerimiento de sobrevivencia o “importancia” de un nodo
es modelado por “tipos de nodos”. En particular, dado un grafo
G = (V,E), cada nodo s ∈ V tiene asociado un entero no-negativo rs
(el tipo de s), también denotado r(s).

Definición: Decimos que un subgrafo N = (V, F ) satisface las
condiciones de nodo-sobrevivencia (o requerimientos de
nodo-conectividad) si ∀s, t ∈ V , N contiene al menos
r(s, t) = min{rs, rt} caminos nodo-disjuntos entre s y t.

Definición: Decimos que un subgrafo N = (V, F ) satisface las
condiciones de arista-sobrevivencia (o requerimientos de
arista-conectividad) si ∀s, t ∈ V , N contiene al menos
r(s, t) = min{rs, rt} caminos arista-disjuntos entre s y t.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Las condiciones anteriores aseguran que la comunicación entre los nodos
s y t sobrevivirán a un nivel preestablecido de fallas en aristas (o nodos).

• Si todos los nodos son del mismo tipo k, el objetivo es encontrar una
subred k-nodo-conexa (resp. k-arista-conexa) que cubra V con costo
ḿınimo.

Definición: La arista-conectividad (resp. nodo-conectividad) de un grafo
G es el máximo valor de k para el cual éste es k-arista-conexo (resp.
nodo-conexo). Un grafo 1-arista-conexo es también 1-nodo-conexo.

⇒ Modelos 1-nodo-sobrevivibles (o 1-arista-sobrevivibles) son de poca

utilidad cuando se planifican sistemas cŕıticos de alto porte debido a

que una simple falla puede ser catastrófica para el sistema.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Es posible generalizar el modelo de sobrevivencia introducido
anteriormente, especificando niveles de sobrevivencia rij en forma
independiente para cada par de nodos i, j ∈ V . Es dećır, se dispone de
una matriz de enteros no-negativos R = {rij}i,j∈V estableciendo los
niveles de nodo-sobrevivencia (o arista-sobrevivencia) requeridos entre
pares de nodos de la red.

• Bell provee problemas de diseño de redes de fibra óptica basados en un
vector de tipo de nodos r = (ri)i∈V donde:

– “nodos especiales” son representados por nodos de tipo 2,
– “nodos ordinarios” son representados por nodos de tipo 1,
– “nodos opcionales” son representados por nodos de tipo 0.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• El siguiente problema
(denominado LATADL) es
un modelo de Laboratorios
Bell. Los nodos especiales
son indicados por nodos
cuadrados y los nodos
ordinarios por nodos
redondos.
No existen nodos
opcionales. Las lineas
representan los links
factibles de la red a
diseñar.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• La siguiente red es la
solución óptima del
problema LATADL. Ésta
consiste de un gran ciclo
conteniendo los nodos
especiales y una colección
de árboles conectando los
nodos ordinarios a la parte
2-nodo-conexa de la red.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Definición: Sea G = (V,E) un grafo y Z ⊂ V un conjunto de nodos,
diremos que Z es un conjunto de articulación si G \ Z tiene mas
componentes conexas que G.

Otra formulación alternativa del Teorema de Menger es la
siguiente:

Teorema 13 (Menger):
1) En un grafo G = (V,E) no hay ningún conjunto de corte de tamaño
k − 1 o menor desconectando dos nodos s y t sii existen al menos k
caminos arista-disjuntos entre s y t en G.
2) Sean s y t dos nodos no adyacentes de G. Entonces no hay ningún
conjunto de articulación de tamaño k − 1 o menor desconectando s y t
sii existen al menos k caminos nodo-disjuntos entre s y t en G.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Corolario 4 (Menger): En un grafo G = (V,E) no hay ningún conjunto
de nodos Z y ningún conjunto de aristas F de tamaños |Z|+ |F | ≤ k−1
con la propiedad que en (G \Z) \F dos nodos s y t están desconectados
sii existen al menos k caminos nodo-disjuntos entre s y t en G.

Dem. Si s y t no son adyacentes, aplicamos el Teorema de Menger parte 2.
Si s y t son adyacentes, eliminamos de G el conjunto F de aristas paralelas
entre s y t y aplicamos nuevamente el Teorema de Menger parte 2.

QED

⇒ En base al enunciado del Teorema de Menger y su
Corolario introduciremos las definiciones formales de
k-nodo-sobrevivencia y k-nodo-conectividad en grafos
donde se permiten aristas paralelas.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Definición (k-nodo-sobrevivencia): Un grafo G = (V,E) se dice
k-nodo-sobrevivible si entre cualquier par de nodos s y t existe entre
ellos al menos k caminos nodo-disjuntos, donde aristas paralelas entre s
y t son contadas como caminos nodo-disjuntos diferentes.
Equivalentemente (por Corolario 4), un grafo es k-nodo-sobrevivible si
no existen conjuntos S ⊆ V y F ⊆ E con |S|+ |F | ≤ k − 1, tal que en
G \ (S ∪ F ) dos nodos están desconectados.

Definición: una componente k-nodo-sobrevivible de un grafo es un
subgrafo que es k-nodo-sobrevivible y maximal respecto a esta
propiedad.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Definición (k-nodo-conectividad): Un grafo G = (V,E) se dice
k-nodo-conexo si entre cualquier par de nodos s y t existe entre ellos al
menos k caminos nodo-disjuntos, donde una o mas aristas paralelas
entre s y t son contadas como un único camino entre s y t.
Equivalentemente (por Teorema de Menger), un grafo es k-nodo-conexo
si tiene al menos k + 1 nodos y no existe un conjunto S ⊆ V con
|S| ≤ k − 1, tal que en G \ S dos nodos están desconectados.

Definición: una componente k-nodo-conexa de un grafo es un subgrafo
que es k-nodo-conexo y maximal respecto a esta propiedad.

⇒ La k-nodo-sobrevivencia y k-nodo-conectividad coinciden en grafos que no tienen
aristas paralelas. En general, la definición de k-nodo-sobrevivencia es de interés en
grafos pequeños permitiendo aristas paralelas para dar robustez al modelo.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Dado un grafo G = (V,E), una matriz de costos C = {cij}(i,j)∈E, y un
vector de tipo de nodos r = (ri)i∈V , donde hay al menos 2 nodos del tipo
k, definimos:

Problema kNCON: consiste en encontrar la sub-red de costo ḿınimo que
satisface las condiciones de nodo-sobrevivencia.

Problema kECON: consiste en encontrar la sub-red de costo ḿınimo que
satisface las condiciones de arista-sobrevivencia.

Cuando el mayor valor del tipo de nodo no es especificado, se les llama
NCON y ECON a estos problemas.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Antes de definir los problemas kNCON y kECON como problemas de
Programación Lineal Entera, introducimos la siguiente notación:

• r(W ) = max{rs|s ∈W} para todo W ⊆ V ,

• con(W ) = max{r(s, t)|s ∈W, t ∈ V \W} = min{r(W ), r(V \W )},
para todo W ⊆ V , ∅ 6= W 6= V . Además conG(W ) denota con(W )
respecto al grafo G.

• δ(W ) = {(i, j) ∈ E|i ∈W, j ∈ V \W} es el corte inducido por W .
Además δG(W ) denota δ(W ) respecto al grafo G.

• [W : W ′] = {(i, j) ∈ E|i ∈W, j ∈W ′}. Notar que:
δ(W ) = [W : V \W ].
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Dado el grafo G = (V,E) en las condiciones del kNCON, para cada arista
e ∈ E introducimos una variable xe ∈ R y consideramos un vector x
indexado por E definido en el espacio RE. Cada subconjunto F ⊆ E
induce un vector incidente XF = (XF

e )e∈E ∈ RE seteando

XF
e =

{
1, si e ∈ F ;
0, 0 sino.

Reciprocamente, cada 0/1-vector x ∈ RE induce el subconjunto de aristas
de E:

F x = {e ∈ E|xe = 1}.
Para cualquier subconjunto de aristas F ⊆ E, se define x(F ) =

∑
e∈F xe.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Modelo de Programación Lineal Entera asociado al problema kNCON:

min =
∑

(i,j)∈E

cijxij (1)

sujeto a:

x(δ(W )) ≥ con(W ), ∀ W ⊆ V, ∅ 6= W 6= V ; (2)

x(δG−Z(W )) ≥ conG−Z(W )− |Z| (3)

∀ Z ⊆ V, ∅ 6= Z 6= V y ∀W ⊆ V \ Z,

∅ 6= W 6= V \ Z con |Z| < conG−Z(W );

0 ≤ xij ≤ 1 ∀(i, j) ∈ E; (4)

xij entera ∀(i, j) ∈ E. (5)
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Cada solución factible x del problema anterior, define un subgrafo
N = (V, F x) de G que satisface todos los requerimientos de
conectividad para el kNCON.

• Eliminando la restricción (3) se obtiene un modelo de Programación
Lineal Entera para el problema kECON.

• En [1] se estudian en profundidad los problemas kNCON y kECON
mediante un enfoque poliedral y se analizan diferentes LP-relajaciones
con la ayuda de algoŕıtmos de corte de plano (cutting plane approach).

• Los problemas kNCON y kECON pertenecen a la clase de problemas
NP− hard.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Notación: Dado un grafo G = (V,E), una matriz de costos reales
no-negativos C = {cij}(i,j)∈E y un vector de enteros positivos
r = (ri)i∈V (o una matriz de enteros positivos r = {rij}i,j∈V ) notamos
por NCON(G; r) (resp. ECON(G; r)) al problema de encontrar un
subgrafo H ⊆ G de costo ḿınimo sastifaciendo los requerimientos de
nodo-sobrevivencia (resp. arista-sobrevivencia) especificados por el
vector de tipos r o matriz de requerimientos de conexión r.

• Dependiendo del contexto se indicará si r es un vector (vector de tipo
de nodos) o una matriz.

• El problema NCON(G; r) con r como matriz de requerimientos de
conexión fue introducido por Steiglitz, Weiner y Kleitman en 1969.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Otro modelo estrechamente relacionado con el NCON y el ECON es el
“Problema General de Steiner” (Generalized Steiner Problem - GSP)
introducido por Winter en 1987 y cuya formulación es la siguiente:

Definición (GSP-NC, GSP-EC): Dado un grafo simple G = (V,E), un
subconjunto de nodos T ⊆ V denominados terminales, una matriz de
costos reales no-negativos C = {cij}(i,j)∈E y una matriz de enteros
positivos R = {rij}i,j∈T ; el objetivo es encontrar un subgrafo H ⊆ G
de costo ḿınimo tal que ∀i, j ∈ T existan al menos rij caminos
nodo-disjuntos (resp. arista-disjuntos) comunicando i con j en H.

Un caso particular que ha sido muy estudiado es cuando rij = 1, ∀i, j ∈ T ,
conocido como “Problema del árbol de Steiner” (Steiner tree problem).
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Casos polinómicamente resolubles del NCON y ECON aparecen
cuando tenemos: costos uniformes, costos 0/1, tipo de nodos
restringido, y clases especiales de grafos.

• Para ciertos problemas kECON con costos restringidos, e.g.
satisfaciendo desigualdad triangular, se conocen cotas inferiores y
heuŕısticas con radio de performance garantido para el peór caso.

• Algoritmos que resuelven instancias de problemas ECON no
necesariamente resuelven la versión NCON del problema.
De hecho, existen casos de problemas ECON resolubles en forma
exacta polinomialmente, mientras que para la versión NCON del
ḿısmo, es un problema abierto la existencia de un algoritmo polinomial
que lo resuelva.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Chou y Frank introducen un algoritmo polinomial que resuelve en forma
exacta el problema ECON(G;R) con costos uniformes; a saber:

Problema: Dado requerimientos de arista-conectividad R = {rij}i,j∈V ,
encontrar un grafo satisfaciendo estos requerimientos con ḿınimo
número de aristas (con o sin aristas paralelas).

• El algoritmo de Chou-Frank reduce este problema a un problema con
vector de tipo de nodos mediante la asignación: ri := maxj∈V {rij}.

• Frank y Chou resuelven también este problema cuando no se permiten
aristas paralelas pero śı nodos extra en la construcción.

⇒ No se conocen algoritmos polinomiales para la versión
de nodo-conectividad del problema anterior.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Lema 4 (Boesch-Frank): Dado tipos de nodos ri ≥ 2 para un conjunto
de nodos V , el mı́nimo número de aristas de un grafo satisfaciendo los
requerimientos de arista-conectividad dados por r es:

⌈
1
2

∑
i∈V ri

⌉
; el

uso de aristas paralelas esta permitido en la construcción.

Dem. Si hay dos nodos con mayor valor de tipo de nodo, el algoritmo de
Chou-Frank produce una solución H donde cada nodo i tiene grado ri,
escepto por un posible nodo j de grado rj + 1. Dado que éstos son los
menores valores posibles para los grados de los nodos en H, tenemos:⌈

1
2

∑
i∈V

ri

⌉
≤ 1

2

∑
i∈V

dH(i) ≤

1
2

∑
i∈V \j

ri +
(rj + 1)

2

 .
QED
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

⇒ Stoer intruduce una modificación del algoritmo de
Chou-Frank en la cual se consideran nodos de tipo 1.

Consideremos ahora el problema NCON(G;R) con costos uniformes sin
aristas paralelas; a saber:

Problema: Dado requerimientos de nodo-conectividad R = {rij}i,j∈V ,
encontrar un grafo satisfaciendo estos requerimientos con ḿınimo
número de aristas (aristas paralelas no están permitidas).

• Este problema fue atacado en el caso de requerimientos de
nodo-conectividad uniformes, i.e. rij = k, ∀i, j ∈ V para algún k ≥ 2.
En este caso, Harary (1962) introdujo un algoritmo polinomial que lo
resuelve en forma exacta.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Lema 5 (Harary): Dado k ≥ 2 y n ≥ k + 1, el mı́nimo número de
aristas en un grafo k-nodo-conexo de n nodos sin aristas paralelas es:⌈
kn
2

⌉
.

Proposición 9: Un grafo simple k-nodo-conexo con
⌈
kn
2

⌉
aristas, todos

los nodos deben tener al menos grado k, escepto por algún nodo de
grado k + 1.

Dem. Sea G = (V,E) un grafo k-nodo-conexo con
⌈
kn
2

⌉
aristas.

Supongamos que existen en G dos nodos i y j de grado al menos k + 1.
Claramente todos los nodos de G deben tener grado al menos k; tenemos
entonces que:

1
2

∑
v∈V

dG(v) ≥ 1
2

∑
v∈V \{i,j}

k + 2
(k + 1)

2
=
kn

2
+ 1 >

⌈
kn

2

⌉
,
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lo cuál es absurdo. Veamos ahora que es posible la existencia de un nodo j
de grado k + 1. En dicho caso tendŕıamos:

1
2

∑
v∈V

dG(v) =
1
2

∑
v∈V \j

k +
(k + 1)

2
=

1
2

(nk + 1).

Donde si kn = 2m+ 1 (impar) se cumple la siguiente igualdad:

1
2

(nk + 1) =
1
2

(2m+ 2) = m+ 1 =
⌈

2m+ 1
2

⌉
=
⌈
kn

2

⌉
.

QED
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

⇒ Stoer intruduce una modificación del algoritmo de
Chou-Frank en la cuál se consideran nodos de tipo 1.

Consideremos ahora el problema NCON(G;R) con costos uniformes sin
aristas paralelas; a saber:

Problema: Dado requerimientos de nodo-conectividad R = {rij}i,j∈V ,
encontrar un grafo satisfaciendo estos requerimientos con ḿınimo
número de aristas (aristas paralelas no están permitidas).

• Este problema fue atacado en el caso de requerimientos de
nodo-conectividad uniformes, i.e. rij = k, ∀i, j ∈ V para algún k ≥ 2.
En este caso, Harary (1962) introdujo un algoritmo polinomial que lo
resuelve en forma exacta.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

⇒ En base a los Lemas anteriores uno podŕıa suponer que
en el caso del NCON(G; r) con costos uniformes, el ḿınimo
número de aristas en un grafo satisfaciendo los
requerimientos de nodo-conectividad dados por tipos de
nodos rv ≥ 2, ∀v ∈ V es ⌈

1
2

∑
v∈V

rv

⌉
,

pero esta conjetura es falsa como lo muestra el
siguiente contraejemplo.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Contraejemplo: Sea una instancia 5NCON(G; r), donde G es un grafo
completo con n ≥ 6 nodos, exactamente tres nodos de G son del tipo 5 y
los otros de tipo 2. Entonces cada subgrafo de G = (V,E) factible para
el 5NCON(G; r) usa más que:

⌈
15
2

⌉
+ (n− 3) = n+ 5 aristas de E.

Dem. Sea w alguno de los nodos tipo 5. Supongamos que algún subgrafo
N ⊂ G es factible para el problema 5NCON y usa exactamente n+ 5
aristas de G. La red N \ w contiene cuatro caminos arista-disjuntos entre
los otros dos nodos tipo 5, es decir, N \ w debeŕıa ser factible para el
problema 4ECON considerando G \ w y en el cual todos los tipos de los
nodos son reducidos en 1. Por lo tanto N \ w usa al menos 4 + (n− 3)
aristas de G \w. Dado que N usa exactamente n+ 5 aristas, el grado de w
en N debe ser exactamente 4, lo cuál es imposible para un nodo de tipo 5.

QED
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Veremos ahora instancias NCON y ECON donde los costos de los arcos
son 0 o 1. Estos problemas se conocen en la literatura como “Problemas
de Aumentación” (Augmentation Problems) y se definen como:

Problema: Dado un grafo G = (V,E), agregar el ḿınimo número de
aristas posible de V × V (posiblemente usando aristas paralelas) de
modo que el grafo resultante alcance los requerimientos de (nodo o
arista)-conectividad especificados por R = {rij}i,j∈V .

⇒ Este problema puede verse como un problema de sobrevivencia del
tipo ECON(H; r) o NCON(H; r) donde H es un grafo completo con
conjunto de nodos V , todas las aristas de E tienen costo 0, y todas las
aristas de (V × V ) \ E tienen costo 1.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Existen numerosos trabajos que atacan el “Problema de Aumentación”,
tanto la versión NCON como ECON.

Definición: Dado un grafo G = (V,E), una matriz de requerimientos de
arista-conectividad R = {rij}i,j∈V y un suconjunto de nodos A ⊆ E, se
define deficit del conjunto A, notamos def(A), al número:
def(A) = minu∈A,v 6∈A ruv − |δG(A)|. El deficit de A es la cantidad
ḿınima de aristas a agregar a δG(A) para conectar suficientemente a A
a todos los otros nodos.

• Si el conjunto A es particionado en t subconjuntos disjuntos
Ai, i ∈ 1..t, una cota inferior de def(A) es 1

2

∑t
i=1 def(Ai).

El siguiente teorema establece una relación entre esta cota inferior y la
solución del “Problema de Aumentación”.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Teorema 14 (Frank 1990): Dado un grafo G = (V,E) y una matriz de
requerimientos de arista-conectividad R = {rij}i,j∈V ; se cumple la
siguiente propiedad.
Si todos los conjuntos A ⊆ V tienen deficit mayor a 1, entonces el
mı́nimo número de aristas a agregar a G para satisfacer los
requerimientos de arista-conectividad es:

max
A1,...,At disjuntos

1
2

t∑
i=1

def(Ai).

Si algún conjunto de nodos A tiene deficit ≤ 1, y todos los subconjuntos
propios de A tiene deficit ≤ 0, entonces el mı́nimo número de aristas a
agregar a G es def(A) mas el mı́nimo número de aristas a agregar a
G \A. Aristas paralelas son permitidas en la aumentación.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Existen casos de NCON y ECON con costos generales los cuales son
resolubles en forma exacta en orden polinomial. A saber:

• ri = 1 para todo nodo i (Minimum Spanning Tree Problem),

• ri = k para exactamente dos nodos s y t, y ri = 0 para los otros nodos
(k-shortest path problem),

• ri ∈ {0, 1} para todos los nodos, y además el número de nodos de tipo
0 o bien el número de nodos de tipo 1 es restringido (caso particular del
Steiner Problem in Graphs).

• Otros casos resolubles polinomialmente se presentan para topoloǵıas
particulares del grafo G, como ser grafos serie-paralelos, outerplanares y
de Halin.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Monma y Shallcross proponen heuŕısticas para el 2ECON y 2NCON.

• Frederickson y Jájá proponen una heuŕıstica para el 2NCON con radio
de performance 3/2 bajo la hipótesis de desigualdad triangular entre
costos de las aristas.

• Ko y Monma proponen heuŕısticas para el diseño topológico de redes
k-arista-conexas y k-nodo-conexas.

• Goemans y Bertsimas proponen una heuŕıstica para el ECON(G; r) con
r = (ri)i∈V y dan un radio de performance para el algoritmo.

• Goemans y Williamson proponen una heuŕıstica para el ECON(G;R)
con R = {rij}i,j∈V y dan un radio de performance para el algoritmo.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Heuŕıstica de Steiglitz-Weiner-Kleitman para el problema
NCON(G;R) con matriz de requerimientos R = {ri}i,j∈V :

Paso 1: A cada nodo v ∈ V se le asigna un entero identificador único nv.
Paso 2: Se elige un nodo x ∈ V con mayor deficit de conectividad. En
caso de conflicto se elige el que tenga mayor valor de etiqueta.
Paso 3: Se elige un nodo y ∈ V con segundo mayor deficit de
conectividad y que no está ya conectado a x. En caso de conflicto, se elige
el que esté a “menor distancia” de x.
Paso 4: Conectar x e y.
Paso 5: Actualizar los deficits de conectividad e ir a Paso 2.

⇒ En la práctica, la solución puede no ser factible, en cuyo caso es
necesario recomenzar el algoritmo para poder obtener un grafo conexo.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Si la solución es factible, la heuŕıstica de Steiglitz et al. aplica además
un procedimiento de busqueda local basado en la sustitución iterativa
de pares de aristas por pares de aristas hasta que no haya más mejoras.

• Priem&Priem introducen un algoritmo derivado de la heuŕıstica de
Steiglitz, llamado “Método Jerárquico” y se basa en la definición de
dos clases de nodos:

Nodos primarios modelando los sitios más importantes del backbone.
Nodos secundarios modelando sitios menos importantes y utilizados

como nodos de tránsito.

• Para cada una de estas clases se fija un nivel de conectividad particular
denotado PCONNECTIVITY y SCONNECTIVIY respectivamente.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Método Gerárgico de Priem&Priem:

Paso 1: Aplicar la heuŕıstica de Steiglitz a los nodos primarios para
satisfacer el nivel de conectividad requerido.
Paso 2: Cada nodo secundario es conectado al nodo primario más cercano.
Paso 3: Aplicar la heuŕıstica de Steiglitz a los nodos secundarios para
satisfacer el nivel de conectividad requerido.

• El Método Jerárgico es utilizado como parte del software llamado
WANCraft utilizado para la concepción y dimensionamiento de una red
WAN. En particular se usa en el diseño topológico del Backbone.

• El siguiente ejemplo ilustra la ejecución de los pasos del Método
Jerárquico para el diseño de un Backbone. Tanto los nodos primarios
como secundarios tienen nivel de conectividad igual a dos.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

(a) Paso 1. (b) Paso 2. (c) Paso 3.

Figure 19: Ejecución del Método Jerárquico.

⇒ La solución factible construida no necesariamente es
minimal.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

Sea una instancia ECON(G; r) con r = (ri)i∈V un vector de tipos de
nodos y ρ1 < ρ2 < · · · < ρp el orden de los distintos tipos de nodos en r.
Sea ρ0 = 0 y Vk el conjunto de nodos de tipo al menos ρk, k ∈ 1 . . . p.

Tree Heuristic (Goemans-Bertsimas):

Paso 1: ∀u, v ∈ V , sea c′uv el costo del camino más corto en G.
Paso 2: Asignar xe = 0 para toda e ∈ V × V .
Paso 3: Desde k = 1 a p hacer:

3.1) Computar Tk = (Vk, Ek) como el MST del grafo completo
inducido por Vk con respecto a los costs c′e.

3.2) Setear xe = xe + (ρk − ρk−1) para todo e ∈ Ek.
Paso 4: Reemplazar cada (u, v) ∈ (V × V ) con xuv > 0 por xuv veces el
camino más corto entre u y v cuyo costo es c′uv.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Las aristas pueden ser utilizadas más de una vez. La salida del
algoritmo es un vector de enteros positivos x = (xe)e∈E que satisface
todas las desigualdades de corte x(δ(W )) ≥ r(W ).

• Una componente xe ≥ 2 se interpreta como “la arista e es utilizada xe
veces”.

• Sea y la solución de una LP-relajación del problema ECON consistiendo
de las desigualdades de corte (i) de la formulación del NCON y las
restricciones de no-negatividad xe ≥ 0 del ḿısmo. Goemans-Bertsimas
demuestran que:

xT c

yT c
≤
(

2− 2
|V1|

)( p∑
k=1

(ρk − ρk−1)
ρk

)
.
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• La siguiente red es una
versión simplificada de un
HSODTN (High Speed Optical
Data Transmission Network)
conectando diferentes
partes de un portaaviones.
El modelo es un
3NCON(G; r) donde los
nodos rojos son nodos tipo
3 y los negros de tipo 0
(opcionales).
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• La siguiente instancia
4NCON(G; r) fue diseñada
constructivamente
aplicando propiedades
teóricas que preservan la
optimalidad de una
solución factible inicial.
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2 2

2
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3

2

4

3
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3

3
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• La siguiente red es una
instancia del problema
GSP−NC diseñada
constructivamente
aplicando propiedades
teóricas que preservan la
optimalidad de una
solución factible inicial.

V

V

V

W

W

W

3

2

1

3

2
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Diseño Topológico de Redes Robustas.

• Un caso particular muy estudiado de NCON(G; r) (resp. ECON(G; r))
es cuando ri = k, ∀i ∈ V y además los costos de los arcos satisfacen
desigualdad triangular. En la literatura este problema se conoce como:
The minimum-weight k-node-connected (resp. k-edge-connected)
spanning network problem. Denotados MWkNCSN y MWkECSN
respectivamente.

• En el caso k = 2, los problemas MW2NCSN y MW2ECSN son de
especial interés en el diseño topológico de redes de fibra óptica.

• Veremos propiedades estructurales de las soluciones óptimas de los
problemas MWkNCSN y MWkECSN, tanto para el caso k = 2 como
en el caso k ≥ 3.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Sea V un conjunto de nodos y d(·) una función de distancia simétrica y no
negativa definida sobre V × V la cuál satisface la desigualdad triangular,
i.e. para todo u, v, w ∈ V se tiene:

a) d(u, u) = 0,
b) d(u, v) ≥ 0,
c) d(u, v) = d(v, u),
d) d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w).

A d(u, v) se le llama costo o largo de la arista (u, v). Un subconjunto
E ⊆ V × V define una red G = (V,E) cuyo costo viene dado por
d(E) =

∑
(u,v)∈E d(u, v).

⇒ Consideraremos el problema de construir una red
2-conexa de costo ḿınimo que cubra el conjunto de nodos V .
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Proposición 10 (Frederickson-Jájá 1982): Para cualquier conjunto de
nodos V con función de distancia d(·) definida sobre V × V , entonces el
costo óptimo del MW2ECSN es igual al costo óptimo del MW2NCSN.

Dem. Sea G una solución óptima global del MW2ECSN. Supongamos
que G no es factible para el MW2NCSN, i.e. existe un nodo v ∈ V que es
punto de articulación en G. Sean u y w nodos adyacentes a v en G
pertenecientes a diferentes componentes conexas de G \ v. Consideremos
el grafo: Ĝ = (G \ {(u, v), (v, w)}) ∪ {(u,w)}. Se cumple que:
i) u y w están en una misma componente 2-nodo-conexa maximal de Ĝ.
Puesto que como G es 2-arista-conexo, existe un camino p de u a w en G
que no contiene las aristas {(u, v), (v, w)} y por lo tanto p ∪ (u,w) es un
ciclo de Ĝ. Claramente Ĝ es factible para el MW2ECSN.
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ii) COST(Ĝ) ≤ COST(G) dado que:

COST(Ĝ) = COST(G)− cuv − cvw + cuw

Desigualdad 4
↑
≤ COST(G).

Repitiendo el procedimiento anterior obtendremos una solución G factible
para el MW2ECSN sin puntos de articulación y satisfaciendo la relación
COST(G) ≤ COST(G). Sea ahora H solución óptima del MW2NCSN;
sabemos que COST(G) ≤ COST(H), con lo cuál G es solución óptima del
MW2NCSN y COST(G) = COST(G) como queriamos probar.

QED
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Teorema 15 (Monma et al. 1990): Para cualquier conjunto de nodos
V con función de distancia d(·) definida sobre V × V , existe un grafo
de costo mı́nimo G = (V,E) satisfaciendo las siguientes condiciones:

a) cada nodo en G tiene grado 2 o 3.

b) eliminando cualquier arista o par de aristas de G surge una arista
puente en una de las componentes conexas resultantes.

⇒ El siguiente ejemplo muestra diferentes estructuras
topológicas para soluciones óptimas de una instancia
MW2NCSN/MW2ECSN.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• Consideremos el siguiente grafo
cuyos costos satisfacen la
desigualdad triangular. Las aristas
que no figuran en el dibujo
asumimos que tienen costo 2.

⇒ ¿Cuál es la estructura
topológica de la solución
óptima del MW2NCSN?.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

1

1
1

1

1

1

1

1

1

1

(a) Solución óptima global.

1

1

1

1

11

1
2

1

(b) Solución óptima global (forma de ciclo).

Figure 20: Soluciones globalmente óptimas de la instancia propuesta.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• En el siguiente grafo los costos
satisfacen la desigualdad
triangular. Las aristas que no
figuran en el dibujo asumimos que
tienen costo 3.

⇒ ¿Cuál es la estructura
topológica del óptimo del
MW2NCSN/MW2ECSN?.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Observación: El costo óptimo del modelo anterior es superior a 22.

Dem. El costo seŕıa el ḿınimo posible si la solución fuera un ciclo donde
todas las aristas tienen costo 2, i.e. con costo total 11× 2 = 22.
En la figura siguiente, los nodos blancos tienen exactamente dos aristas
incidentes de costo 2, por lo tanto el camino p marcado en lineas
quebradas necesariamente tendŕıa que formar parte de un ciclo optimal en
caso que existiese uno. Las unicas aristas de costo 2 con extremos en u y v
son las aritas (u, x) y (v, x), siendo p− (u, x)− (x, v) un ciclo que excluye
al nodo y. Por lo tanto no existe un ciclo hamiltoneano de costo 22 sobre
el grafo dado.

QED
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• Solución óptima del problema
planteado; dos nodos tienen grado
3 y el resto de los nodos tienen
grado 2.

⇒ Notar que el número de
nodos de grado 3 es par.
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2 2

2 2

2
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2
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

⇒ ¿Existen topoloǵıas o casos particulares del MW2NCSN
(resp. MW2ECSN) donde las condiciones (a) y (b) del
Teorema 15 caracterizen la estructura del óptimo
global?.

• Si aśı fuera, se tendŕıa para dichas especializaciones del problema, una
caracterización del óptimo global mediante condiciones puramente
estructurales (sin involucrar los costos de la red).

Definición: Para cualquier grafo G se define la función de distancia
canónica d(u, v) como el número de aristas en el camino más corto de
u a v. Notar que d(·) es una función simétrica no-negativa y satisface la
desigualdad triangular.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Teorema 16 (Monma et al. 1990): Sea G = (V,E) un grafo el cual
satisface las siguientes condiciones:

i) G es 2-conexo.

ii) Cada nodo de G tiene grado 2 o 3.

iii) G es arista minimal, i.e., eliminando cualqueir arista surge una
arista puente.

iv) Eliminando cualquier par de aristas de G surge un puente en una de
las componentes conexas resultantes.

Entonces G es la única red de costo mı́nimo que cubre V para la
función de distancia canónica.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• Condideremos el siguiente grafo G
y la función de distancia canónica
asociada al ḿısmo.

⇒ En grafo en śı mismo
representa la estructura
topológica óptima del
MW2NCSN/MW2ECSN con
métrica canónica.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• Grafo H solución óptima del
MW2NCSN/MW2ECSN con
función de distancia canónica.
Notar que dos nodos tienen grado
3 y el resto de los nodos tienen
grado 2.

⇒ H satisface los puntos
(i), (ii), (iii), y (iv) del
Teorema 16.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• En el siguiente grafo las aristas
presentes tienen costo 1 y las que
no aparecen tienen costo 2.

⇒ ¿Cuál es la estructura
topológica del óptimo del
MW2NCSN/MW2ECSN?.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Corolario 5 (Monma et al. 1990): Cualquier grafo 2-conexo
G = (V,E) satisfaciendo las condiciones (a) y (b) del Teorema 15, y el
cual no es un ciclo, contiene el grafo de la Figura 21 como un subgrafo
nodo-inducido.

Dem. Dado que G es 2-nodo-conexo contiene un ciclo C. Por condición
(b) del Teorema 15, C contiene al menos tres nodos. Como G no es un
ciclo en si mismo, debe existir al menos un nodo z que no esta en C. Por
Lema de Berge, z está contenido en un ciclo común con cada nodo de C.
Por condición (a) del Teorema 15, existen al menos dos nodos x e y en C
con caminos hacia z que evitan C (salvo por los extremos x e y). La
condición (b) del Teorema 15 implica que este subgrafo nodo-inducido
debe ser de la forma de la Figura 21.

QED
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Figure 21: Grafo en el cual las lineas quebradas son caminos de una o más aristas.152



Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• Los Teoremas 15 y 16 son útiles para estudiar soluciones óptimas
2-nodo-conexas puesto que podemos restringir la atención a topoloǵıas
de ciclos, grafos 2-nodo-conexos cúbicos con aristas sub-divididas, y
grafos como el de la Figura 21. Estos son lo únicos grafos
2-nodo-conexos minimales que no son ciclos.

• Otra consecuencia del Teorema 15 es que una solución óptima 2-conexa
necesita no ser planar puesto que el grafo K3,3 con todas las aristas
sub-divididas dos o más veces satisface las condiciones (a) y (b).
Esto constrasta con el caso de puntos en el plano donde si la métrica
Euclidiana es usada, entonces siempre existe una solución planar
optimal. (Claramente, la condición (a) excluye la posibilidad que un
subgrafo sea homeomórfico a K5).
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Definición (Problema TSP): Dado un grafo G = (V,E) y una función
de costos c : E → R asociada a las aristas; el Traveling Salesman
Problem (TSP) consiste en determinar el ciclo hamiltoniano de costo
ḿınimo.

• El TSP es un problema NP-Completo y existen múltiples trabajos que lo
abordan utilizando diferentes enfoques.

• Dada una instancia MW2NCSN/MW2ECSN, claramente los ciclos
hamiltonianos son soluciones factibles al problema. En particular resulta
de interés investigar que relación existe entre la solución óptima
2-conexa y la solución óptima del TSP asociado (i.e. el ciclo
hamiltoniano de costo ḿınimo).

154



Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

⇒ Por Teorema 16, sabemos que un ciclo no necesariamente
produce un solución óptima 2-conexa.

Notación: Dado un conjunto de nodos V y una función de distancia d(·),
denotaremos con Copt(V ) al ciclo hamiltoniano de costo ḿınimo y con
TCopt(V ) a la solución óptima 2-conexa, y sus costos con d(Copt(V )) y
d(TCopt(V )) respectivamente.

Teorema 17 (Monma et al. 1990): Para cualquier conjunto de nodos
V y función de distancia d(·) se satisface: d(Copt(V ))

d(TCopt(V )) ≤
4
3.

Además, esta cota puede ser aproximada arbitrariamente por la clase de
grafos mostrada en la Figura 21 con d(·) la función de distancia
canónica.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

• El Teorema 17 fue probado por Frederickson-Jájá (1982) para el caso en
que TCopt(V ) sea planar.

• Como d(TCopt(V )) ≤ d(Copt(V )) cualquier cota inferior α para el radio
del peor caso de una heuŕıstica H respecto del ciclo optimal Copt
produce una cota inferior de al menos α para el radio del peor caso
respecto de la solución optimal 2-conexa TCopt.

• Una cota superior β para el radio del peor caso de una heuŕıstica H
respecto del ciclo optimal Copt pruduce una cota superior de a lo sumo
4
3β (usando el Teorema 17) para el radio del peor caso respecto de la
solución optimal 2-conexa TCopt.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

El subtour polytope de una instancia del problema TSP es el conjunto de
todas las soluciones del siguiente sistema lineal:

0 ≤ x ≤ 1,∑
v∈V \{u}

x(u, v) = 2, ∀u ∈ V,

∑
u∈S,v∈V \S

x(u, v) ≥ 2, ∀S ⊂ V tal que |S| ≥ 2.

Sea Sopt la solución del subtour polytope para el cual d(x) es minimizada,
y sea d(Sopt) su valor. Trivialmente sabemos que d(Sopt) ≤ d(Copt), dado
que Copt es la solución optimal entera a este problema. No obstante este
valor provee una cota inferior para d(TCopt).
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Teorema 18 (W.H. Cunningham): Para cualquier conjunto de nodos
V y función de distancia d(·), se cumple d(Sopt) ≤ d(TCopt).

• Una variante importante del MW2NCSN/MW2ECSN surge de
especificar un subconjunto de nodos T ⊆ V y buscar un subgrafo
2-conexo de costo ḿınimo que cubra T . Nodos de V \ T pueden ser
utilizados en la solución para reducir el costo global. Este variante del
problema es conocida como Steiner two-connected network problem,
denotada por STCNP.

Notación: Dado un conjunto de nodos V , una función de distancia d(·), y
un subconjunto de nodos D ⊆ V , notaremos por STCopt(D,V ) a la
solución óptima del STCNP y por d(STCopt(D,V )) a su costo.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Teorema 19 (Monma et al. 1990): Para cualquier conjunto de nodos
V , D ⊆ V y función de distancia d(·), se satisface:

d(TCopt(D))
d(STCopt(D,V ))

≤ 4
3
.

Dem. Sea G = (W,E) una solución óptima del STCNP. Claramente,
T ⊆W . Es fácil ver que se satisface:

d(TCopt(D)) ≤ d(Copt(D)) ≤ d(Copt(W )), y además

d(STCopt(D,V )) = d(STC(D,W )) = d(TCopt(W )),
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infiriendo la desigualdad:

d(TCopt(D))
d(STCopt(D,V ))

≤ d(Copt(W ))
d(TCopt(W ))

Por Teorema 17
↑
≤ 4

3
,

como queŕıamos probar.

QED

• El STCNP es de la clase NP−Hard en grafos con métrica euclidiana.
Sin embargo, es resoluble eficientemente para las clases de grafos
outerplanares, serie-paralelos y grafos de Halin.

• De los Teoremas 17 y 19 podemos establecer una relación entre los
costos de Copt(D) y STCopt(D,V ) dada por el siguiente resultado.
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Problemas MW2NCSN-MW2ECSN.

Proposición 11 (Monma et. al 1990): Para cualquier conjunto de
nodos V , D ⊆ V y función de distancia d(·) se cumple:

d(Copt(D))
d(STCopt(D,V ))

≤ 16
9
.

Dem. Por Teorema 17 sabemos que
d(Copt(D))

d(TCopt(D)) ≤
4
3 y por Teorema 19

sabemos que
d(TCopt(D))

d(STCopt(D,V )) ≤
4
3, de donde:

d(Copt(D))
d(STCopt(D,V ))

=
d(Copt(D)) · d(TCopt(D))

d(TCopt(D)) · d(STCopt(D,V ))
≤ 4

3
· 4

3
=

16
9
,

como se requeŕıa.

QED
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Problemas MWkNCSN-MWkECSN.

⇒ Analicemos ahora mayores niveles de conectividad.

• Dado un conjunto de nodos V con función de distancia d(·) el problema
MWkNCSN (resp. MWkECSN) consite en encontrar el subgrafo
k-nodo-conexo (resp. k-arista-conexo) de costo ḿınimo que cubre V .

• Para k = 2 vimos que los costos de la soluciones óptimas de los
problemas MW2NCSN y MW2ECSN son iguales.

• Para k ≥ 3 la solución óptima del MWkECSN puede tener costo
estrictamente menor que el costo óptimo del MWkNCSN. Por ejemplo,
consideremos el grafo G 3-arista-conexo de la Figura 22 con función de
distancia canónica definida por G.
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Figure 22: Grafo 3-arista-conexo minimal.
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Problemas MWkNCSN-MWkECSN.

Teorema 20 (Bienstock et al. 1990): Para cualquier conjunto de
nodos V con función de distancia d(·) y cualquier k ≥ 2, existe un
subgrafo G = (V,E) k-arista-conexo de costo mı́nimo satisfaciendo las
condiciones:

I) Cada nodo de G tiene grado k o k + 1.

II) Eliminando 1, 2, . . . , o k aristas en G no todas las componentes
resultantes son k-arista-conexas.

⇒ Este resultado es una generalización del Teorema 15 para el
problema MW2ECSN.
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Problemas MWkNCSN-MWkECSN.

Propiedad 2 (Bienstock et al. 1990): Contrariamente al caso k = 2,
las condiciones (I) y (II) no caracterizan la clase de los subgrafos de
cubrimiento k-arista-conexos de costo mı́nimo.

Dem. Primeramente observemos que el grafo G de la Figura 22 es
3-arista-conexo y satisface las condiciones (I) y (II). Ahora bien, G no es
la única solución de costo ḿınimo para cualquier conjunto de aristas con
costos satisfaciendo la desigualdad triangular. Sin perder generalidad,
asumiremos que d(1, 3) ≥ d(3, 4). Por desigualdad triangular tenemos que
d(3, 4) + d(4, 6) ≥ d(3, 6). Sea G = (G \ {(1, 3), (4, 6)}) ∪ {(3, 6)}.
Claramente G es 3-arista-conexo y no incrementa el costo:

d(G) = d(G)− d(1, 3)− d(4, 6) + d(3, 6) ≤ d(G),

con lo cual G también es optimal.
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Figure 23: Grafo G.

QED
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Problemas MWkNCSN-MWkECSN.

⇒ Para el MWkNCSN se garantiza la existencia de una
solución óptima global satisfaciendo la condición (II) y
también (I) si |V | ≥ 2k.

Teorema 21 (Bienstock et al. 1990): Para cualquier conjunto de
nodos V con función de distancia d(·) y cualquier k ≥ 2, existe un
subgrafo G = (V,E) k-nodo-conexo de costo mı́nimo satisfaciendo las
condiciones:

I’) Si |V | ≥ 2k entonces cada nodo de G tiene grado k o k + 1.

II) Eliminando 1, 2, . . . , o k aristas en G no todas las componentes
resultantes son k-nodo-conexas.

La condición (I ′) es ŕıgida como lo muestra el siguiente resultado.
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Problemas MWkNCSN-MWkECSN.

Lema 6 (Bienstock et al. 1990): Para cualquier k ≥ 4 existe un grafo
G = (V,E) k-nodo-conexo con |V | ≥ 2k− 1, máximo grado de (2k− 2), y
tal que es la única solución optimal para la función de distancia canónica
definida por G.

Dem. Consideremos un grafo bipartito completo con conjunto de nodos
V1 ∪ V2 donde |V1| = |V2| = k − 1. Agregamos un nodo x que es
adyacente a todos los otros nodos. Sea G = (V,E) el grafo resultante. Se
cumple que G es k-nodo-conexo con |V | = 2k − 1 y el grado de x igual a
2k − 2. Veremos que G es la única solución óptima para la función de
distancia canónica sobre G. Notar que todas las aristas en G tienen costo
1 y las que no están en G tienen costo 2. El grafo G tiene (k2 − 1) aristas
y cualquier grafo k-nodo-conexo tiene al menos (2k2 − k

2) aristas. Por lo

tanto, a lo sumo p ≤ (k−2)
2 aristas de costo 1 pueden ser eliminadas de G y
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a lo sumo p
2 aristas de costo 2 pueden ser agregadas a G para obtener otra

solución optimal 2-nodo-conexa. Dado que todos los nodos diferentes de x
tienen grado igual a k, las aristas removidas deben tener todas un extremo
en x; sino, algún nodo del grafo resultante tendŕıa grado menor a k. Como
V1 ∪ V2 forma un grafo bipartito completo, las aristas de costo 2 agregadas
a G deben estar enteramente contenidas en V1 o V2. Por lo tanto, el nuevo
grafo no es k-nodo-conexo si cualesquiera p ≥ 1 aristas de costo 1 son
eliminadas. Aśı, G es la única solución k-nodo-conexo de costo ḿınimo.

QED
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Problemas MWkVCSN-MWkECSN.

Teorema 22 (Bienstock et al. 1990): Sea G = (V,E) un grafo
k-nodo-conexo minimal con |V | ≥ 2k y k ≥ 2. Si v ∈ V tiene grado al
menos k + 2 entonces o bien:

i) Existe un lifting de v que es k-nodo-conexo, o:

ii) Existe un nodo u ∈ V tal que para cualquier lifting G′ en v existe un
lifting en u de G′ que es k-nodo-conexo.
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