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Analisis y control de sistemas no lineales

@ Asignatura de 10 créditos, es decir, 150 horas totales, que incluyen:
o 48 horas de clase, mayoritariamente teéricas
e 82 horas de trabajo personal (estudio personal, entrega de ejercicios,
monografia final)
@ 20 horas de consulta y de presentacién colectiva de monografias

o Vilida para grado en las Ingenierias Eléctrica y Fisico-Matematica,
en la Licenciatura de Matematicas y para los posgrados de Facultad
de Ingenieria.

@ Bibliografia:

o Nonlinear Systems (H. Khalil);

Applied Nonlinear Control (J.J. Slotine);

Nonlinear Control Systems (A. Isidori);

Nonlinear Systems: analysis, stability, and control (S.S. Sastry);

Nonlinear Dynamical Systems and Control: a Lyapunov-Based
Approach (V.M. Haddad, V. Chellaboina)
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Forma de aprobacion

@ Habré cuatro hojas de ejercicios que deberan ser entregados
resueltos en las fechas establecidas.

@ Monografia final individual, que puede consistir en el analisis de un
articulo (o varios articulos relacionados), la profundizacién de algin
tema del curso, el abordaje de un problema de interés personal, el
trabajo sobre un modelo experimental, en los que sea necesario
aplicar las técnicas estudiadas en el curso o el estudio de otras
técnicas de analisis y control no vistas en el curso.

@ Presentacioén final oral del trabajo realizado.
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Objetivos

@ Familiarizarse con las particularidades de los sistemas no lineales y
sus diferencias y semejanzas con los sistemas lineales.

o Familiarizarse con algunas herramientas clasicas de analisis y control
de sistemas no lineales.

@ Profundizar en alguna técnica moderna de control no lineal.
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Sistemas dinamicos

Sistema general: & = f(z,u,t), (to, o)
@ x € R" es el estado.
@ u:R — R™ es la sefial de entrada o sefial de control.
@ t € R es el tiempo.

@ x( y to indican la condicion inicial en el instante inicial.

Sistema realimentado: = = f(z,u(z),t) = f(x,t), (to,20)

@ La sefial de control es funcién del estado.

@ Resulta un sistema variante en el tiempo, sin entradas.

Sistema auténomo: i = f(z), (to,x0o)

@ El campo no depende explicitamente del tiempo.

@ Las conclusiones del analisis no depende del instante inicial
considerado.

@ Sin pérdida de generalidad, suponemos ¢y = 0.
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Sistemas dinamicos

@ Nos focalizaremos en el analisis del sistema auténomo & = f(z).

@ Esto equivale a suponer que no hay entradas o que las mismas ya
han sido disefiadas como realimentaciones de estado.

@ Denotaremos por f(x) el tiempo ¢ de la trayectoria del sistema que
en t = 0 pasa por el punto x.

@ Asumiremos en general que se cumplen las condiciones para que las
trayectorias estén definidas para todo tiempo real.
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Puntos de equilibrio

Puntos de equilibrio

@ Interesan los puntos de equilibrio del sistema, es decir, puntos de
velocidad nula:

0= f(x7t)

@ En particular, nos interesa la estabilidad de los puntos de equilibrio.

@ Sobre este concepto nos centraremos buena parte del curso.
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Sistemas lineales y no lineales

Consideremos el sistema lineal & = Ax y el no lineal & = f(z).

Puntos de equilibrio

@ Los puntos de equilibrio del sistema lineal son los vectores del
Ker(A); entonces, hay uno solo o infinitos.

@ Un sistema no lineal puede no tener puntos de equilibrio, o tener un
namero finito mayor que 1:

z=z.(1—-1x)
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Sistemas lineales y no lineales

Consideremos el sistema lineal £ = Az y el no lineal & = f(x).

Tiempo de escape finito

@ Las trayectorias de un sistema lineal siempre estan definidas para
todo instante de tiempo

z(t) = etlxg

@ En un sistema no lineal, las trayectorias pueden no estar definidas
para todo instante de tiempo:
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Sistemas lineales y no lineales

Consideremos el sistema lineal £ = Az y el no lineal & = f(x).

Orbitas periédicas

@ El comportamiento de las trayectorias de un sistema lineal queda
biunivocamente definido por los autovalores y autovectores de A.

@ En particular, si A es Hurwitz (todos sus autovalores con parte real
negativa), todas las trayectorias convergen al origen.

@ Si hay autovalores con parte real positiva, casi todas las trayectorias
divergen.

@ Si hay autovalores con parte real nula, entonces hay infinitas
trayectorias periddicas:

(o2 sre-{3 5ol R=lul

)
Lo = —I Ty = R.sin(t)
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Sistemas lineales y no lineales

Consideremos el sistema lineal £ = Az y el no lineal & = f(x).
Orbitas periédicas
@ Los sistemas no lineales pueden tener una Gnica 6rbita periddica que

atraiga a todas las demas trayectorias (ciclo limite).
3.

@ Ecuacion de Rayleigh 2 — ez +2 = —£2

ST I
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Sistemas de segundo orden

Se denominan asi a los sistemas con estado X = (z,y) € R2.

Son relativamente sencillos de estudiar, debido a la dimensién del
espacio.

@ Numerosos sistemas fisicos caen en esta categoria.

z = fl(x’y)

fQ(xvy)

& X = F(X)

(]

El plano donde viven las trayectorias F'*(zq, o) se denomina plano
de fase del sistema.

El vector F'(X) representa el vector tangente a la curva solucién.
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Retrato de fase

La representacion de las curvas solucion para distintas condiciones
iniciales se denomina retrato de fase y sirve para obtener una vision
cualitativa de la dinamica del sistema.

Hay diversas maneras de obtener el retrato de fase:
@ Elegir una grilla de puntos en el plano y en cada uno de ellos dibujar
el vector F(X).
@ Esto permite tener una idea de para dénde van las distintas
trayectorias en distintas regiones del plano.
@ El script pplane7.m o programas como el xpp-aut son muy utiles.
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Péndulo simple

B o= g

y = —mglsin(z) —cy
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Campo de vectores para el péndulo sin friccién
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Retrato de fase

Método de las iséclinas
Consideremos la expresién

fl(x’y) _ @
fQ(xay) dx

Nos da el valor de la pendiente de la tangente en un punto dado.

La curva s(x,y) = ¢, con ¢ dado, es el lugar de los puntos de pendiente ¢
(is6clina).

Para obtener una trayectoria en el retrato de fase, se pueden realizar los
siguientes pasos:

Y

o Dibujar las curvas s(x,y) = ¢ para diversos valores de c.

@ Sobre dichas curvas dibujamos pequefios segmentos con la pendiente
correspondiente.

@ Partiendo de una condicién inicial, vamos dibujando la curva
solucién, de manera que sea tangente a los segmentitos dibujados,
moviéndonos desde una iséclina a la siguiente.
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Iséclinas

Iséclinas para el péndulo sin friceién
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Iséclinas

Iséclinas para el péndulo con friccidn




Sistemas de segundo or
0000000000 @0000C

Clasificacion de puntos de equilibrio

@ Nodo
@ Foco

@ Centro
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Clasificacion de puntos de equilibrio

@ Nodo
@ Foco

@ Centro
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Clasificacion de puntos de equilibrio

@ Nodo

@ Foco

@ Centro \
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Resultados propios de sistemas planos

Teorema Bendixson

Si llamamos N al niimero de centros, nodos y focos del sistema y S al
namero de puntos sillas del sistema encerrados por un ciclo limite,
entonces se debe verificar la siguiente relacion:

N=5+1

A\

Criterio de Bendixson

Si % a—f; no es idénticamente nula y no cambia de signo en una

determmada region a estudio del plano, que sea simplemente conexa,
entonces dicha regién no puede contener un ciclo limite.

A

La prueba se basa en el Teorema de Green. Como % = %:

0 0
/fz r1,22)dry — fi(21, 22)drey =0 = // fl of dxidzo
8%1 31’2
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Resultados propios de sistemas planos

Teorema de Poincaré-Bendixson

Dado un sistema de segundo orden, si una trayectoria permanece acotada
para todo tiempo positivo, entonces el w-limite de la trayectoria:

@ es un ciclo limite;
@ es un punto de equilibrio;

@ es el conjunto formado por uno o dos mas puntos de equilibrio y
trayectorias que se inician en un punto de equilibrio y terminan en
un punto de equilibrio.

Ver la definicién de w-limite y la demostracion del Teorema en el
Khalil.
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Teorema de Poincaré-Bendixson
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Ejemplos: Van der Pol {
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