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Densidades

Densidades Unidimensionales

Flz) = /_ OO P() da

Area total:
Area total = /P(:c) de =1

Promedio:
<z >= /xP(x) dz

< f(z) >= /f(x)P(x) dr = /uP(u) du
Desviacién Estéandar:
ng/(x—<x>)2P(:L‘) dr =< 2? > — <z >?

Momentos:
<z >= /x"P(x) dx
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Funciones Caracteristicas Unidimensionales

La funcién caracteristica es la transformada de Fourier de una densidad
M(0) = /ejgxP(w) dx
y por lo tanto

P(x) = —
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D

Densidades Bidimensionales

Area total: =1
Area total = // P(z,y) de dy =1

Marginales:

P(z) = / Pla,y) dy 3 Ply) = / Pz, y) dz
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Densid

Densidades Bidimensionales

Promedios globales
< g(z,y) >= //g(w,y)P(x,y) dr dy
Funciones caracteristicas bidiemsionales y momentos:
M9, 7) =< 07Ty > = // eI HITY P2, ) da dy

e invirtiendo esa expresion:

P(z,y) = # // M (0, 7)e 79597 49 dr
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Densidades

Densidades Bidimensionales

Marginales respecto a 0 y 7

M) = /eﬂexP /ejexP x,y) dedy = M(6,0)

M(r) = / eV P(y /eJTyP x,y) dxdy = M(0, )
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plo: Gausiana bidir

—1 |@-a? @02 , (z-a)(y=b)
P(z,y) = ! s | et e

2mozoyV1 — 12

oz oy

con |r| <1
Transformando, se tiene

MO,1) = e[ja9+jb7—%(oge2+2raxgy97+U§T2)]
Y la marginal en z es por lo tanto:

M(0) = M(6,0) = elie?=3(20%)]
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Densidades

Promedios locales y globales

Probabilidad condicional (Bayes)

P(z,y)
P(x)

Promedios condicionales y su desviaciéon estandar

P(ylz) = ; P(zly) =

<Y >e= /yP(ylfU) dy = P({E)/yP(%y)dy

Desviacién estdndar condicional.
2 1

Tyl = P(a) / (y— <y >2)* Pz, y)dy =< y* >, — <y >}
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Densid

Vinculo entre promedios locales y globales

Planteando el valor medio:

<y>= //yP(x,y) dzdy = //yP(y\w)P(w) dxdy

<y>:/<y>xP(w)dac
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Densid

Vinculo entre promedios locales y globales

Planteando la varianza, se puede probar:

o2 = /gglxp(x) dz + / (<y>s — <y>)’Plz)de
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Densidades

Distribuciones de nuevas variables

Sea u = f(z), los planteos son similares a los anteriores

1
o

P(u) / e %N, (0) do

con

M, (0) =< 9@ = /ejef(x)P(x) dx
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'ibuciones Tiempo—Frecuencia Motivacién

Motivacion

Las senales cambian su contenido frecuencial a lo largo del tiempo.
Puede haber componentes frecuenciales diferentes en un mismo
instante.
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buci Tiempo—

Ideas Fundamentales

El objetivo basico del analisis Tiempo—Frecuencia es encontrar una
funcién que describa la densidad de energia en tiempo y frecuencia
simultdneamente.
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buci Tiempo—

Ideas Fundamentales

El objetivo basico del analisis Tiempo—Frecuencia es encontrar una
funcién que describa la densidad de energia en tiempo y frecuencia

simultaneamente.
Como
|s(t)? = intensidad por unidad en el tiempo ¢
|s(t)|?At = energfa fraccional en el intervalo At en el tiempo ¢

y de manera andloga para |S(w)|? y |S(w)|*Aw.
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Distribuc s Tiempo—Frecuencia Motivacién

Ideas Fundamentales

El objetivo basico del analisis Tiempo—Frecuencia es encontrar una
funcién que describa la densidad de energia en tiempo y frecuencia
simultdneamente.

Como
|s(t)? = intensidad por unidad en el tiempo ¢
|s(t)|?At = energfa fraccional en el intervalo At en el tiempo ¢

y de manera andloga para |S(w)|? y |S(w)|*Aw.
Se busca una densidad conjunta P(t,w), de manera que

P(t,w) = la densidad en el tiempo ¢ y frecuencia w

P(t,w)AtAw = energia fraccional en la celda AtAwen ty w
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buci Tiempo— ncia Mo

Preguntas Fundamentales

e ;Existe una distribucién conjunta tiempo—frecuencia (TFD)
P(t,w) que satisface la idea intuitiva de un espectro variante en el
tiempo?

e ;Cémo se puede construir?

@ ;Pueden ser interpretadas como verdaderas distribuciones?

o ;Representan correlaciones entre tiempo y frecuencia?

@ ;Qué restricciones deben imponerse para obtener dichas
densidades?

e ;Parecen existir, pero si no cumplen completamente ser
densidades, qué es lo mejor que se puede obtener?

e ;Hay limitaciones para su desarrollo?
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buci Tiempo— ncia Mo

Preguntas Fundamentales

e ;Existe una distribucién conjunta tiempo—frecuencia (TFD)
P(t,w) que satisface la idea intuitiva de un espectro variante en el
tiempo?

e ;Cémo se puede construir?

@ ;Pueden ser interpretadas como verdaderas distribuciones?

o ;Representan correlaciones entre tiempo y frecuencia?

@ ;Qué restricciones deben imponerse para obtener dichas
densidades?

e ;Parecen existir, pero si no cumplen completamente ser
densidades, qué es lo mejor que se puede obtener?

e ;Hay limitaciones para su desarrollo?

Este es el alcance del analisis Tiempo—Frecuencia.
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Distribuciones Tiempo—Frecuencia Condiciones

Contenido

© Distribuciones Tiempo-Frecuencia

@ Condiciones

ITE (Facultad de In ierf. alisi i o—Frecuencia September



bucio

Condiciones

e Marginales y energia total.

e Funciones caracteristicas.

@ Promedios globales.

@ Promedios locales.

o Invarianza al corrimiento en tiempo y frecuencia.
o Escalado lineal.

@ Soporte finito.

e Principio de incertidumbre.
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buci Tiempo—

Marginales y energia total

e Sumando la distribucién de energia para todas las frecuencias en
un tiempo dado deberia darnos la energia instantanea.

/P(t,w) dw = |s(t)?

y consecuentemente
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Distribuci Tiempo—Frec ia Condiciones

Marginales y energia total

e Sumando la distribucién de energia para todas las frecuencias en
un tiempo dado deberia darnos la energia instantanea.

/P(t,w) dw = |s(t)?

y consecuentemente

o La energia total de la distribucién debe ser la energia total de la

sefial
E://P(t,w)dwdt:/|s(t)|2dt:/\8(w)|2dw
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B uc

Invarianza a Corrimientos en Tiempo y Frecuencia

si s(t) — s(t —tg) entonces P(t,w)— P(t—ty,w)

si S(w) = S(w—wp) entonces P(t,w)— P(t,w — wp)
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npo y Frecuencia

si s(t) — s(t —tg) entonces P(t,w)— P(t—ty,w)

si S(w) = S(w—wp) entonces P(t,w)— P(t,w — wp)

si s(t) — e/0ls(t —ty) entonces P(t,w) — P(t —tg,w — wp)
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buci

Escalado Lineal

El espectro de una senal escalada es

Sse(w) = S(w/a) si  ss(t) = Vas(at)

1
va

Py (t,w) = P(at,w/a)
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Jistribuciones Tiempo—Frecuencia Condiciones

Escalado Lineal

El espectro de una senal escalada es

Sse(w) = S(w/a) si  ss(t) = Vas(at)

1
Va
Py (t,w) = P(at,w/a)

Los marginales de la distribucién escalada son
/Psc(t,w) dw = als(at)|?
1 2
P (t,w)dt = 5‘S(w/a)‘
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Distribuciones Tiempo—Frecuencia Condiciones

Soporte Finito

@ Soporte finito débil

P(t,w) =0 parat fuera de (t1,t2), sis(t) =0 fuera de (t1,t2)

P(t,w) =0 paraw fuera de (w1,ws2), siS(w)=0 fuera de (w1,w2)
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buciones Tiempo—Frecuencia ondic es
buc T E Condici

Soporte Finito

@ Soporte finito débil

P(t,w) =0 parat fuera de (t1,t2), sis(t) =0 fuera de (t1,t2)
P(t,w) =0 paraw fuera de (w1,ws2), siS(w)=0 fuera de (w1,w2)

@ Soporte finito fuerte

P(t,w) =0 sis(t) =0 para un tiempo en particular

P(t,w) =0 si S(w) =0 para una frecuencia en particular
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Principio de 1nce1t1dumble

De una distribucién TF las desviaciones estandar se obtienen mediante

:// (t_<t>)2p(t,w) dt dw
// w— (W) P(t,w) dt dw
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Principio de 1nce1t1dumble

De una distribucién TF las desviaciones estandar se obtienen mediante

_ // (t - <t>)2p(t,w) dt dw
‘//“u)— 2P(t,w) dt duw

El teorema de duracién—ancho de banda implica

1
BT >}
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ribuci iempo—Frecuencia Condiciones

Promedios locales

La frecuencia promedio local en el tiempo ¢ es

/wP(t,w) dw 1
(W) = = wP(t,w) dw = TF(t)
/P(t,w) dw P(®) /

y el ancho espectral en t es

O‘i‘t = Ptt) / (w— (w))QP(t,w) dw
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buciones Tiempo—Frecuencia Condiciones

Promedios locales

La frecuencia promedio local en el tiempo ¢ es

/wP(t,w) dw 1
(W) = = wP(t,w) dw = TF(t)
/P(t,w) dw P(®) /

y el ancho espectral en ¢ es
o2, = L / (w— (w))QP(t w) dw
wlt P(t) ’

e Los promedios locales (t),, y ‘7?@ se pueden obtener de forma
analoga.
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buciones Tiempo—Frecuencia Condiciones

Promedios locales

La frecuencia promedio local en el tiempo ¢ es

/wP(t,w) dw 1
(W) = = wP(t,w) dw = TF(t)
/P(t,w) dw P(®) /

y el ancho espectral en t es

O‘i‘t = Ptt) / (w— (w))QP(t,w) dw

e Los promedios locales (t),, y ‘7?@ se pueden obtener de forma
analoga.

@ Todos los promedios locales propocionan informacién importante
de la localizacion de la energia en el espacio tiempo—frecuencia.
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'ibuciones Tiempo—Frecuencia

Desafios

@ ;Cémo construir distribuciones TF que satisfacen la condiciones
(suaves) mencionadas?
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'ibuciones Tiempo—Frecuencia

Desafios

@ ;Cémo construir distribuciones TF que satisfacen la condiciones
(suaves) mencionadas?

@ Desde un punto de vista matemético, jhay un ntimero infinito de
distribuciones que satisfacen estos requerimientos!
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Desafios

@ ;Cémo construir distribuciones TF que satisfacen la condiciones
(suaves) mencionadas?

@ Desde un punto de vista matemético, jhay un ntimero infinito de
distribuciones que satisfacen estos requerimientos!

@ Pero, obtener una expresién explicita no es tan facil.
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Desafios

@ ;Cémo construir distribuciones TF que satisfacen la condiciones
(suaves) mencionadas?

Desde un punto de vista matematico, jhay un niimero infinito de
distribuciones que satisfacen estos requerimientos!

Pero, obtener una expresién explicita no es tan facil.

Por ejemplo, una forma sencilla seria

P(t,w) = |s()S(w)[”
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Desafios

@ ;Cémo construir distribuciones TF que satisfacen la condiciones
(suaves) mencionadas?

@ Desde un punto de vista matemético, jhay un ntimero infinito de
distribuciones que satisfacen estos requerimientos!

@ Pero, obtener una expresién explicita no es tan facil.

e Por ejemplo, una forma sencilla seria
2
P(t,w) = |s(t)S(w)|

Cumple todos los requerimientos basicos: marginales, invarianza a
corrimientos TF, escalado lineal, soporte finito fuerte, principio de
incertidumbre, pero ...
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ibuciones Tiempo—Frecuenc Desafios

Desafios




Desafios

@ En cuanto a los promedios locales:

P(t,w) = |s()S(w)|”

La frecuencia promedio local en el tiempo t es

/wP(t,w) dw 1
(W) = = wP(t,w)dw = TF(t)
t /P(t,w) dw P) /

O [
(wh = By [ wls) ds £ TFG)
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Desafios

@ En cuanto a los promedios locales:
2
P(t,w) = |s(t)S(w)|

La frecuencia promedio local en el tiempo t es

/wP(t,w) dw 1
(W) = = wP(t,w)dw = TF(t)
t /P(t,w) dw P) /

O [
(wh = By [ wls) ds £ TFG)

los promedios locales son muy pobres!!!!

ITE (Facultad de Ingenieria) Anilisis Tiempo—Frecuencia September 27, 2023 27 /27



	Densidades
	Distribuciones Tiempo–Frecuencia
	Motivación
	Condiciones
	Desafíos


