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@ Sintaxis de la logica proposicional



Alfabeto >ippqp
Def.1.1.1. Sppgp

El alfabeto del lenguaje de la légica proposicional
Ypgop = P UC U A consiste de
@ el conjunto de las letras proposicionales:
P = {p07p1ap27 }
@ el conjunto de los conectivos:
C:=CyuUC;UC,, con
CO = {J-}701 = {_'} ) 02 = {/\a V, =, H}

@ el conjunto de simbolos auxiliares: A := {), (}



PROP

Def.1.1.2. PROP

El lenguaje PROP C 35, .p esta definido
inductivamente por

i Si p € P, entonces p € PROP

ii L € PROP
iii Si o € PROP, 8 € PROP, entonces

e (oA B) € PROP
e (aV B) € PROP
e (a— B) € PROP
e (a <+ ) € PROP

iv Si o € PROP, entonces (—a)) € PROP.
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Férmulas Proposicionales
Son las palabras de PROP.

Formulas Atdmicas

Son los elementos del conjunto AT = PU{L}. Son
precisamente las palabras formadas por las reglas
basicas (i y ii).

Notacién: Metavariables

Usamos p, q,r,p’, ... para las letras proposicionales.
Usamos a, (3, i, 1, ... para las formulas
proposicionales.

Usamos I', A, ... para los conjuntos de formulas
proposicionales.

‘



Prop: Ejemplos y Contrajemplos de

Formulas
Algunas palabras de >.5;,, que estan en PROP

@ Do
® (p; — p3)
o |

o ((p1 = p2) V(L A(=p5)))

Algunas palabras de >5;,, que no estan en PROP

° (po)
° (p; —)
o p, — L




Teo.1.1.3 PIP para PROP

Sea P una propiedad sobre las palabras de PROP que
cumple:

BASE1 Para todo p € P, se cumple P(p)
BASE2 Se cumple P(L)

IND1 Para todo * € C5 y o, 8 € PROP que
cumplen P(«) y P(B), se cumple
P((axp5))

IND2 Para todo o € PROP que cumple P(«), se
cumple P((—a))

Tesis
P se cumple para todas las palabras de PROP.



Esquema de recursion primitiva para

PROP(informal)

—
Sea B un conjunto cualquiera. Entonces, para

definir una dnica funcién F' : PROP — B basta un
conjunto de ecuaciones como el siguiente:

| F(p) =

i F(L)=..

i F((anB))=..F(a)..a..F(B)...0..
iv F((aVp)=..F(a)..a..F()..5..
v Flla—=p)=..Fla)..a..F(B)..0..
vi F((a+f))=..F(a)...a..F(p)...0...
vii F((—a)) = ... F(a) ...«



Formalizacion del ERP para PROP

Existe una unica funciéon F' : PROP — B tal que
i F(a) = Hyp(a), con a € AT
i F((ax ) = H,(a, Fa), 8, F(8)), con
*x € O,
i F((—~a)) =H_ (a,F(a))



LARGO : PROP — N

Version 1
I LARGO(yp) = 1, para cada ¢ € AT
i LARGO((a* 3)) = 3+ LARGO(«) + LARGO(f)
i LARGO((—a)) = 3 + LARGO(«)

Versién 2: Hpp : AT — N

Hyp(p) =1
Versién 2: H, : PROP X N X PROP X N — N

H*(%na%m) =3+n+m
Versién 2: H_ : PROP x N — N

H_(p,n) :=3+n
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ATOMS : PROP — 247

Version 1

i ATOMS(¢) = {p}, para cada p € AT
i AToMS((a * 8)) = ATOMS(ar) U ATOMS(f)
i ATOMS((—«)) = ATOMS(«v)

Versién 2: H,p : AT — 24T

Hyr(p) = {p}
Versién 2: H, : PROP x 24T x PROP x 24T — 24T

H*(@a A, 1, B) =AUB
Versién 2: H_ : PROP x 24T — 2AT




Arboles etiquetados y ordenados

Consideramos conocido el lenguaje 7 (£) de los
arboles etiquetados con palabras de algln lenguaje
L.

Propiedades

@ Cada nodo tiene a lo mas un padre. Si no tiene
padre, es la raiz del arbol.

@ Cada nodo tiene un primer hijo, un segundo
hijo, etc... ordenados de izquierda a derecha.
Si no tiene hijos, es una hoja del arbol.

@ A cada nodo se le etiqueta con una palabra de

L.



ARBOL : PROP — T (PROP) (versién 1)

i ARBOL(p) = @¥ , paracada p € AT

(¢ x 1)
i ARBOL((p *1))) = /.\

® (2

® (—v)
i ARBOL((—¢p)) = |
12



ARBOL : PROP — T (PROP) (version 2)

H,p: AT — T (PROP)

Hy(9) =
H, : PROP x T (PROP) X PROP x T (PROP) — 7 (PROP)
H*(QD,tl, w, t2) = ...

H_ : PROP x J (PROP) — T (PROP)
H (p,t) := ...




RANGO : PROP — N (versién 1)

i RANGO(p) =0, para cada ¢ € AT

i RANGO((ax 3)) =
1 + max {RANGO(a), RANGO()}

it RANGO((—«)) = 1+ RANGO(«)




RANGO : PROP — N (versién 2)

Hyp: AT = N

Hyr(a) =0

H, : PROP X N X PROP x N — N

H, (p,n,1,m) :=1+ max{n, m}

H_ (¢,n) :==1+n

‘
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Sustitucién.

_[/_]:PROP x PROP x P — PROP
i L{p/p] =L

y _J psip=gq
i dlefnl={ 2502
i (o B)[p/p] = (alp/p] * Ble/p])

iv (—a)[p/p] = (—alp/p])



_[/_]: PROP x PROP x P — PROP

H,r : AT x PROP x P — PROP

H,r(a,p,p) :=si p =« entonces ¢ sino «

H, : PROP x PROP x PROP x PROP x PROP x P — PROP
H. (o,0/, 8,0, ¢,p) = (a' * )
H_ : PROP x PROP x PROP x P — PROP

H“(a7 a,7 ()07p) = (_|QI>



Def.1.1.4.a Secuencia de formacion

. *
Una secuencia oy, o, ... o, de palabras de 5, es
una secuencia de formacién para «,, si y solamente
si para todo k < n se cumple

o O%GAT,O
° o = (a; xa;), con * € Cy,i < k,j <k, o
° oy, = (—qy), coni < k.



Def.1.1.4.b Subférmula

Una férmula ¢ € PROP es subférmula de oo € PROP
si y solamente si se cumple

@ a=y,0
@ a = (g *¢y), con

* & 02, @1 € PROP, Do & PROP, Yy @ €S
subférmula de ¢, o

@ a = (g *¢y), con
* & CQ, ©1 & PROP, Do € PROP, Yy @ €s
subférmula de ¢,, 0

@ o= (—py), con ¢, € PROP, y ¢ es subférmula
de ;.



Def.1.1.7 Conjunto de subférmulas

SUB : PROP — 2PROP

i SUB(p) = {¢}, para cada p € AT
i SUB((a*f)) ={(a*p)}USuB(a)U SuB(p)
i SUB((—a)) = {(—a)} USUB(«)



Def.1.1.4.b vs Def.1.1.7

(Va, ¢ € PROP)
¢ es subférmula de « si y solamente si p € SUB(«)

El mismo teorema

(Yo € PROP)
SUB(a) = {® € PROP : ¢ es subférmula de o}

Opciones

i Qué mecanismo de prueba podemos usar?
iInduccion?
iComo?



Induccién en PROP ()

Propiedad a probar

P(a) == (Yo)(yp es subférmula de a < ¢ € SuB(a))

Caso BASE
T) P(a) con a € AT

Dem.
(Directo) (Reciproco)
Suponemos Suponemos
¢ es subférmula de o ¢ € SUB(«)

—> (Def.1.1.4.b, o € AT) = (.)

o= a=p

—> (Def.1.1.7) = (..)

@ € SUB(«a) @ es subférmula de «
| |



Induccién en PROP ()
Propiedad a probar

P(a) == (Vo)(yp es subféormula de a < ¢ € SUB(a))

Caso INDUCTIVO. 2

H) a = (—06) T) 2(8) = P(a)
Dem.

@ es subférmula de «

—> (Def.1.1.4b, o = (—3))
a = ¢ o p es subférmula de 3
Caso 1 a = . Por Def.1.1.7, ¢ € SUB(«).

Caso 2 ¢ es subférmula de 5. Por HI, ¢ € SUB(f).
Por Def.1.1.7, ¢ € SUB(«).

|
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i Qué probamos? ;jQué falta probar?
@ Probamos el caso BASE: P(«), cuando
a € AT. Falta justificar la mitad de la prueba.

@ Probamos el caso IND2: P(«) = P((—«)).
Falta probar el reciproco de la propiedad para
Q.

@ Falta probar el caso IND1:
Play)y Plag) = P((a; x ay)).

Luego de realizar las justificaciones y pruebas
faltantes, habremos verificado que se cumple la
hipétesis del PIP para /P, y podremos aplicar el PIP
para concluir el teorema.



Aplicacién del PIP

El PIP es el (meta)teorema que justifica
(Va € PROP)P(«)

(Va, o € PROP)
¢ es subférmula de « si y solamente si ¢ € SUB(«)

Demostracion

En las diapositivas anteriores se probé (faltan partes
de la prueba) que la propiedad P cumple con las
hipotesis del PIP de PROP, por lo que se deduce que la
propiedad se cumple para todo elemento de PROP.



PROP y secuencias de formacién

Teorema 1.1.5

PROP es el conjunto de todas palabras de >5;p que
tienen secuencia de formacién.

Corolario

Sea P una propiedad de ¥}z Para demostrar que:
para todo o € PROP se cumple P («)

podemos hacer la prueba:
@ por induccién primitiva en «
@ por inducciéon en la longitud de la secuencia de
formacion de «



Convenciones sintacticas

@ Omitimos los paréntesis exteriores de una
férmula, y los que rodean a —.

@ Los conectivos A y V tienen la misma
precedencia.

@ Los conectivos — y <+ tienen la misma
precedencia.

@ El conectivo — tiene la mayor precedencia de
todos los conectivos.

@ Los conectivos — y <+ tienen la menor
precedencia de todos los conectivos.

@ Los conectivos de igual precedencia se asocian
a la derecha.



Ejemplos

@ ——p, abrevia a (—=(—p;))

® p; — py <> pg abrevia a (p; — (py <+ p3))
@ py A LV —(p3 — p;) abrevia a

(P2 A (LV (=(p3 = P1))))
@ p; — py A LV —ps abrevia a

(p1 = (P2 A (L V (=p3))))
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