CDIV 2021 - SEGUNDO PARCIAL
SOLUCION

Ejercicios de verdadero o falso

Ejercicio 1.

(1) Sea f continua en [a,b] con f(a)f(b) <0y A= {x € [a,b]: f(x) <0}. Si f(b) > 0 entonces

f(sup A) =0.

(2) Sea f continua en [a,b] con f(a)f(b) <0y A= {x € [a,b] : f(x) < 0}. Entonces f(sup A) =
0.

(1) VERDADERO: Ver teérico (demostracién del Teorema de Bolzano)

(2) FALSO: Un contraejemplo es considerar la funcién f(z) = —z en el intervalo [a, b] = [—1, 1].
Tenemos que f continua en [a,b] con f(a)f(b) = f(-1)f(1) = -1 < 0, supA =1, y
F1)=—1+#0.

Ejercicio 2.

(1) Si f es continua en [a, b] entonces para todo x,y € [a,b] y para todo € > 0 existe § > 0 tal
que si [z —y| < §, entonces |f(x) — f(y)] < e

(2) Si f es continua en (a,b) entonces para todo z,y € (a,b) y para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que si |z — y| <, entonces |f(x) — f(y)] <€

(1) VERDADERO: Ver tedrico. En las clases se vio este resultado de diferentes maneras para
demostrar el teorema de integrabilidad de funciones continuas. Quienes siguieron las notas,
ver el Teorema 119 de la seccién 3 del capitulo de Limites y continuidad.

(2) FALSO: Contraejemplo: considerar f(z) = 1 en el intervalo (0,1). Esta funcién es continua
pero no verifica la afirmacién en ese intervalo. Tomando € = 1, si la afirmacion es cierta,
existe § > 0 tal que si |[x —y| < d,z,y € (0,1), entonces |f(x) — f(y)] < 1. Consideremos
r € (0,1) tal que § < 6. Tenemos entonces 0 < § <z < 1, [zt — §| = § < J, por lo tanto
|f(z) — f(%)] < 1. Calculando |f(z) — f(%)| = |2 — 2| = 1 > 1. Esta contradiccién prueba

que la afirmacién no se verifica para esta funcion.

Ejercicio 3.

(1) Sif:R — R esestrictamente creciente y no estd acotada superiormente, entonces lirll f(z) =
T—r+00
+00

(2) Si f:R — R es estrictamente creciente, entonces f no esté acotada

(1) VERDADERGO: Directo a partir de la definicién de limite: dado K > 0, como f es no
acotada, existe x € R tal que f(z) > K. Como f es estrictamente creciente, f(y) > K para
todo y > .

(2) FALSO: Contraejemplo: considerar la funcién f : R — (—g, g) tal que f(x) = arctan(z),

cuya grafica se encuentra en la figura:



Es estrictamente creciente y acotada.

Ejercicio 4.
(1) Si f : (a,b) — R presenta extremo relativo en p € (a,b) y f es derivable en p, entonces
f'(p) =0

(2) Si f presenta extremo relativo en p, entonces f es derivable en py f'(p) =0

(1) VERDADERO: Ver tedrico. En las notas del curso es la Proposicién 180 de la Seccién
3.4.2 (Extremos relativos y derivadas).

(2) FALSO: Considerar f(z) = |z| en [—1,1]. f presenta un extremo relativo (y absoluto) en
p = 0 pero no es derivable en p = 0.

Ejercicios de completar
Ejercicio 1.
Versién 1: Sea f(z) = sen (log (3z + eg(x))), donde g es una funcién derivable en x = 1/4 . Se sabe

que g(1/4) =log(1/4) y que ¢’(1/4) = 12. Calcular f'(1/4).
Por la regla de la cadena multiples veces se tiene que

/. cos(log(3x + e9(®))) (@)
) = LI 3+ e (@)
en los x donde g es derivable. Ahora hay que evaluar en x = 1/4, recordando que elog(1/4) — 1 /4 se
tiene
log(1)) 12
1174 — cos( 12,
rayy = R0 54 22 — 6

Versién 2: Sea f(z) = /arctan(2z) + (g(z))2, donde g es una funcién derivable en x = 0. Se sabe

que g(0) = =1y que ¢’(0) = —3. Calcular f/(0).

Por la regla de la cadena multiples veces se tiene que

_ ! <
2+/arctan(z) + g(z)2 \1+ (2z)

en los x donde g es derivable. Ahora hay que evaluar en z = 0, usando que arctan(0) = 0 tenemos

7() 2+aaw¢uﬁ

que
N
£/0) = 5om 2+ 2(-1)(-8)) =4
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Versién 3: Sea f(z) = earesen(1=2)+cos(9(#)) " donde ¢ es una funcién derivable en # = 1. Se sabe que

g(1) =m/2 y que ¢'(1) = —13. Calcular f(1).
Por la regla de la cadena multiples veces se tiene que

in(1—x)+cos(g(x -1 .
f!(w) = erresiniza)teosly(@)) ( = — Sln(g(l’))gl(l’)>

1—(1—x)
1
V1—22

en los z donde g es derivable. En este cdlculo se uso que la derivada de arcsin(z) es

1 (\_/% - sin(w/2)(—13)> — 12

Evaluando en © = 1 se tiene

Ejercicio 2.

Versiéon 1: Hallar L € R que hace que la siguiente afirmacién sea cierta: Para todo ¢ > 0 existe d > 0

2
tal que si |h| < &, entonces ‘% 11 2 h bg(l Dt — L| < e.

x 2log(1—t)
0 ¢ T1=
L por lo tanto L = F'(1 — €2). Usando el teorema fundamental

F(1—e?+h)—F(1—e?) _
. =

Si denotamos por F(z) = dt entonces lo que se pide es equivalente a limy,_,q

, log(1 — (1 —¢?
L=F(1-¢)=¢ gl(— (1(_62> ) = log(e?) =2

Versién 2: Sea arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] la funcién inversa del seno. Hallar L € R que hace que

la siguiente afirmacién sea cierta:

—5+h
ff arcsen(t) dt—L| <e
V2

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que si |h| < §, entonces % 2

fﬂﬁ 8 arcsint
0w 2

L. Entonces F’ <7> = L, por el teorema fundamental se tiene

Denotando por F(x dt entonces lo que se pide es equivalente a limy,_,g ﬂf =

. 1
1 Sal“csmﬁ 8
LZF'() e

Vel (g)

Versién 3: Hallar L € R que hace que la siguiente afirmacion sea cierta: Para todo € > 0 existe § > 0

=4

NTENESE]

tal que si |h| < &, entonces f3+h t2it+ — L‘ <e.
g F(3+h)~F(3) _
i denotamos por F'(x fo m dt, entonces lo que se pide es equivalente a limy,_,o ———— =

L por lo tanto L = F’ (3). Usando el teorema fundamental

V13 3 B
3 V1+3+32

L=F'(3) =
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Ejercicio 3.

Para solucionar el problema debe moverse el deslizador hasta lograr que la pendiende del segmento
AB sea igual a la pendiente de la recta tangente.
Versién 1: ¢ = -0.27; Version 2: ¢ = 1.49; Version 3: ¢ = 1.69.

Ejercicio 4.

Version 1: Se pide hallar la recta tangente en a = 2. Moviendo el deslizador de la figura hasta a = 2
se obtiene que f(2) = —1y f'(2) = —0.5. Entonces la recta tangente es g(z) = —0.5(x — 2) — 1 por lo
tanto g(—4) = 2.

Version 2: Se pide hallar la recta tangente en ¢ = —1. Moviendo el deslizador de la figura hasta
a = —1 se obtiene f(—1) =0y f/(—1) = 1.57. Entonces la recta tangente es g(z) = 1.57(z + 1). Se
tiene ¢(100/157 — 1) = 1.

Version 3: Se pide hallar la recta tangente en a = 1. Moviendo el deslizador de la figura hasta a = 1
se obtiene que f(1) =2y f'(1) = —2.33. Entonces la recta tangente es g(z) = —2.33(x — 1) + 2. Se
tiene que ¢(500/233 — 1) = —3.

Ejercicios de Miiltiple Opciéon
MO1:

Versién 1: Sea

3224+ ar+1 siz<0
f(z) = N .
—fe siz>0

Vamos a definir las funciones g(z) = 322 + az + 1 Vo € Ry h(z) = —Be* Va € R que son continuas y
derivables en todo R.

Para que f(z) sea derivable, sabemos que tiene que ser continua en x = 0, ya que si no es continua
no es derivable.

Continuidad:

Se debe cumplir que:

lim f(z) = lim f(z)= f(0)

z—0~ z—0t

Para x — 0~ se tiene que:

lim f(z)= lim g(z) =9¢(0)=1

z—0~ rz—0~

Para z — 07 se tiene que:

lim f(x) = lim h(z) = h(0) = f(0) = -p

z—0t z—0+



Por lo tanto para que sea continua § = —1.

Derivabilidad:
Para que sea derivable debe existir el cociente incremental

Lo 1) = 1(0)

z—0 z—0
Para esto deben existir los limites laterales y coincidir. Como en la parte anterior usaremos a g(z) y

h(z).

Cf@ -0 g —g0)
x1i>r([)1* W N ;L’lif(r)l* z—0 -9 (0)
g'(x) = 6z + «, por lo tanto ¢'(0) = a.
lim M — lim M = 1'(0)
z—0t z—0 z—07+ x—0

B (xz) = —Be*, por lo tanto h'(0) = —f.
Por lo tanto o = —f3, de donde a = 1.

Version 2: Sea

@) 202 —axr+4 siz<O0
:L' =
Be* siz>0

Siguiendo el mismo razonamiento que la versién anterior, sean g(r) = 222 — ax + 4 y h(z) = Be”.

Continuidad:
g(0) =h(0) <= 4=5

Derivabilidad:
g (z) =4z —ay W(z) = Be”, por lo tanto ¢'(0) = H'(0) <= —a = <— a= -4

Versién 3: Sea

24ar+2 siz<0
flz) = . .
Be siz >0

Siguiendo el mismo razonamiento que la versién anterior, sean g(z) = 2% + az + 2 y h(z) = fe®.

Continuidad:
9(0) = h(0) <= 2= 7

Derivabilidad:
J () =2x 4+ ay W (x) = Be*, por lo tanto ¢'(0) = h'(0) <= a= < a=2.
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MO2:
Version 1

La medida de la hipotenusa en funcién de a es:

h(a) = a2+ (4 —a)? = (2a*> — 8a + 16)'/2 y por lo tanto la funcién a minimizar. Para ello la
derivaremos y hallaremos las raices de la derivada.

W(a) = 1(2a® — 8a + 16)71/%(4a — 8)

Como (2a% — 8a + 16)7'/2 > 0 Va, el signo de h'(a) es el signo de 4a — 8, que tiene rafz en 2 y es
positivo a la derecha del 2 (por lo tanto h(a) creciente) y negativo a la izquierda, (por lo tanto h(a)
decreciente). O sea que h(a) tiene un minimo en a = 2 y h(a) = V/8.

Version 2

La medida de la hipotenusa en funcién de a es:

h(a) = /a2 + (6 —a)? = (2a® — 12a + 36)'/2 y por lo tanto la funcién a minimizar. Para ello la
derivaremos y hallaremos las raices de la derivada.

W(a) = 1(2a® — 12a + 36)71/%(4a — 12)

Como (2a® — 12a + 36)~'/2 > 0 Va, el signo de h'(a) es el signo de 4a — 12, que tiene raiz en 3 y es
positivo a la derecha del 3 (por lo tanto h(a) creciente) y negativo a la izquierda, (por lo tanto h(a)
decreciente). O sea que h(a) tiene un minimo en a = 3 y h(3) = V/18.

Version 3

La medida de la hipotenusa en funcién de a es:

h(a) = v/a? + (8 — a)? = (2a® — 16a + 64)/2 y por lo tanto la funcién a minimizar. Para ello la
derivaremos y hallaremos las raices de la derivada.

W(a) = 1(2a® — 16a + 64)71/%(4a — 16)

Como (2a% — 16a 4 64)~1/2 > 0 Va, el signo de h/(a) es el signo de 4a — 16, que tiene raiz en 4 y es
positivo a la derecha del 4 (por lo tanto h(a) creciente) y negativo a la izquierda, (por lo tanto h(a)
decreciente). O sea que h(a) tiene un minimo en a = 4 y h(4) = v/32.



MO3:

Versién 1:

sin(x)
F(z) = / eI g (t)dt
0

usando la férmula de sustitucién o cambio de variable en la ltima integral se tiene que u = g(t),
du = ¢'(t)dt de donde se deduce que

g(sin(z)) .
F(l‘) _ / edu — 6u|gg(s)1)n(:p)) _ eg(sen(:v)) —1,
9(0)

ya que g(0) = 0.

Versién 2:

sin(z)
F(z) = / MR/ (4)dt
0

usando la férmula de sustitucién o cambio de variable en la tltima integral se tiene que u = h(t),
du = I (t)dt de donde se deduce que

h(sin(z)) )
F(z) = / el — eu"ll(sm(ff)) — hlsen(z)) _ e,
h(0)
va que h(0) = 1.

Versién 3:

cos(x)
F(z) = / eIV g (t)dt
0

usando la férmula de sustitucién o cambio de variable en la ultima integral se tiene que u = g(t),
du = ¢'(t)dt de donde se deduce que

g(cos(z))
F(x) _ / eldu — 6u‘g(cos(ac)) _ eg(cos(x)) —1,
9(0)

ya que g(0) = 0.
MO4:

Versién 1:

entonces

Calculando la derivada primera

W(x) = (ve”) g(x) + (ze”)g'(z) = (" + we")g(x) + (xe”)g (z) = e"g(z) + (ze”)(g(x) + ¢'(2))
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evaluando en 0 se tiene que h(0) = g(0). Volvemos a derivar para calcular la derivada segunda
h'(x) = e*g(z) + g (x) + (ze”) (9(x) + ¢'(2)) + (we”)(¢'(x) + ¢"(2)) = €g(z) + "¢’ (x) + (¥ +
ze®)(g(w) + ¢'(2)) + (ze®) (g (x) + ¢"(x)) = ve(g(z) + 29 (z) + ¢"(v)) + €2(g(z) + ¢'(x)) evaluando
de donde el polinomio de Taylor deorden 2 de f en 0 es

en 0 se tiene que h(0) = 2(g(0) + ¢'(0))
p(x) = g(0)x + (9(0) + ¢'(0))a
Version 2:
h(z) = 2ze*g(x)
entonces
h(0) =0

Calculando la derivada primera

W (x) = (2ze")'g(x) + (2ze”)g () = 2((e” + ze")g(z) + (xe")g'(z)) = 2(e"g(x) + (xe")(g(x) + ¢'(2)))

evaluando en 0 se tiene que h(0) = 2¢(0). Volvemos a derivar para calcular la derivada segunda

W'(x) = 2(e*g(x) + eg'(x) + (ze”) (9(x) + g'(x)) + (ze”) (¢ (x) + 9" (2))) = 2(e"g(z) + g () + (" +

ze”)(g(x)+9'(x))+ (ze”) (g (2) + 9" (2))) = 2(ze”(9(2) +29'(z) +¢"(x)) +€"2(g(x) + ¢'(x))) evaluando

en 0 se tiene que h(0) = 4(g(0) + ¢’(0)) de donde el polinomio de Taylor deorden 2 de f en 0 es
p(z) = 2g(0)a + 2(9(0) + ¢'(0))*

Versién 3:

entonces

Calculando la derivada primera

W(x) = (—ze”)'g(z) + (—2e")g(x) = —(e" + 2e")g(x) — (ze”)g (2) = —e"g(x) — (ze")(9(2) + ¢'(x))
evaluando en 0 se tiene que h(0) = —g(0). Volvemos a derivar para calcular la derivada segunda

h
W'(x) = —(e"g(x) + "' (2) + (ze”) (9(x) + ¢'(x)) + (ze®)(g'(x) + g"(x))) = —(eg(x) + " (x) + (" +
ze®)(g(x)+9'(x)) + (ze”) (g (x) +9"())) = —(ze®(g(2) +2¢'(x) +9"(x)) +e"2(g(x) +¢'(x))) evaluando
en 0 se tiene que h(0) = —2(g(0) + ¢’(0)) de donde el polinomio de Taylor deorden 2 de f en 0 es
) =

—9(0)z = (9(0) + ¢'(0))2

p(z



Ejercicio de desarrollo

Versién 1
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A4

(1)
(2) f es continua en el intervalo (—oo,1) y en el intervalo (1,400). Entonces f es continua a
trozos y por lo tanto integrable.
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A\ 4

(3)
(4) Como el limite de f en +oo vale +00 , entonces, en particular, existe b € (1,+00) tal que
f(b) > 0. Sea f : [1,b] = R definida como:
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F1) = lim, e f(2) v fl@) = fla) si @ € (1,8,

Entonces, f es continua en [1,0], f(1) <0y f(b) > 0. Por el teorema de Bolzano podemos
entonces afirmar que existe xg € (1,b) tal que f(xo) = 0 . Entonces f(xg) = 0.
Por el teorema fundamental F'(zg) = f(zo) = 0. Entonces xy es un cero de F’. Ademds el
signo de F’ coincide con el signo de f . Para valores mayores a xg ese signo es positivo y
para valores menores a xg el signo es negativo. Por lo tanto F' presenta un minimo relativo

en el punto xg.

Versién 2
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7R A o

(1)
(2) f es continua en el intervalo (—oo,27) y en el intervalo (2, +00). Entonces f es continua a
trozos y por lo tanto integrable .
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]
to T T o7 10

3)

(4) f es continua en [0,27], f(0) < 0y f(b) > 0. Por el teorema de Bolzano podemos entonces
afirmar que existe xg € (0,27) tal que f(z9) =0 .
Por el teorema fundamental F'(xo) = f(z0) = 0. Entonces zg es un cero de F’. Ademds el
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signo de F’ coincide con el signo de f . Para valores mayores a z( ese signo es positivo y
para valores menores a xg el signo es negativo. Por lo tanto F' presenta un minimo relativo
en el punto xg.

Versién 3



16

A0

(1)
(2) f es continua en el intervalo (—oo,0) y en el intervalo (0,400). Entonces f es continua a
trozos y por lo tanto integrable.
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\'g

(3)
(4) Como el limite de f en 400 vale —2 | entonces, en particular, existe b € (0,400) tal que
f(b) <0. Sea f : [1,b] = R definida como:
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F(0) = lim, o+ f(2) y f(x) = f(z) siz € (0,0].

Entonces, f es continua en [0,0], f(0) > 0y f(b) < 0. Por el teorema de Bolzano podemos
entonces afirmar que existe xg € (0,b) tal que f(xo) = 0 . Entonces f(xg) = 0.
Por el teorema fundamental F'(zg) = f(zo) = 0. Entonces xy es un cero de F’. Ademds el
signo de F’ coincide con el signo de f . Para valores menores a xg ese signo es positivo y
para valores mayores a xg el signo es negativo. Por lo tanto F' presenta un méximo relativo

en el punto xg.



