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Practico Semana 4

1. Numero real

a) Probar que V2 y V3 son irracionales. sPor qué esto no se aplica a V42

b) Seanae Qyb e R\ Q. Probar que a+b ¢ Q. ;Se puede decir lo mismo de ab?

c) Dé ejemplos de pares de nimeros irracionales (digamos 4, b) tal que a+ by ab sean racionales.
)

d) Probar que dados x,p € R tales que x < p existe z € IR con x < z < y. Repetir esta parte para x,y,z € Q.

2. Demuestre que si x = p + /g donde p,q son racionales entonces dado m € IN existen a,b € Q tal que
" =a+b+/fq.
Demuestre ademds que (p —+/q)" = a - b+/g.

3. Representar los siguientes conjuntos en R, ademds hallar supremo e infimo y estudiar si son maximos o
minimos.
o) L1 b (25 o (26 4 [-10-2) ¢ [0,0]

f 251001] g [FL1N©2) B [05\(1L2) i) [1,2]\(1,2)
) L2034 K ([L21U[34DN[03] 1) [1,2]U([3,4]n[0,3])

4. Hallar supremo e infimo de los siguientes conjuntos y estudiar si son maximos o minimos respectiva-
mente.

a) {x eR:x= cos(%)} b) {6 :cos(0)=sin(0)} c) {6 €]0,2m]: cos(B) < sin(O)}

d) {erR x <3} e) {xeR":(x-1)(x-2)<0} f) {erR:3x+2120}

¢ (1) :ineN) ) {(_71)11611\1}

i) [0,1\Q j) [L2]nQ k) {x:x*’+x-1<0}NQ

a) Primer parcial, primer semestre 2014, MO
Sea A=A, UA,, donde:

1 1
AIZ{ —1:?121},A2:{—+131’121}
2n

2n-1
Entonces:
(A) sup(A)=2, 1nf( )=
(B) max(A) = 7 f(A)
(C) sup(A) = % inf(A) = —1 pero A no tiene maximo ni m{nimo.
(D) sup(A) = % f(A) = —1; A tiene méximo pero no tiene minimo.



(E) sup(A) = 2,1nf( ) =—1; A tiene minimo pero no tiene méaximo.
b) Primer parcial, segundo semestre 2014, MO
SeaA=A;UA,, donde, A1 =[0,1]\Qy A, = {x €R:x=cos(ng),neN,n> 0}

(A) sup(A)=1 e inf(A) = -1; A tiene minimo pero no tiene maximo.
(B) sup(A)=1 e inf(A) = -1; A tiene méaximo pero no tiene minimo.
(C) sup(A)=1einf(A)=-1 pero A pero no tiene maximo ni minimo.
(D) sup(A) =2einf(A)=

(E) max(A)=1y mm(A) =-1.

6. Consecuencias basicas de la definicién de supremo
a) Probar que el axioma de completitud (existencia de supremo para conjuntos acotados superiormen-
te) es equivalente a la propiedad “todo conjunto acotado inferiormente tiene infimo”.
b) Sea A un conjunto no vacio, acotado superiormente y a = sup(A). Probar que para todo 6 > 0, existe
as€Atalque a—d<as<a.

7. Sea A = { ‘ne 1N+} Probar que A estéd acotado inferiormente. Notemos « al infimo de A.

a) Verificar que a > 0.
b) Verificar que si @ es una cota inferior entonces 2 también lo es.

c¢) Deducir que a = 0. Deducir que para todo x > 0 existe n € IN tal que x > %
8. A partir del ejercicio anterior se pueden deducir algunas propiedades.

a) Probar que IN no estd acotado superiormente. Deduzca que para x € IR, existen m y n enteros, tales
que m < x < n.

b) Dado xy € R" definimos el conjunto A, como A, ={x€ R:x = %" paran € IN*}. Probar que
inf(Ay,) = 0.
Deducir que para cualquier par de puntos x,y € R tal que x <y existe ze R\ Q tal que x <z <.

9. Primer parcial, primer semestre 2016, MO

SeaA:{%:0<m<n,m,ne]N}
a) A esta acotado superiormente, tiene supremo, pero no maximo.
b) A no esta acotado superiormente, por lo tanto no tiene supremo.

c) A tiene supremo, que es maximo.
d) A no esta acotado superiormente, no tiene maximo, pero tiene supremo.

e) A estd acotado superiormente, pero no tiene supremo.

10. Sean A,BC Rnovaciosy a € R, se define aA={aa:acA}yA+B={a+b:acAbeB}.

a) 1) Si Ac By Besacotado demostrar que inf(B) < in ( ) < sup(A) < sup(B).

2) Dar un ejemplo donde A C B, B acotado e inf(B) = inf(A) < sup(A) < sup(B).
b) 1) Sia<b,VaeAyVbe B, demostrar que sup(A) < inf(B).

2) Dar un ejemplo donde a <b,Vaec Ay Vb e B, y sup(A) = inf(B).
c) 1) Probar que si Ay B son acotados entonces inf(A + B) = inf(A) + inf(B) y sup(A + B) = sup(A) +
sup(B).

2) SiA=(0,2]y C =(0,3], encontrar un conjunto B tal que A+ B = C. Verificar con estos conjuntos

Ay Blas igualdades demostradas en el item anterior.

d) 1) Probar que si A es acotado y a > 0 entonces sup(aA) = asup(A) e inf(aA) = ainf(A).

2) Probar que si A es acotado y & < 0 entonces sup(aA) = ainf(A) e inf(aA) = asup(A).



Funciones reales

. Sea f : R — R la funcién definida por f(x) = sup{n € Z: n < x}, es decir el mayor entero menor o igual a

X.

Bosquejar las funciones

a) f(x) b)) Ax)=x=f(x) o fHHx)=vVAK) d) f(x)=fx)+f(x)

1 1
o fw=f(z) H A=

X

. Sean f,g: R — R funciones tales que los conjuntos {f(x) : x € R} y {g(x) : x € R} estdan acotados.

Fijo un intervalo [a,b] C R, probar que
sup{(f +g)(x): x €[a,b]} < sup{f(x): x € [a,b]} +sup{g(x): x €[a,b]}
inf{(f + g)(x) : x € [a,b]} > inf{f (x) : x € [a, b]} + Inf{g(x) : x € [a, D]}

Dar un ejemplo de una funcién f : [a,b] — R tal que Im(f) = {f(x) : x € [a,b]} esté acotado y f(x) <
sup(Im(f)) para todo x € [a, ]

. Funciones lipchizianas

Una funcién f : R — R se dice lipchiziana si existe un K € R tal que [f(x) - f(y)| < K|x — y| para todo par
x,v € R. Bosquejar las siguientes funciones y determinar cudles son lipchizianas.

a) fx)=x b f)=k o f)=x> d) f(x)=lx

e) Probar que si f,g : R — IR funciones lipchizianas entonces f og, f + g son lipchizianas. Estudiar
qué ocurre con fg.

f) Interpretar geométricamente la condicién de que f sea lipchiziana.

. Funciones crecientes

Dada una funcién f : R — R decimos que f es creciente si f(x) < f(y) para todo par de reales x < y.
Decimos que f : R — R es estrictamente creciente si f(x) < f(y) para todo par x,y € R tal que x <.

Una funcién f : R — R es decreciente si f(x) > f(y) para todo par de reales x < y. Decimos que f : R - R
es estrictamente decreciente si f(x) > f(y) para todo par x,y € R tal que x <.

a) Verificar que si f es estrictamente creciente entonces es creciente. Dé un ejemplo de una funcién
creciente y no estrictamente creciente.

b) Dadas las funciones f; con las siguientes graficas determinar cudles son crecientes, decrecientes,
estrictamentes crecientes, estrictamentes decrecientes o ninguna de estas.



f1 e fs

c) Probar quesi f,g: R — IR son estrictamente crecientess entonces f o gy go f también lo son.

d) Sean f : R — R una funcién creciente, y a,b e R tal que a < b,
Probar que el conjunto {f(x) : x € [4,b]} estd acotado y ademas sup{f(x): x € [4,b]} = f ().
Probar que se cumplen las siguientes desigualdades.

sup{f(x):x <a} < f(a) <inf{f(x): x> a}
Dé ejemplos donde las desigualdades sean estrictas.

5. Morfismos de Cuerpos

En este ejercicio se estudiard qué funciones f : R — IR, no nulas, verifican las siguientes propiedades

fx+y)=fx+y), fxy) = f()f () (1)
En cada paso mencionar qué propiedad o parte anterior se uso.

a) Probar que f(0)=0.
b) Probar que f(1)=1.
c¢) Para n €N calcular f(n).

)
)
)
d) Para p,q € Z, con g # 0 calcular f(%)
e) Probar que f(a?) > 0. Deducir que f(a) > 0 para todo a > 0.
f) Probar que f es estrictamente creciente, esto es, que si a < b, entonces f(a) < f(b).
)

g) Dado x € R, probar que los conjuntos {f(a): x <a,a€ Q}y {f(a): a < x,a € Q} estan acotados inferior
y superiormente respectivamente.

Probar que sup{f(a):a<x,ae€Q} < f(x) <inf{f(a):a<x,aecQ}

h) Verificar que para x € R se cumple que sup{f(a): a < x,a € Q} =inf{f(a) : a <x,a € Q}. Deducir que
f(x)=x,VxeR

i) Dar funciones distintas de la identidad que cumplan una de las propiedades pero no la otra.



6. Definicién funcién potencia
En este ejercicio se definira la funcidn f(x) = 2* y se probaran las propiedades basicas de la potencia.

a) Definimos f; : N — R por induccién como

= i(1)=2
v filn+1)=2fi(n),VnelN
1) Probar que f(n+m)= f(n)f(m) para todo par n,m € N
2) Probar que la funcién f; es estrictamente creciente y Im(f;) no estd acotada
b) Para definir la funcién en los enteros simplemente invertimos. Sea f, : Z — R definida por
filn) sinelN
={ 1 sin=0

1 .
m si—nelN

1) Probar que fr(n+m) = fr(n)fo(m),Vn,meZ
2) Probar que la funcién f, es creciente

fa(n)

¢) Veamos ahora cémo definir f en Q, surge asi el problema de cémo definir, por ejemplo 2%,
Sea f3 : Q — IR definida de la siguiente forma: dado ;—) fraccién irreducible f3 (%) =supfy e R:y7<
f(p)}-
1) Verificar que la funcién f; es una extensién de f,, es decir f,(n) = f3(n), Vn e Z.
2) Probar que f3(x+y) = f3(x)f3(»)
3) Probar que la funcién f; es creciente
d) Estamos ahora en condiciones de definir f como funcién real
Sea f : R — R definida por

f(x)=sup{yeR:y= f3(z) tal que z < x}

1) Verificar la que funcién f esta bien definida.
2) Probar que la funcién f es una extension de f3, es decir f(x) = f3(x), Vx € Q
3) Probar que la funcién f es creciente
4) Probar que f(x+y) = f(x)f(y)
5) Probar que dado a € R se cumplen las igualdades sup{f(x) : x <a} = f(a) = inf{f (x) : x > a}
e) Verificar que la definicién se puede adaptar a cualquier base. Explique qué cambiaria para definir
3%.
f) Dadas f,g: R — R definidas por f(x) = a* y g(x) = b* probar que f(x)g(x) = (ab)*.

3. Aplicaciones

1. Aislantes
Mida las pendientes de la siguiente figura para estudiar el cambio de temperatura, en grados Fahrenheit
por pulgada, para estos aislantes.

a) tablero de yeso b) fibra de vidrio ¢) revestimiento de madera
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d) De acuerdo con la figura, ;cudl es el mejor aislante? ;Cudl es el peor? Explique.

2. Sevierte agua en la jarra de la imagen a una velocidad constante hasta llenarla. La capacidad de la misma
esde 1,51

Sea H(t) la altura del agua dentro de la jarra en el tiempo ¢, digamos ademds que la jarra estaba vacia, es
decir H(0) =0

Bosquejar la funciéon H(t).

Suponga que se desea hacer marcas que indiquen la capacidad cada 0,2 1.;Estarian todas las lineas a la
misma distancia?

. Ley de Torricelli

Un tanque contiene 50 1 de agua, que se descargan por una fuga en el fondo, haciendo que el tanque se
vacie en 20 minutos. La rapidez con la que sale agua del tanque varia con el tiempo, cuando el tanque
estd lleno, hay mayor presion sobre el fondo por lo que se descarga mas rapido.

La Ley de Torricelli da el volumen de agua restante en el tanque después de t minutos, y esta expresién
2
estéd dada por V(t) = 50(1 - %) )

a) Calcular V(0) y V(20). ;Coincide con los valores esperados?

b) sCual es el dominio efectivo de la funcién V'?, esto es, ;para qué valores de f la expresion algebraica
responde al modelo?

¢) Grafique V en su dominio.



