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Estructuras

Def 2.2.1 [estructura]

Una estructura es una secuencia ordenada
M=<A,R,,..R F,,..F_ {c|iel}>

tal que:

« A esun conjunto no vacio, ( Notacion: A =|M|)

 R,,...R, son relaciones sobre A (n=0)

* F,,...F_ son funciones en A (m=0)

* ¢ (1€l) son elementos distinguidos de A

Ejemplos:
— < N,Par,<,+,*, 0,1> naturales
— <N,<> CPO de los naturales
—<Z,+, -, 0> grupo de los enteros
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Tipo de Stmilaridad

Def 2.2.2 [tipo de similaridad de una estructura]

El tipo de similaridad de <A, R,,...R , F,...F_, {c,|1 € I}>esuna
secuencia <ry,...,I; a,...,a.; k> tal que:

— R, cA" (1<i<n y r;20)

- F:AY > A(1<)<n ya 20)

— k=|{c; |1 el}| (el cardinal del conjunto {c, |1 € 1} )

Ejemplos:

< N,Par,<,+,*,0,1> tiene tipo <1,2 ; 2,2 ; 2>
<N, <> tiene tipo<2; -;0>
<Z,+ -,0> tiene tipo <-; 2,1 ;1>
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Alfabeto de Primer Orden

Def [alfabeto de un lenguaje de primer orden]

Un alfabeto para un lenguaje de primer orden de tipo
<ry,...,0; a,...,a,,; kK> consiste de los siguientes

N
simbolos:

— Simbolos de relacion: P,,P,,...,P ,=F

— Simbolos de funcion: f, .0 ,..., 1,

— Simbolos de constantes: ¢, talqueiely|I|=k
— Variables: X15 Xgy X35

— Conectivos : —, <, 1, AV, L

— Cuantificadores: v,

— Auxiliares : (),
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Terminos

* Sea A un alfabeto P,...P_f,...f_,c. (1€]) de tipo
<ry...r;;a,...a;k>
Def 2.3.1 [términos de un lenguaje de primer orden]

* El conjunto TERM, de los términos del lenguaje de
primer orden con alfabeto A se define inductivamente
por:

1) x, € TERM, (1 eN)
11) ¢, € TERM, (1€l)
ii1) si t,... t, € TERM,, entonces f. (t,,..t,,) € TERM,
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Formulas

k>

m?

* Sea A un alfabeto P,...P_.f,...t_,c. (1€l) de tipo <r,...r;a,...a
Def 2.3.2 [FORM]

* El conjunto FORM, de las formulas del lenguaje de primer orden
con alfabeto A se define inductivamente por:

1) LeFORM,
11) St t,...t; e TERM,, entonces P; (t;...t;) EFORM,
1) S1 t, t, eTERM,, entonces t,=°t,e FORM,

1v) St a, B € FORM, entonces (aof3) € FORM, para o €{—, <,
ALV}

v) St a € FORM, entonces (— a) € FORM,
vi) Si a € FORM, entonces ((Vx,)a) y ((Ix,)a)FORM ,
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Ejemplos de Términos y
Formulas

Sea A un alfabeto P,,P,.f,,f,,c,,c, de tipo <1,2; 1,2; 2 >
* £,(c(,X4) € TERM,?

* fi(c,x4) € TERM,?

(VX)) Py(t(x),¢)))>((3x,) Pi(X;)) € FORM,?
((3x;) 15(xy, ¢)) € FORM, ?

(VX P(x, ¢;)) € FORM, ?

* ((3x)) ((3xy) ((3x3) P5(Xy, X5, X3)))) € FORM,?

1110JO!!!
iNo confundir simbolo de predicado y simbolo de funcion!
f,(x,, ¢,) € TERM y P(x,) € FORM
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Reglas de parentizacion

» Para simplificar la escritura de las formulas,
omitimos ciertos parentesis:

— Las reglas de precedencia de conectivos son las
mismas que para PROP

— Conectivos de 1gual precedencia se asocian a la
derecha

— Cuantificadores: el V y el 3 tienen 1gual precedencia
que el —
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Reglas de Parentizacion:
ejemplos

Atencion: No confundir las siguientes formulas
(Vx)(a—=>p) y  (Vx)a—=>P

@x)a—=>p) ¥y  (Ex)a—-p

Ejemplo: Parentizar la siguiente expresion:
(Vx) P,x) AL — 1lv =P(x)
(Vx) P.x)Al—> Lv =P((x)
(VX)) Pix)AL)—=> Lv =Pi(x)
(V) Pix)AL)—> Lv (=P(x)
(VX)) Pi(x) A L) = (Lv (=Pi((x)
(V) Pi(x) A L) > (Lv (=P(x)
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Var, Const, AT

* Sea A un alfabeto P,...P_f,...f_,c. (1€]) de tipo
<r;...r;a;...a.:;k>

Def [Var]

*  Var es el conjunto de las variables de ({x/ieN}).

Det [Const, |

 Const, es el conjunto de los simbolos de constante de A
(iciiel}).

Def [formulas atomicas, AT , ]

° AT, es el conjunto de formulas de FORM, que se
obtienen con las clausulas base ( L, P; (t;,....t;), t;="t,).
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Principio de Induccion Primitiva
para TERM

* Sea A un alfabeto P,...P_1,...1_.c. (1€l) de tipo
<ty...r;a;...a,.:k >
Lema 2.3.3 [principio de induccion para TERM ]
Sea P una propiedad sobre TERM,.
e S1se cumple:
i) P(x) para todo x e Var.
ii) P(c) para todo ceConst,.
iii) si P(t,)...P(t,) entonces P(f, (t,,..t,.)) paratodo 1 <i<m
Entonces para todo te TERM , se cumple P(t)
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Principio de Induccion Primitiva
para FORM

Sea A un alfabeto P,...P_.1,...1_.c, (1€]) de tipo
<ry...r;;a;...a,;k>
Lema 2.3.4 [principio de induccion para FORM, |
Sea P una propiedad sobre FORM,.
* Si1se cumple:
i) P(a) para todo o atdbmico.
ii) si P(a) y P(PB) entonces P(a0f) (O € {—, <>, A,V})
ii1) si P(a) entonces P(—a)
iv) si P(a) entonces P((Vx)a) y P((3x)a) para todo
xeVar.
Entonces para todo oo eFORM, se cumple P(a)
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Alcance de cuantificadores

Def [alcance o radio de accion]

 El alcance del cuantificador Vx en la formula
((Vx)a) es la formula a.

* El alcance del cuantificador dx en la formula
((dx)a) es la formula a.

(VX1)—> (sz)
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Variables Libres y Ligadas

Def [ocurrencias libres y ligadas]

« Una ocurrencia de una variable x en o es ligada s1 se
encuentra bajo alcance de un cuantificador (Vx) o (3x), o
s1 es la variable de un cuantificador (Vx) o (3x).

 Siuna ocurrencia de una variable x no es ligada en o en
se dice que es una ocurrencia libre.,

Def [variables libres y ligadas]

« Una variable x es ligada en a s1 x tiene alguna
ocurrencia ligada en a. Una variable x es libre en a0 s1 x
tiene alguna ocurrencia libre en o.
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Ocurrencias Libres y Ligadas
Ejemplos

() Pif)) = (¥33) Pofsho

Ocurrencia ligada

Ocurrencia libre

(Vxy) Py(c))

Ocurrencia ligada
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Variables Libres y Ligadas
Ejemplo

Sea o = (VX)) Py(x)) = (V) Py(X},X,)

* X, tiene 2 ocurrencias ligadas en o
— entonces X, es ligada en a

* X, tiene 1 ocurrencia libre en a
— entonces X, es libre en a

Obs:

— una ocurrencia de variable en una formula es o bien libre o bien
ligada (jno ambas!)

— una variable puede ser libre y ligada en una misma formula
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Esquema de Recursion Primitiva
para lTerm

* Sea A un alfabeto P,...P_.1,...f ,c; (1€]) de tipo
<ry...r;;a;...a_;k>
Lema [esquema de recursion primitiva para TERM , |
e Sean las siguientes funciones:
— H,: Var U Const,—B
—H. : (TERM x B)* 5B ,coni € {1,...,m}
Entonces existe una unica funcion F:TERM , —B tal que:
— F(t) = H,(t) sit e Var UConst,
— F(f; (t,,...,t;) = H; (t;, F(t), ...t F(ty))
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Esquema de Recursion Primitiva
para FORM

S¢a A un altabeto ©,...F ,1;...1_,C; (1€l) de tipo <ry...r;a;...2 ;K>

Lema [esquema de recursion primitiva para FORM 4|
Sean las siguientes funciones:

H,: AT, —B

H_: (FORM, x B)? 5B (0 e{—, <, A,V})

H :FORM,xB —>B

H,, Hy: Var, X FORM, xB —> B
Entonces, existe una unica funcion F:FORM, —B tal que

F(a) = H (o) sia e AT,
Flaop) = Hy(a, F(a), B,F(P)) (O €{—=, <>, AV})
F(—a) = H_ (o, F(a))

F(Vx)a) = H, (x, a, F(a))
F((3x)a) = Hy (x, a, F(a))
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Variables de un Término

Sea A un alfabeto P,...P_.t,...1_.c. (1€l) de tipo
<ty...r;;a;...a:k>

Def 2.3.6 [conj. de variables (libres) de un
termino|

Definimos FV :TERM, — @A Var) recursivamente
en TERM,:

FV(xX)={x} si1x e Var
FV(c)=9O
FV(L. (t,,....,t,)) =FV(t) U ... U FV(t,).
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Variables de una Formula

Def 2.3.7 [conj. de variables libres de una formula]

* Definimos FV:FORM, — P(Var) recursivamente en
FORM ,:

-~ FV () =

— FV(P; (t,,.. trJ)) = FV(t) v ..., UFV(ty)

— FV(t, =t,) = FV(t) v FV(tz)

— FV(aOp) = FV(o)) UFV(B) (O €{—, <>, AV})
— FV(=a) = FV(a)

— FV((Vx)o) =FV(@x)aa) =FV(a) - {x }

Ejercicio: Definir recursivamente en FORM, la funcion
BV:FORM, — P(Var) que calcula el conjunto de
variables ligadas de una formula
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Terminos y Formulas Cerrados

* Sea A un alfabeto P,...P_f,...f_,c. (1€]) de tipo
<ry...r;;a;...a_;k>

Def 2.3.8 [términos y formulas cerradas]

e Un término t es cerrado siFV(t)=J .

e Una férmula a es cerrada s1 FV(a) = &©. También se
dice en este caso que o €s una sentencia.

 Una formula o es abierta s1 no tiene cuantificadores.

Notacion:
TERMc, = {t e TERM, | t es cerrado}
SENT, = {a € FORM, | a es cerrada }
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Sustituciones en TERM y en
FORM

* Sea A un alfabeto P,...P_f,...f_,c. (1€]) de tipo
<r;...r;a;...a.:;k>

Def 2.3.9 [sustitucion de términos en términos]

* Sean s,t eTERM, y x; € VAR. Definimos s[t/x;] del
siguiente modo:

| AP
LoX; [t/x] = S
X; S11#]

11 ¢ [t/x;] = ¢,
L fi(ty,..., t;) [t/Xj] - f(tl[t/Xj]a"'9 tai[t/Xj])
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Sustitucion de Variables Libres
por Terminos en Formulas (1)

Sea A un alfabeto P,...P_.f,...f_,c.(1€l) de tipo<r,...r;a,...a_;k>
Def 2.3.10 [sustitucion de términos en formulas]
Seat eTERM, , x,e VAR y aeFORM,,.

Definimos a[t/x] del siguiente modo:
L L[tx]=1
i Pi(ty,..., t) [t/x] = Pi(t, [t/x],..., t;[t/x,])
iii. (=" t) [t/x,] = t;[Ux;] =* G,[Ux]]
v. (aop) [t’x] = (o [t/x] Op [Ux]) (O €{—, <>, AV})
v. (mo)[t/'x;] = =(aft/x;])
(Vx)(aft/x]) si iz
vi. ((Vx;) o)[t/x;] = 1
(Vx)a) i
((3x)a)[t/x;] - anilogo a ((Vx;) A)[t/x,] -
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Ejemplos de Sustitucion

Sea L un lenguaje de tipo <1,2;2,2;2>
— Pi(H(x %) [X1/X,] = Pi(H(X,X1))
— (P1(x7) = Py(c,x3))[co/x] = (P(c,y) = Py(cy,x3))

— ((3x)) Py(x,X3))
— ((3x)) Py(x,X3))
— ((3x)) Py(x,X3))

C3/X;5.

C /X,

X1/X;]

= ((3x)) Py(x},¢5))
= ((3x)) Py(x,,X3))
= ((3x,) Py(x;,x,)) € jcambia

totalmente el sentido!

v

iNo queremos estas situaciones!

Logica
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Ejemplo trucho

— Siaca pongo y

Y = 45/
print (sumar2(y)):;

FUNCTION sumar?2 ()[: int) :i1nt;

BEGIN ,-‘ ...y aca pongo y
VAR y:int; l
y := 2; sumarl =Xty

|dentificaré B
END las dos

variables, y
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Ejemplo trucho (cont.)

* El ¢jemplo anterior no es real. Los lenguajes
tipo Pascal implementan pasajes de
parametro por copia o por referencia, y no
realizan una sustitucion textual del codigo,
COMmMoO Nnosotros.

* Sin embargo, 1gualmente 1lustra la dificultad
de no considerar el contexto en que se
realiza una sustitucion.
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., Que fallo en el ultimo caso?

* ((3x)) Pa(xp,x3))[X1/%5] = ((3x) Py(X,.X,))

» =>» la variable x; estaba libre en ((Ix,) P,(x;,X;))

» => al sustituir x; por X, (que es la variable que cuantifica el
1), queda ligada: ((dx,) P,(x,,x,))

* y lo mismo hubiera pasado s1 en vez de [X,/X;] se pone [t/x;]
con x, € FV(t).

* El problema ocurre cuando hacemos ((3x;,)a)[t/x] y X, esta
ent:x.eFV(t)

=> luego, pedimos que x; ¢ FV(t)

* Hay algunos casos en que no hace falta pedir esa condicion.
Entre ellos esta cuando la sustitucion “no se realiza” porque

x¢ FV((dx)) o)
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Término Libre para una Variable

Def 2.3.11 [término libre para una variable en una formula]
Sean te TERM, o eFORM. ¢ esta libre para x en ¢ si:
1. @ es atomica
1. ¢ =(p,00,)y testa libre para x en ¢,y en ¢,
1. ¢ = (= @,)y ¢ esta libre para x en o,
v. ¢= (Vy) o, (0 0 =(3dy) ¢,) y se cumple alguna de las siguientes:

. xg FV((Vy) @) (resp. x¢ FV((Ty) ¢,))
ii. y¢ FV(f)ytestalibre para x en ¢,

* De ahora en adelante solo aplicaremos la sustitucion o[t/x] cuando t
esté libre para x en ¢. Si esto no sucede: ;no se puede aplicar la
sustitucion!
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Ejemplos

* X, esta libre para x, en (3x,)P,(X,X3)
— pues x; ¢ FV((3x))P,(X,X3)

* cualquier t esta libre para x, en (3Ix,)(VX,)P,(X{,X,)
— pues x,& FV((3x)(VX,)P,(X,.X,))

* (x;3,X;) no esta libre para x, en (Vx;)P,(x,)
— pues x,€ FV((VX3)P,(x,))

—y X5€ V(1(x3,x,)) (aunque 1(x;,x,) esta libre para x, en
Py(x,))
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Ejemplos

* {(x3,X;) no esta libre para x, en (Vx,)(3Ix;)(x;=X,)
— pues X, € FV((VxX,)(3x3)(x3="X,))
— vy 1(x3,X,) no esta libre para x, en (3x;)(X;=X,)
* pues X, € FV((3x3)(x;=%,))
* ¥y x3€ V(1(x3,X,)) (aunque x, ¢ V( {(x3,X,)))

Logica Predicados - Sintaxis
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Sustitucion Simultanea

Def [sustitucion simultanea]

o t [ty £t/ Xq5eees X, ] €5 €l resultado de sustituir las
ocurrencias de cada x; por t. en t simultaneamente
(1=1,...n, X; # X; s1 1 7 ).

a [t,..., t./ Xq,..., X, ] se define analogamente

{CUIDADQO! No es lo mismo sustitucion simultanea que
composicion de sustituciones:

¢ X[X,,6/X1,X,] = X,

X [Xo/x  J[eo/X0 ] = X5l /%] = ¢,
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Notacion: [o(x), ou(t)]

« Para simplificar la notacion oft/x], en matematica se
utilizan (meta)expresiones de la forma o(x) o a(X,y,z).

* Esta notacion no implica que las variables listadas
ocurren libres en la formula n1 que la formula no tiene
otras variables libres que no sean las listadas...

* Solo se utiliza para escribir informalmente la sustitucion:

— Por ejemplo, o(t) notara el resultado de sustituir t por x en
o(x), as,t,u) notara el resultado de sustituir s por x, t pory y u
por z en ou(X,y,Z).
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Simbolo de Predicado $

 Las sustituciones definidas hasta el momento, permiten
poner un término dado en el lugar de una variable.

* Eso es diferente de la sustitucion de Prop que permitia
poner una formula en ¢l lugar de una formula atomica.

e Para hacer esto, se tiene que hacer una modificacion en
el lenguaje.

Agregamos a la definicion de FORM una clausula mas:

« $ € FORM (9 es una variable de féormula, la usamos
como comodin para sustituir una formula en otra).

Logica



$ y Formulas Libres para $

Def 2.3.13 [formula libre para $]

Sean o, eFORM. Entonces ¢ esta libre para $ en o si se
cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. a es atomica

ii. o = (o;00,) y @ esta libre para $ en o, y en o,

iii. o = (—a) y ¢ esta libre para $ en o,

iv. a = (Vx)o, 0 o =(3x)a; y ( $noocurre en a; o
x.¢ FV(¢) y ¢ esta libre para $ en o)
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Sustitucion de Formulas en
Formulas

Def 2.3.14 [sustitucion de formulas en formulas]
Sean o, FORM tal que o esta libre para $ en a.
Definimos a[@/$] del siguiente modo:

o S1 o9
1. s1 o es atomica, entonces a[p/$] = <

_ ¢ sio=$
ii. (a0P) [0/$] = (o[e/$] OB[e/$])

iii. (—o)[@/$] = —(ao[e/$])

iv. (Vx)o)[e/$] = (Vx)(a[9/$])

v. ((Ex)a)[e/8] = (Ix)(a[e/$])
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Resumen de Sintaxis de la Logica de
Predicados de Primer Orden

* Se definieron dos familias de lenguajes:
— uno para representar elementos del universo
— otro para representar afirmaciones sobre €sos

elementos

 Se definieron los principios de induccion y
recursion primitivas para esos lenguajes con el
objetivo de:
— hacer demostraciones

— definir funciones recursivamente sobre esos lenguajes
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Resumen de Sintaxis de la Logica de
Predicados de Primer Orden.

* Se estudiaron los aspectos sintacticos que
introducen las variables y se definieron algunos
conceptos relativos a eso:

— ocurrencia libre y ligada de una variable
— término libre para una variable en una formula dada

* Se definieron funciones de sustitucion:
— de una variable por un término en formulas y t€érminos

— de tormulas en formulas
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