Muestreo y procesamiento digital
Examen

Instituto de Ingenieria Eléctrica

30 de julio de 2004

Indicaciones:

La prueba tiene una duracién total de 4 horas.

Cada hoja entregada debe indicar nombre, nimero de C.I., y nimero de hoja. La hoja 1 debe
indicar ademas el total de hojas entregadas.

Se deberd utilizar Gnicamente un lado de las hojas.
Cada problema o pregunta se deberd comenzar en una hoja nueva.

Se evaluard explicitamente la claridad, prolijidad y presentacién de las soluciones, desarrollos y
justificaciones.

Pueden utilizarse resultados tedricos del curso sin hacer su deduccién siempre que la letra no lo
exija explicitamente. Se evaluard la correcta formulacién y validez de hipétesis.

Pregunta

(b)

Demostrar el teorema del muestreo.

Sea z.(t) = cos(3400-27t)+ 3 cos(69900-27t) una senal en tiempo continuo. z[n] son muestras
de z.(t) tomadas a frecuencia fs = 7000 Hz. y.(t) es la reconstruccién ideal de z[n]. Hallar

Ye(t).

Problema 1

Al filtro digital real de la figura se aplicard la senal x[n] que llega contaminada con n[n], ruido
blanco aditivo de potencia 0727, de media nula y no correlacionado con z[n]. El proceso z[n] tiene

autocorrelacién: 5 s .
n—1+on+
Rufn] = o (o] + =TI g
El objetivo del filtro es recuperar la senal x.
z-1 z-1
@ &

(a)
(b)

Hallar condiciones en los parametros a, b y c¢ del filtro para que este no presente distorsién
de fase. Hallar la respuesta en frecuencia y el retardo de grupo del filtro.

Cumpliendo las condiciones de la parte anterior, hallar los coeficientes del filtro para que la
salida sea lo mds similar posible a las senal original x[n] tomando como criterio minimizar el
error cuadratico medio introducido:

e? = E{(y[n] — 2[n — Tc])*}

donde y[n| es la salida del filtro a la entrada xz[n] 4+ n[n] y Tq es el retardo de grupo.



()

()

Dar un modelo completo para el error introducido en las operaciones cuando la representacién
numérica es en punto flotante y se redondea. Justificar.

Calcular la potencia de “ruido de operaciones” a la salida del filtro con coeficientes a, b y
¢ genéricos para una entrada de media nula y caracteristicas de ruido blanco. Se utiliza la
misma representacién numeérica que en la parte anterior. Se deben fundamentar correctamente
todos los pasos.

Problema 2

En este problema se estudiara el efecto de muestrear en intervalos no regulares.

(a)
(b)

()

(f)

Sea z.(t) una senal de ancho de banda 1/2T y z1[n] = z.(nT'). Encontrar el espectro de x1[n]
en funcién de X.(f), espectro de z.(t). Bosquejar médulo y fase en el caso X.(f) = A(2Tf).

Sea x3[n] = z.(nT+T/3). Encontrar el espectro de z2[n]. Bosquejar médulo y fase en el caso
X.(f) = AQT).

Sea w[n] una secuencia con espectro W (e??). Encontrar, en funcién de W (e??), el espectro
de w[n] definida por

wli] n=2

wn] — 42 = Wn] osea  wln] = { 0 otro caso.

Encontrar el espectro de &1[n] y &2[n], resultado de aplicar la operacién de la parte anterior
a x1[n] y x2[n] respectivamente. Bosquejar médulo y fase en el caso que X.(f) = A(2Tf).

Sea z[n] el resultado de muestrear z.(t) con intervalos alternados de T/3 y 2T/3, como
muestra la figura.

Encontrar el espectro de z[n].
Sugerencia: verificar que z[n] = &1[n] + &2[n — 1].

iSe puede recuperar x.(t) de z[n] de alguna forma? Justificar.



Solucion

Pregunta

(a)  Ver tedrico.

(b) A partir de los resultados intermedios del teorema del muestreo, se ve que los componentes
que quedan entre =+ f5/2 son: £3400 Hz y +(69900 Hz — 10 - f5) = £100 Hz. Por lo tanto la salida
serd y.(t) = 3cos(100 - 27t) + cos(3400 - 27t).

Problema 1

(a) 4 , 4
H(e') = a+ be 9 4 ce= 27

H(e?) = e (ae?® + b+ ce™1?)
Sia=c, _ _
H (') = e7% (2a cos 6 + b)
donde (2acosf + b) es real. Si no cambia de signo, entonces la fase es lineal, y esto se cumple si
b > 2|al. El retardo de grupo es el coeficiente de la exponencial compleja, por lo tanto es 1 muestra.

(b) Debemos minimizar
e* =E{(y[n] — z[n — Tc])*}
= E{ (az[n] + an[n] + bx[n — 1] + by[n — 1] + az[n — 2] + anln — 2] — z[n — 1))? }

Como 7 no esté correlacionado con z y tiene media luna, R;[0] = 02, R,[1] = 02/2, R;[2] =0y
RU [n] = O'%(S[TL],

e =02 (4a® +2b> —2a — 2b+2ab + 1) .
Debemos ahora encontrar los valores de a y b que lo minimizan con la condicién b > 2|a|. Derivando
con respecto a estos parametros, obtenemos el sistema de ecuaciones

82

aizai(sa—2+2b)=o
a

0e? 9

con solucién a = % vy b= % (que cumple la relacién). Debemos verificar que es un minimo, lo cual
se hace calculando el Hessiano y verificando que los valores propios son positivos.

62822 83%e? 8 2
H=( %% 9% (2 4>
obda ob2

con valores propios 10 y 2.
(c¢)  Ver tedrico.

(d) Aplicando el modelo de “ruido de operaciones” al sistema obtenemos
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yln] = az[n](1+m) (1 +n2)(1+e1) + bxn — 1J(1+n1)(1 +n2)(1 + &2) + cx[n — 2](1 + n2)(1 +€3)

y el error es
Ynn] = azn] [(L+n) (1 +n2)(L+e1) — 1] +bx[n — 1] [(1 +n1) (1 +n2)(1 +e2) — 1]+

+cxfn — 2] [(L 4 n2) (1 +e3) — 1].

La potencia del error es o2 E{yn} y, como z es ruido blanco de media nula, no aparecen términos
cruzados. Como los ruldos introducidos son independientes entre si y de la senal =, podemos separar
los valores esperados:

02 =02 [a2E{((1 +01) X +m)(L+e1) =12} +PE{(1 +m)(L+n2) (1 +e1) — 1)*}+

+ER{((1+m)(1+m)(L+e1) — 1%}].

Como los términos 7; y €; son independientes y de media nula, los términos cruzados entre ellos
se anulan. Ademds, despreciamos los términos de segundo y tercer orden, de forma (02)? y (02)3.
El resultado final es

02 x~ 0202[3(a® + b?)* + 2¢7].

n

Problema 2

(a) Del curso sabemos que al muestrear una senal con frecuencia 1/T', el espectro que obtenemos

€es
0 — k27
]0
(e TZX< 2T )

Es conveniente usar la siguiente notaciéon mas compacta,

X, (e?%) = %Xc <27TLT) 0| <7
donde est4 implicito que X;(e’?) es periédica de perfodo 27 y que no hay solapamiento.
4 X&)
1/T

(b)  Conviene escribir z3[n] como
xa[n] = 2. (nT) donde z(t) = x(t +T/3)

C

y aplicando lo mismo que antes obtenemos
6]0 Z 0 — k2« '
T 2T
De las propiedades basicas de la transformada de Fourier se obtiene que

Xu(f) = Xe(He? T3,

c

6']9 TZ (9 k?ﬂ') ej97§2ﬂ'

El resultado final es

En la notacién compacta,

Xo(e) = X (5o )% o<



(c)

y aplicando la definicién de w[n] obtenemos

W(el?) = Z wlile 7%,

i
Esta tltima expresién es idéntica a la definicién de W (e??) pero evaluada en 26. Por lo tanto,
W (e'?) = W(e??9).

No debemos olvidar que W (e/?) es periédica de periodo 27. En un periodo de W (e??) tendremos
entonces 2 perfodos de W (e??).

(d) Aplicando lo anterior,
Xi(e”) = X1(e7)  Xa(e'?) = Xa(e7).

A
X)) p Xx(e)
1/T 1/T
/7
1 —> 1’ ‘ | >
—T s —T7 // // T
7/ /7
d /

(e) Revisando cuidadosamente las expresiones obtenemos

A X z.(iT) n=2i
ml[n] +$2[n— 1] = { 2. (iT+T/3) n=2i+1

que corresponde con z[n], el muestreo de z.(t) en la forma que queremos analizar.

Para encontrar el espectro final resta ver que el espectro de Zo[n—1] es )A(g(eje)e*je, que se obtiene
de las propiedades de la DTFT. Finalmente, aplicando la linealidad de DTFT

Z(e%) = X1 (e7%) 4+ Xa(e7%)e 7.



Sustituyendo todo obtenemos,
639 _ Z <29 k:27r) a +6_j9+§7rk).
k

(f)  Si. Usando un filtro pasabajos ideal de frecuencia de corte 7/2 y un filtro de respuesta fre-
9+ k

cuencial (1+e~7 )~! obtenemos la secuencia que resultarfa de un muestreo normal, a menos de
una constante. Como la senal original cumple el teorema del muestreo se puede recuperar usando
un reconstructor ideal.

Por otro lado, es claro que debe ser posible pues x1[n] y x2[n] cumplen cada una el teorema de
muestreo y por lo tanto la senal se podria reconstruir a partir de cualquiera de ellas individualmente.



