APROXIMACIONES RACIONALES DE V2

CALCULO 1 - FING/UDELAR

Uno de los resultados mateméticos mds importantes de la antigiiedad
griega (escuela pitagorica, siglo VI a. C.) es que la diagonal D de un
cuadrado y su lado L son inconmensurables, en el sentido que la razén D L
D/L no se puede expresar como fraccion de dos nimeros enteros. Es
decir, con notaciones modernas:

D/L =V2 ¢ Q. L

El objetivo de este articulo es aproximar el nimero irracional V2 por nimeros racionales,
con el fin de producir los digitos exactos de V2 en base 10.

1. EL MmEtopo

1.1. Observacion inicial. El método se basa en la observacién que

1 11-v2)  1-V2 1—\/5_\5_1

[+V2 (VD VD) 1P-2p -l

de tal modo que:

1
1.1 V2 =1 -
(1.1) +1+\/§

Asf, la igualdad anterior muestra que V2 es solucién de la ecuacién

1
1+x

(1.2) x =1+
que soélo involucra operaciones (1, +, /) definidas sobre los niimeros racionales. De hecho:
Lema 1. — EIl mimero real V2 es la tinica solucién positiva de la ecuacion (1.2).

Demostracion. Es claro (segtn la observacion anterior) que\/§ es solucién de (1.2), y es una
solucion positiva. Ahora, supongamos que x sea una solucion positiva de (1.2), es decir:

1

x—1 =

Multiplicando los dos lados por 1 + x, obtenemos que (x — 1)(1 + x) = 1, es decir: x> — 1 = 1.
Esto implica que x> = 2, luego: x =V?2 (pues x > 0 por hipétesis). O

Dicho de otro modo, V2 es el tnico punto fijo de la funcién f : R* — R* definida por:

1 +
(1.3) fO) = 14— (x € R*)

(Se recuerda que un punto fijo de f : IR* — R* es un nimero x € IR* tal que f(x) = x.)
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Observacion 2 (Punto fijo y fraccién continua). — Un juego interesante con la ecuacién (1.1)
consiste en remplazar en el denominador del lado derecho el nimero V2 por... el lado derecho
si mismo. Iterando multiples veces el proceso, se obtiene que:

1 1 1
V2 =1+ :1"'—1:1"'—1
1+V2 1+(1+%5) 2+ -5
1 1
P T
]+(l+fﬁ) e
1
=1+ T
2+ 7
2+ ]
2+

El interés de este juego —no tan infantil como parece— es que en el limite, se obtiene una
fraccién infinita, llamada fraccion continua, que no refiere mas al nimero V2. (No definiremos
aqui el sentido de tal fraccidn continua; s6lo nos interesa la intuiciéon subyacente.) El mismo
juego formal se puede jugar con la ecuacién de punto fijo V2 = f(/2), lo que nos da:

V2 = fV2) = f(fV2)) = FF(FOV2) = -
= f (f O OO O O T T —— NIN))))

De nuevo, se obtiene una expresién infinita —puramente formal— que no refiere mas a V2.
(Recordemos que la definicion (1.3) de la funcién f sélo utiliza 1, +, /.) Intuitivamente, se
puede ver el ndmero irracional V2 como el resultado de una iteracién infinita de la funcién f...
a partir de nada. Esta intuicién es la base del método que vamos a presentar.

1.2. Definicion de la sucesion (u,),cn. Como no se puede partir de nada, vamos a construir
nuestra sucesion (u,),cn de aproximaciones racionales deV?2 iterando la funcién f:IR" - IR*a
partir de una primera aproximacion racional —por ejemplo: uy = 1. Formalmente, la sucesién
(un)new es definida por recurrencia sobre n € IN por las ecuaciones:

(1.4) uy = 1 y U1 = f(u,) = 1+

T (n €IN)

El interés de la definicién anterior es que, por construccion:
Proposicion 3. — u, € Q* para todo n € I\.

Demostracion. La propiedad se demuestra por induccién sobre n € IN:

= Caso de base. Tenemos que uy =1 € Q*.
= Paso de induccién. Supongamos que u, € Q* para algtiin n € IN. Entonces, tenemos
que u,41 = f(u,) =1+ 1/(1 +u,) € Q*. O
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Los primeros términos de la sucesion (u,),en son dados por:

up = 1 < V2
w = 3/2 = 1,5 > V2
w, = 7/5 = 1,4 < V2
uz = 17/12 = 1,4166666666--- > V2
uy = 41/29 = 1,4137931034--- < 2
us = 99/70 = 1,4142857142--- > 2
ug = 239/169 = 1,4142011834--- < 2
uw; = 577/408 = 1,4142156862--- > 2
ug = 1393/985 = 1,4142131979--- < 2
uy = 3363/2378 = 1,4142136248--- > 2
uo = 8119/5741 = 1,4142135516--- < 2
un = 19601/13860 = 1,4142135642--- > 2

Observando estos 12 primeros términos, parece que la sucesion (u,),c:

= alterna entre aproximaciones inferiores de V2 (para los términos de indice par) y aproxi-
maciones superiores de V2 (para los términos de indice impar);
= converge haciaV2 (=~ 1,4142135624) cuando n — oo.

Por supuesto, esta observacion sobre una cantidad finita de términos de la sucesién no consti-
tuye prueba ni de la propiedad de alternancia ni de la propiedad de convergencia.

Observacion 4. — Para posicionar cada uno de los términos ug, uy, ..., u;; respecto a \/z, se
recuerda que para todo racional r = p/g € Q* (con p, g € IN*), tenemos que:

n r=plg<V2 siysélosi p? < 2¢%

s r=plg>V2 siysélosi p?> 242
Por ejemplo, en el caso del término u3 = 17/12, tenemos que p = 17y g = 12. Se observa que
P2 (=177 = 289) > 2¢%(= 2 - 122 = 288), de tal modo que u3 > V2.

2. ESTUDIO DE LA SUCESION (i4,,),eiN

2.1. Estudio de la funcion f(x) = 1 + 1/(1 + x). La sucesion (u,),cn es definida iterando la

funcién f(x) =1+ 1/(1 + x) (f : IR* — IR") a partir del valor inicial uy = 1, y en lo siguiente,

veremos que la propiedades de f determinan el comportamiento de la sucesion (u,),en-
Comencemos por establecer las propiedades bésicas de la funcién f : R* — IR*:

Proposicion 5 (Propiedades de la funcién f).

(1) La funcion f es decreciente: si x <y (€ IR"), entonces f(x) > f(y).
(2) Paratodo x € R*: 1< f(x)<?2.

(3) limyo f(X) =2y 1m0 f(x) = L.
Demostracion. (1) Supongamos que x < y (con x,y € R*). Tenemos que 1+x < 1+y, entonces
1/(1+x)>1/(1+y),entonces I +1/(1 +x) > 1+ 1/(1 +y), es decir: f(x) > f(y).

(2) Para todo x € IR*, tenemos que x > 0, entonces 1+ x > 1, entonces 0 < 1/(1 +x) < 1, luego
I <1+1/(1+x)<2,esdecir: 1 < f(x) <?2.

1 1
): 1+T:2 y lfm(1+1

(3) Tenemos que lim(l +
x—0 X—+0c0 + X

):1+0:1. O
1+x
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2.2. Propiedades de alternancia de la sucesion (u,,),cy. Como f : IR" — IR* es una funcién
decreciente y f(V2) = V2 (punto fijo), es ficil ver que:

Lema 6. — Para todo x € R*:

(1) Six <2, entonces f(x) >v2.
(2) Si x >V?2, entonces f(x) <V2.

Demostracion. En efecto, como f es decreciente y f W2) =v2:
(1) Si x <V2, entonces f(x) > f(V2) =V2.
(2) Si x > V2, entonces f(x) < f(V2) =V2. O

Esta propiedad implica que:
Proposicion 7 (Alternancia). — Para todo n € N, tenemos que:

{un <V2 sin es par

u, >V2  sinesimpar

Demostracion. La propiedad se demuestra por induccién sobre n € IN:

= Casodebase. ElenteroO(=2Xx0)esparyuy=1< V2.
» Paso de induccién. Supongamos que la propiedad se cumple para algin n € IN. Se
distinguen los dos siguientes casos:
e O bien n es par. En este caso, tenemos que u, < V2 (por hipétesis de induccién).
Entonces u,,; = f(u,) > V2 (por el lema anterior), el indice n + 1 siendo impar.
e O bien n es impar. En este caso, tenemos que u, > V2 (por hipétesis de induccién).
Entonces u,,; = f(u,) < V2 (por el lema anterior), el indice n + 1 siendo par. O

2.3. Descomposicion de la sucesion (u,),cn. La Prop. 7 establece que los términos de la

sucesion (u,)en alternan entre aproximaciones inferiores de V2 y aproximaciones superiores.
En tal situacion, es natural descomponer dicha sucesién en dos subsucesiones: una subsuce-

sion (a,).en que agrupa los términos de indice par (aproximaciones inferiores), y otra subsu-

cesion (b,),en que agrupa los términos de indice impar (aproximaciones superiores). Formal-

mente, las sucesiones (a,).ew Y (by)nenw son definidas por:

(2.1) a, = Uy, y b, = Ui (n € IN)

Por la Prop. 7, tenemos que:

(2.2) a <V2 'y b, >V2  (paratodon € IN)

Ademads, se verifica facilmente que:

Proposicion 8. — Las sucesiones (a,)nen Y (bn)new Son caracterizadas por las ecuaciones:

(2.3) ap =1 anv1 = f(f(an))
2.4) by =3/2 bui1r = f(f (b))

Demostracion. En efecto, se observa que:

23)ay=up=1ya, = Ud(n+1) = U2p2 = fuonir) = f(f(uz,) = f(f(an)).
(2.4) by = u; =3/2y bys1 = Urinstyr1 = Uans3z = f(Uns2) = f(f(U2ns1)) = f(f (D). O

+

De nuevo, el decrecimiento de la funcién f : IR* — IR* implica que:

Proposicion 9 (Variaciones de las sucesiones (a,)uein Y (Dn)nem)-

(1) La sucesion (a,),cn es creciente: a, < a,,| para todo n € IN.

(2) La sucesion (b,),cn es decreciente: b, > b, para todo n € I\.
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Demostracion. (1) Se demuestra que a, < a,. por induccién sobre n € IN:
» Caso de base. Tenemos que ay =uy =1y a; =u, =7/5; es decir: ay < a;.
= Paso de induccién.  Supongamos que a, < a,.1. Como f es decreciente, tenemos que
flan) > f(an1), entonces f(f(ay)) < f(f(ans1)), €s decir ay.1 < s por (2.3).
(2) Se demuestra que b, > b, por induccién sobre n € IN:
» Caso de base. Tenemos que by = u; = 3/2y by = uz = 17/12; es decir: by > b;.
= Paso de induccién.  Supongamos que b, > b,,;. Como f es decreciente, tenemos que
J(by) < f(byr1), entonces f(f(Dy)) > f(f(Dy+1)), es decir by > byio por (2.4). O
Asi, descompusimos la sucesion (u,),cn en dos subsucesiones:
= una sucesion creciente (a, = u,).cn de aproximaciones inferiores de V2:
= una sucesion decreciente (b, = uy,+1)qen de aproximaciones superiores de V2.
Se puede resumir la situacién en el siguiente diagrama:

l=ay<ay<ay<-++ <ay<dys < N2oo <bppy < by <-++ <by<b; <by=1,5
Il I I I I I Il I I Il
Up Uy Uy Urp  Up42 Urp3 Udp+l Us Uz Up

En particular, las observaciones anteriores implican que:

= La sucesion creciente (a,),cn Y acotada superiormente por\/§ tiene un limite:

2.5) dw := lima, < V2.

n—oo

= [a sucesion decreciente (a,).cn y acotada inferiormente por\@ tiene un limite:

(2.6) be := limb, > V2

n—oo

que dichas desigualdades sean estrictas: a., < V2 < be, (en caso de mala suerte).
Por suerte, tenemos que de = b, = V2, y para comprobarlo, se necesita estudiar la conver-
gencia de la sucesion inicial (i), .

jCuidado! Por el momento, s6lo demostramos las desigualdades a., < V2 < b, y podria ocurrir

2.4. Convergencia de la sucesion (u,),cn. La convergencia de la sucesion (u,),cn hacia el
limite deseado es consecuencia de los dos siguientes resultados:

Lema 10. — Para todon € IN:  u, € [1,2).

Demostracion. Para n = 0, tenemos que u, = up = 1 € [1,2). Y cuando n > 1, tenemos que
u, = f(u,—1) € (1,2) € [1,2) por la Prop. 5 (2). O

Proposicion 11. — Para todos x,y > 1:  |f(x) = f(y)| < ilx -yl

Demostracion. Para todos x,y > 1, tenemos que:

1 1 1 1
J@=Jo) = (1+1+x)_(1+1+y): 1+x_1+y
I(T+y)-1(+x) y—X
A+x)0+y) A+x(+y)

Se observa que en la fraccidn anterior, el denominador (1 + x)(1 +y) es positivo. Ademds, como
x,y = 1 (por hipétesis), tenemos que (1 + x)(1 +y) > 2 x 2 = 4, entonces:

_ by— ly— _ 1
lf(x) = fOl = Gro0+y = 4~ 7=l O

Combinando las dos propiedades anteriores, obtenemos que:
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Proposicion 12 (Velocidad de convergencia). — Para todo n € IN:
(1) lttper =V2I < glu, = V2|
() |u, —V2| < 1/4".

Demostracion. (1) Como u, > 1 (por el Lema 10) y f (\/5) =2, tenemos por la Prop. 11 que:
un .

1
o V2| = [fu) - F02)] < 5

(2) La propiedad se demuestra por induccién sobre n € IN:

» Caso de base. Tenemos que |ug —\/§| =1 —\/§| =V2-1<1= 1/4°.
» Paso de induccién. Supongamos que |u, — V2| < 1/4” para algtn n € IN. Segtn el item
(1) y la hipétesis de induccion (HI), tenemos que:

o 1 |y 1 1 1
l/tn+1—\/§| < Zun—\/ﬂ < 147 = 4n+1' O

Del item (2) de la proposicion anterior, se deduce inmediatamente que:

Corolario 13 (Convergencia). — La sucesion (u,),cin converge hacia V2:  lim U, = V2.

n—oo

Esto implica en particular que:

doo = lima, = limuz, =V2 Yy be = lim b, = lim uz,yy = V2.
n—0o0 n—oo n—0oo n—00
Observacion 14. — De hecho, la Proposicion 12 nos da mucha mas informacién que el re-

sultado de convergencia (Corolario 13) que el permite demostrar, en la medida en que nos da
igualmente la velocidad de convergencia. En efecto, el item (1) nos dice que en cada itera-
ci6n, se obtiene un término 4 veces mds cercano del limite V2 que el término anterior. Como
4% = 16 > 10, este resultado también nos dice que en 2 iteraciones, se divide la distancia al
limite por mas de 10, de tal modo que se gana (aproximadamente) un digito més de precision.

2.5. Resumen del método. El método que seguimos se puede resumir asi:

1. Por un cdlculo sencillo, vimos que V2 es punto fijo de una funcién f : R* — IR* sencilla,
que tiene la propiedad de transformar los nimeros racionales en nimeros racionales.
2. Iterando dicha funcién (a partir de cierta aproximacién racional inicial), definimos una
sucesion (u,),cn de aproximaciones racionales del punto fijo V2.
3. Demostramos que la funcién f : R* — IR™ es decreciente, lo que implica que:
(a) Los términos de la sucesion (u,),<n alternan entre aproximaciones inferiores y supe-
riores del punto fijo V2. Ademais:
(b) Los términos de indice par forman una subsucesion (a, = u,).ein Creciente.
(c) Los términos de indice impar forman una subsucesion (b, = us,41)nein decreciente.
4. Al final, mostramos que la funcién f satisface la propiedad

1
@)= fOl = 7 1x=

(alrededor de \5), lo que implica la convergencia de la sucesion (u,),cn hacia el punto
fijo V2. Ademds, vimos que el factor 1/4 en la desigualdad anterior nos da una velocidad
de convergencia de tipo |u, —\/El < 1/4".
El método anterior es un método muy general que se puede adaptar para calcular aproximacio-
nes racionales de muchos otros nimeros. (Ejercicio: adaptar el método para calcular aproxima-

ciones racionales de V3, V5,V7 y mds generalmente: de+/p para todo p € IN*.)
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3. ESTUDIO DE LOS RACIONALES U, = P,/qx

3.1. Observacion. En lo anterior, estudiamos la sucesion (u,,),en (y demostramos su conver-
gencia) con las herramientas usuales del Andlisis en IR, pero nunca usamos explicitamente la
propiedad que todos los términos u, son nimeros racionales.

Ahora, se trata de explotar esta propiedad para obtener mds informacién sobre la sucesion
(u)nen- Para ello, se observa lo siguiente:

Observacion 15. — Para todo racional p/q € Q*, tenemos que:

P+2q
(3.1) flplg) = :
ptq
Demostracion. En efecto, tenemos que:
1 1 +q) + +2
fplg) = 1+ g4 _rad*q _pF2q
1+ pl/q (r+9lq ptq pP+q pPtq

Observacion 16. — Si p/q € QF (con p,q € IN*) es una fraccion irreducible, entonces la
fraccion (p + 2q)/(p + q) (que define el racional f(p/q)) también es irreducible.

Demostracién. Razonando por contraposicién', supongamos que la fraccién (p + 2¢)/(p + q)
sea reducible. Es decir: supongamos que existe un entero d > 2 que divide ala vez p + 2q y
p + q. Entonces, el entero d > 2 divide la diferencia (p + 2¢g) — (p + g) = g, y como d divide
p + g, se deduce que d divide la diferencia (p + g) — ¢ = p igualmente. Luego, el entero d > 2
divide p y g ala vez, lo que demuestra que la fraccién p/q es reducible. O

3.2. Definicion de las sucesiones (p,).en ¥ (¢.).emw. Las dos observaciones anteriores nos
permiten escribir los términos de la sucesion (u,),cn en la forma u, = p,/q,, donde (p,)uen Y
(gn)nen son las sucesiones de enteros naturales definidas por la ecuaciones:

(3.2) Po = qo =1 DPn+l 1= Pn+2q, Gn+1 = Pntqn (n € IN)

Aqui, se observa que las dos sucesiones (p, ). (sucesion de los numeradores) y (g, )nen (Suce-
sion de los denominadores) son definidas por una recurrencia mutua, en el sentido que p,.; y
gn+1 dependen a la vez de p, y g,. Por supuesto, es claro por construccion que:

Proposicion 17. — Para todon € IN:  u, = p,/q, (fraccion irreducible).

Demostracion. La propiedad se demuestra por induccién sobre n € IN:

= Caso de base. Tenemos que uyp =1 =1/1 = py/qo (fraccién irreducible).
= Paso de induccién. Supongamos que u, = p,/q,, Y que p,/q, es irreducible. Segun la
Obs. 15 y la definicion de las sucesiones (u,)uen (Pr)nein Y (gn)nein, tenemos que:

(HI)
Up+1 = f(un) = f(pn/Qn) = (pn + 2Qn)/(pn + Qn) = pn+l/qn+l s
la fraccién p,y1/qus1 = (Pu + 29,)/(pn + q,) siendo irreducible por la Obs. 16. O

Los primeros términos de las sucesiones (p,)nein Y (¢2)nein Son dados en la siguiente tabla:

"En l6gica, el principio de contraposicién dice que las dos implicaciones ¢ = i («¢ implica Y») y = = —¢
(«no ¥ implica no ¢») son equivalentes. Asi, para mostrar que «p/q reducible = (p + 2¢q)/(p + q) irreducible»
(¢ = ¥), se puede suponer que «(p + 2g)/(p + q) es reducible» (=) y demostrar que «p/q es reducible» (—¢).
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Pn qn Uy = Dn/qn

1 1 1

3 2 1,5

7 5 1,4

17 12 1,4166666666...

b

41 29 1,4137931034...
99 70 1,4142857142...
239 169 1,4142011834...
577 408 1,4142156862...
1393 | 985 1,4142131979...
3363 | 2378 | 1,4142136248...
0]8119 |5741 |1,4142135516...
1119601 | 13860 | 1,4142135642...

— = 0 00 NN kW~ OS

3.3. Volviendo a la convergencia. Es facil ver que:
Proposicion 18. — Para todon € N:  p, > g, > 2".

Demostracion. La propiedad se demuestra por induccién sobre n € IN:
» Caso de base. Tenemos que 1 = py = g = 2° (caso de igualdad).
» Paso de induccién. Supongamos que p, > g, > 2" (HI) para algin n € IN. Entonces:

Pnv1 = pn+ZQH > pn+Qn = {4n+1
(HI) (HI) |
y Gt = Pn¥qn = Gu+qn = 2g, = 22" = 2"". O

El resultado anterior implica en particular que u, = p,/qg, = 1 para todo n € IN (lo que ya
demostramos en el Lema 10 p. 5). Ademads, las desigualdades p,, g, > 2" implican que:

Corolario 19. — lim p, = lim g,, = +oo.

n—0oo

En otro lado, se observa que:
2

2 2
Pn Pn — 24q,
-2 = S = T

an 4
Intuitivamente, se puede ver el entero relativo p> — 24> en el numerador de la fraccion anterior
como una medida (en Z) de la «calidad» de la aproximacién racional u, = p,/q, respecto al
limite V2. En particular, es claro que:
P2 -2¢2<0 o WB=p <2 o u,<\V2 (aproximacion inferior)
s P2 -2¢2>0 o WB=pE>2 o u,>V2 (aproximacién superior)
El siguiente resultado muestra que, segtin esta medida, las aproximaciones racionales p,,/g, son
optimas, pues la diferencia p? — 2¢> siempre es igual a 1 en valor absoluto:

Proposicion 20. — Para todo n € IN, tenemos que:

-1 sinespar

+1  sinesimpar

pa=2q, = (=" = {

Demostracion. La propiedad se demuestra por induccién sobre n € IN:

= Caso de base. Tenemos que pj —2¢; =1-2=—-1=(-1)""
8



» Paso de induccién. Supongamos que p> — 2g> = (—1)" para algin n € IN. Entonces:

Pr=2¢, = (pu+29.)" —2(pu+ qn)°

= (1;2 +4p,q, + 4%,%) - 22(pi +2puqy + g]ﬁ)
= Py +4pugn +4q, — 2p, — 4pugn — 2q,
= —pa+2q, = —(pr—2q0) = —(=1)y" = (=1 =

La proposicion anterior nos da una nueva demostracion de la propiedad de alternancia entre
las aproximaciones inferiores y superiores de V2 (Prop. 7), pues:
= Cuando n es par, tenemos que p> — 2¢> = —1 < 0, entonces u, = p,/q, <V2.
» Cuando 7 es impar, tenemos que p> — 2¢> = 1 > 0, entonces u, = p,/q, > V2.
Ademds, la igualdad p? — 2¢2 = (=1)"*! implica que
2 _ 2 2 -1 n+1
I/l2 i g pn qn — ( )

n 2 2 0,
n 4, nore

lo que demuestra de nuevo que lim u, = V2.
n—+oo
4. CALCULO DE LOS DIGITOS DE V2 EN BASE 10

En esta seccidn, se muestra como utilizar las aproximaciones racionales u, = p,/q, de \2
para calcular efectivamente los digitos (exactos) de V2 en base 10.

4.1. Division euclidiana. El algoritmo que vamos a presentar se basa en una operacion fun-
damental de la aritmética: la division euclidiana. Recordemos que:

Teorema 21 (Division euclidiana). — Para todos p,q € IN, g # 0, existen c,r € IN tales que
p=cq+r con 0<r<gq.

Ademads, los dos enteros c,r € IN son tinicos; se llaman respectivamente el cociente y el resto
de la division euclidiana de p por q.

Ejemplo 22 (Division euclidiana de 215 por 7). — Si p = 215y g = 7, se observa que
215=30x7+5, con 0<5<7;
asi, los enteros ¢ = 30y r = 5 son el cociente y el resto de la division euclidiana de 215 por 7.

En lo siguiente, escribiremos:

= p + g («p dividido por g») el cociente de la divisién euclidiana de p por g;
= p mdd g («p mddulo g») el resto de la division euclidiana de p por q.

Asi, por definicién, p + gy p mdd g son dos enteros naturales tales que:

(4.1) p=@+qq+pmédg y 0<pmédg<g (p.q€N, g +0)
Dividiendo ambos lados por g # 0, se obtiene que:

mod

(4.2) Popeg+ 209 on o<
q q q

En la escritura anterior, p + g representa la parte entera del nimero racional p/q, mientras

(p méd q)/q representa la parte fraccionaria de p/q.
9
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4.2. Calculo de la representacion decimal de un niimero racional. Ahora, se considera un
ndmero racional no negativo, dado en la forma p/q, con p € INy g € IN*. Se trata de determinar
la representacion decimal de p/q, es decir, la escritura en la forma

B = do. dvrdsdidsds -
q

donde:
» dy € IN es la parte entera de p/q;
» dy,dy,ds,dy, ds,dg - - - € [0..9] son los digitos de la parte fraccionaria de p/q.
Segtin la descomposicion (4.2), la parte entera de p/q es dada por d := p + ¢ (€ IN), mientras
la parte fraccionaria de p/q es dada por:
p mdd g
q

Ahora, se trata de extraer los digitos dy, d», d3, d4, ds, ds, . . . de dicha parte fraccionaria.
Para ello, se considera el nuevo numerador p; := 10(p méd ¢g), y se observa que:

Pl .
q q

En efecto, la nueva fraccién p;/q = 10(p méd g)/q representa la parte fraccionaria de p/gq

multiplicada por 10, de tal modo que su representacion decimal contiene la misma sucesion de

digitos, pero desplazada de un rango hacia la izquierda:

10 X 0,d\drdsdadsds -+ = dy,drdsdadsded - - -

Asi, la parte entera de la nueva fraccidn p/q es el primer digito d; de la parte fraccionaria de
p/q, lo que nos da d, := p; + q. En otro lado, la parte fraccionaria de p;/q es dada por:

= O, d1d2d3d4d5d6 e

ol
pmodqg d,. dodsdudsdeds - - -

p1mod g

q
De nuevo, se introduce el numerador p, := 10(p; méd ¢g), y se observa que:
P2 . I mod g

q q

(desplazando los digitos un rango mas hacia la izquierda). La parte entera del racional p,/g nos
da el segundo digito d, := p, méd ¢, mientras la parte fraccionaria de p,/q es dada por:

= 0, drdsdsdsdedy - - -

= dy, d3dsdsdedrds - -

p2 mdd g
q

Iterando el proceso, se construye una sucesion de numeradores (p,).cin, aquella es definida?
por la relacién de recurrencia:

= 0, d3d4d5d6d7dg te (etc.)

(4.3) Po:=p y Dn+1 := 10(p, mdd q) (n € IN)

Luego se verifica que:

Proposicion 23 (Caracterizacion de los digitos de p/q). — Para todo n € IN:
(1) pn/q = dn,dn+ldn+2dn+3dn+4 T (en base ]0)
() pp+q = d,
Demostracion. Recordemos que por definicién, dy € IN es la parte entera del racional p/q,
mientras d,,d,,ds,ds - - - € [0..9] son los digitos de la parte fraccionaria de p/q en base 10.
El item (1) se demuestra por induccién sobre n € IN:

2;Cuidado! La sucesion (p,)qein definida aqui es distinta de la sucesion (p,),en definida en la Seccién 3.
10



= Caso de base. Tenemos que py/q = p/q = dy,d d>dsdy - - - por definicion.
= Paso de induccién.  Supongamos que
% = dn’ dn+1dn+2dn+3dn+4 t
para algin n € IN. Entonces, la parte fraccionaria de p, /g es dada por
pn, méd g
q
Como p,.1 = 10(p, mdd gq), se deduce que

= 0,dp1dps2dpi3dps - -

Put _ . PnmOdg

q q
(desplazando los digitos de un rango hacia la izquierda).

= dyi1, dppodyi3dyadyys - -

(2) Sigue inmediatamente de (1), tomando la parte entera p, +~ g = d,,. O

Ejemplo 24 (Representacion decimal de 215/7). — La siguiente tabla ilustra el funcionamien-
to del algoritmo para el nimero racional 215/7:

Iteracion n O 1] 2| 3] 4| 5] 6| 7| 8| 9101112
Numerador  p, 215150 |10({30|20|60|40 (50|10 |30|20|60 |40
Denominador ¢ TV 77T T 7T T T T, T T T
Cociente di=p,+q| 30, 7| 1| 4| 2| 8| 5| 7| 1| 4| 2| 8| 5
Resto pn mdd g S| 1) 3] 2| 6| 4] 5] 1| 3| 2| 6| 4|35

Se observa que la sucesion (p,),cn €s periddica de periodo 6 a partir del rango 1 (p,+6 = pa
para todo n > 1) asi como la sucesién de digitos (d,).cn, de tal modo que:

215/7 = 30,714285
(la raya superior indica que el motivo 714285 se repite al infinito).

Observacion 25. — Mads generalmente, se puede demostrar que la representacion decimal de
cualquier nimero racional es periddica a partir de cierto rango:

p/q = =(parte entera), (parte inicial){parte periddica)

parte fraccionaria

Esta propiedad caracteriza los nimeros racionales, en el sentido que un nimero real es un
nimero racional si y solo si su representacion decimal es periddica a partir de cierto rango:

1/1 = 1,000000000000000000000000000000--- = 1,0

1/2 = 0,500000000000000000000000000000--- = 0,50

1/3 = 0,333333333333333333333333333333--- = 0,3

1/4 = 0,250000000000000000000000000000--- = 0,250

1/5 = 0,200000000000000000000000000000--- = 0,20

1/6 = 0, 166666666666666666666666666666--- = 0,16

1/7 = 0,142857142857142857142857142857--- = 0, 142857

1/9 = 0, 11111111 11111111 11111111111111--- = 0,1
1/17 = 0,058823529411764705882352941176--- = 0,0588235294117647
1/224 = 0,004464285714285714285714285714--- = 0,00446428571

V2 = 1,414213562373095048801688724209 - - - (ningun periodo)

11



4.3. Extraccién de los digitos de V2. El la seccién anterior, presentamos un algoritmo pa-
ra extraer los digitos de la representacion decimal de cualquier nimero racional no negativo.
Combindndolo con la sucesion (u,),cn de las aproximaciones racionales deV?2, se puede utilizar
dicho algoritmo para extraer los digitos del nimero irracional V2.

En efecto, demostramos (Prop. 7 p. 4) que los términos de la sucesion (u,),,; definida por

uy = 1 y U1 = fu,) = 1+ (nelN)

1+u,

alternan entre aproximaciones inferiores de V2 (términos de indice par) y aproximaciones su-
periores (términos de indice impar), de tal modo que el nimero V2 siempre se encuentra entre
dos términos consecutivos u, y u,,; (para todo n € IN). Mds precisamente:

u, <V2 < u,y; sinespar
U1 < V2 < u, si n es impar
Ahora, consideremos dos términos consecutivos u, y u,,; (n € IN). Utilizando el algoritmo
descrito en la Seccion 4.2, se pueden extraer los digitos de la representacion decimal de los dos
ndmeros racionales u, y u,;:
Uy, dy, d\drdzdydsds - - -
Uy = dy,diddidididy -

Ademas, como los dos racionales u, y u,.; son distintos (son separados por el nimero \/i),
sus representaciones decimales (d,)nemn Y (d),)qen son distintas. Lo que significa que existe un
indice k € IN tal que d; # d;. Tomando el primer indice k € IN (es decir: el indice mds
pequefio) tal que d; # d,, tenemos que d; = d; para todo indice i < k, lo que implica que
las representaciones decimales de los dos términos u, y u,,; comparten el mismo prefijo

do,dy -+ dpy = dj,dy---d_,,

llamado el prefijo comiin mds largo de las dos representaciones decimales. Por supuesto, es
claro que cuanto méds cercanos son u, y u,., mas largo es dicho prefijo comn.
Para concluir, se utiliza el siguiente resultado (admitido):

Proposicion 26 (Prefijo comun). — Sean a,b € R* tales que a < b. Si las representaciones
decimales de a 'y de b comparten un mismo prefijo dy,d,, . ..,di_; (k € IN), es decir:

a = dyd;---di_{otros digitosde a...)
b = dyd;---d_{otros digitosdeb...),

entonces para todo real c € [a, b], la representacion decimal de ¢ comienza por dicho prefijo:
¢ = dy,dy - di_{otros digitos de c . ..)

En nuestro caso, como el ndmero irracional V2 se encuentra entre u, y up1, la propiedad
anterior implica que la representacién decimal de V2 comienza necesariamente por el prefijo
comun dy, d; - - - dy_1, es decir:

V2 = dy, d; - - - di—{otros digitos deV2.. D

Ejemplo 27. — Se sabe que u19 <V2 < u;;, donde:

8119/5741 1,414213551646054694304128200661 - - -

19601/13860 = 1,414213564213564213564213564213---
12
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(utilizando el algoritmo de la Seccién 4.2 para extraer los digitos de los racionales uo y uy;).
Como las representaciones decimales de uyo y u; tienen 1,4142135 como prefijo comin més
largo, se deduce de la Prop. 26 que la representacién decimal de V2 comienza por:

V2 = 1,4142135--- (8 digitos exactos)

4.4. El algoritmo de extraccion. La discusion en la seccién anterior nos da naturalmente el
siguiente algoritmo para extraer los digitos del nimero irracional V2:
1. Calcular la sucesion de términos (v, = p,/q.)o<n<n hasta cierto indice N > 1, utilizando
las ecuaciones de recurrencia (3.2) p. 7.
2. Con el algoritmo de la Seccidn 4.2, calcular en paralelo los digitos de los términos

Un-1 = Pn-1/qn-1 y uy = pn/qn
hasta que los digitos no coincidan mds. Esta operacion permite determinar el prefijo
comun mds largo entre las representaciones decimales de uy_; y uy.
3. Devolver el prefijo comiin, que también es un prefijo de la representacién decimal de V2.

El programa en Pascal. Se encuentra en el Cuadro 1 p. 14 una implementacién del algoritmo
anterior en Pascal. En razén de las limitaciones del tipo de datos utilizado para representar
los enteros naturales (véase Obs. 28 mds abajo), s6lo se pueden calcular las aproximaciones
racionales uy, . . ., u, hasta el indice n = 47 sin superar la capacidad de representacion.

Sin embargo, este programa ya permite calcular los primeros 35 digitos de la representacion
decimal de V2 (después de la coma), como indicado en la salida producida por la ejecucién:

Aproximacién #46 = 489133282872437279 / 345869461223138161
Aproximacién #47 1180872205318713601 / 835002744095575440
raiz(2) = 1,41421356237309504880168872420969807... (35 digitos)

Observacion 28. — La principal limitacién de una implementacién del algoritmo anterior se
encuentra en el tipo de datos usado para representar los numeradores y denominadores de las
fracciones u, = p,/q,. En el programa del Cuadro 1, se utiliz6 el tipo int64 (enteros de 64
bits con signo), que permite representar todos los enteros naturales entre —2%° y 2% — 1. En la
préctica, se observa que el tipo int64 permite calcular las representaciones decimales de todos
los términos u, hasta n = 47 sin superar la capacidad del tipo®.

Sin embargo, se puede remediar la limitacién anterior utilizando una libreria especifica para
manipular enteros con tamaifio cualquiera, por ejemplo: la libreria GMP (GNU Multiple Preci-
sion). En este caso, las tinicas limitaciones son las de la memoria y del tiempo disponibles®.

3El compilador fpc (freepascal) ofrece una opcién de compilacién -Co que genera c6digo suplementario para
verificar dindmicamente que el cdlculo aritmético no supera los limites de los tipos enteros utilizados. La ejecu-
cién del programa compilado con esta opcidn (y con la constante num_iter = 48) indica un desbordamiento de
capacidad durante el cdlculo de la representacion decimal de u4g.
“Adaptando el programa del Cuadro 1 a los enteros de la librerfa GMP, el autor calculd los primeros 1500 000
términos de la sucesion (i, ),y Y produjo 1 148 325 digitos exactos de V2 en 34 minutos.
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37
38
39
40
41
4
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

{ La siguiente funcién calcula e imprime los digitos comunes iniciales
de dos fracciones numl/denl y num2/den2 en base 10, y devuelve el
numero de digitos producidos después de la coma decimal.

Los numeradores/denominadores son representados con el tipo "int64",
que permite representar todos los enteros entre -2463 y 2463 - 1. }

function digitos_comunes(numl, denl, num2, den2 : int64) : int64;
var

digl, dig2 : int64; { digito corriente }
k : int64; { posicién del digito }
begin
digl := numl div denl; { parte entera de numl/denl }
dig2 := num2 div den2; { parte entera de num2/den2 }
k :=0;
while digl = dig2 do { mientras digl y dig2 coinciden...
begin
write(digl);
if k = 0 then
write(’,’); { imprime la coma decimal }
{ calculo del préximo digito }
numl := 10 * (numl mod denl); { ® <= numl/denl < 10 }
num2 := 10 * (num2 mod den2); { ® <= num2/den2 < 10 }
digl := numl div denl; { 0 <= digl < 10 }
dig2 := num2 div den2; { 0 <= dig2 < 10 }
k :=k 1
end;
writeln(’...’);
digitos_comunes := k - 1 { no se cuenta la parte entera }

end;

{ Debido a las limitaciones del tipo "int64", no se pueden calcular mas de
47 iteraciones de la sucesié6n (u_n) sin superar la capacidad del tipo. }

const num_iter = 47;

{ El siguiente programa calcula num_iter iteraciones de la sucesi6n (u_n),
usando los ultimos dos términos para determinar los digitos de sqrt(2). }

var
n, k : int64;
num®, den® : int64; { fraccién anterior }
numl, denl : int64; { fraccién corriente }
begin
numl := 1; { numerador de u_0 }
denl := 1; { denominador de u_0 }
for n := 1 to num_iter do
begin
num® := numl;
den® := denl;
{ Calculo de u_n = numl/denl a partir de u_(n-1) = num®/den® }
numl := num® + 2 * den®;
denl := num® + den®;
end;
{ Imprime los dos tltimos términos }
writeln(’Aproximacién #’, num_iter - 1, ’ = ’, num@, ’ / ’, den0®);
writeln(’Aproximaciéon #’, num_iter, ’ = ’, numl, ’ / ’, denl);

{ Calcula e imprime los digitos comunes de dichos términos }
write('raiz(2) = ’);

k := digitos_comunes(num@®, den®, numl, denl);
writeln(’ (', k, ’ digitos después de la coma)’)
end.

Cuabro 1. Ciélculo de los digitos deV2 (base 10) en PascaL
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