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Introduccion

Estas son las notas y ejercicios del curso de Algebra Lineal II, en la forma en que fue dictado en 2011.
Buena parte del material esta tomado del libro Linear Algebra, de S. M. Friedberg, A. J. Insel y L. E. Spence,
de la editorial Prentice Hall.

En el Capitulo 1 se estudian los operadores diagonalizables. Al final se incluye la descomposicién espec-
tral, preparando el terreno para el teorema espectral que se ve en el capitulo siguiente.

En el Capitulo 2 se estudian los espacios vectoriales con producto interno y sus operadores. Las de-
mostraciones estan hechas para espacios complejos y las correspondientes a los espacios reales se obtienen
como un caso particular. Si el lector esté interesado solo en los espacios reales, entonces puede olvidarse de
las referencias a los complejos, y las definiciones y demostraciones funcionan igual. El inico punto donde
tendria problemas es en la prueba de que un operador real autoadjunto es diagonalizable sobre una base
ortonormal, dado que la prueba en el caso complejo utiliza el “teorema fundamental del algebra” que no es
valido en los reales. Para solucionar esto se dan dos pruebas de ese teorema, una de las cuales no necesita
nimeros complejos.

En el Capitulo 3 se estudian las formas bilineales simétricas, poniendo énfasis en el caso real.

En el Capitulo 4 se estudia el polinomio minimal y la forma de Jordan. La forma de Jordan se ve primero
para operadores nilpotentes y luego para el caso general. Este enfoque es un poco mas largo que el estudio
directo de la forma de Jordan, pero simplifica su estudio. Ademds tiene la virtud que la forma de Jordan
para operadores nilpotentes se puede obtener con los coeficientes en cualquier cuerpo mientras que para el
caso general se necesita imponer condiciones sobre el cuerpo o el polinomio caracteristico.

En el Capitulo 5 se ven algunos temas necesarios para seguir estas notas y otros que las profundizan o
extienden. Dependiendo de los objetivos del curso, algunas o todas de las secciones de este capitulo podrian
omitirse, aunque es necesario conocer los resultados y definiciones de las secciones 5.1, 5.2 y 5.3.

En el Capitulo 6 estan los ejercicios del curso. Notar que en el practico 0 se repasa el concepto de suma
directa y su relacién con las proyecciones; tenerlo claro es béasico para entender el teorema espectral.
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Capitulo 1
Diagonalizacion

En este tema k es un cuerpo y V' es un k-espacio vectorial no nulo de dimensién finita n. Si B es una
base de V', supondremos siempre que B es una base ordenada es decir una base en la cual hemos elegido un
orden para sus elementos. Al subespacio de V' generado por el conjunto de vectores {vy,va, -+ ,v,} CV lo
denotaremos por [vi,ve, -, Up].

A las transformaciones lineales de V' en V les llamaremos también operadores. Al espacio de las trans-
formaciones lineales de V' en V' lo denotaremos por L£(V) y a la transformacién lineal identidad por Id o
Idy . Al espacio de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en k lo denotaremos por M, (k) y a la
matriz identidad por I o I,,.

1.1. Operadores diagonalizables

SiT € L(V) y By C son bases de V, escribiremos ¢[T]|5 a la matriz asociada a T de la base B en la
base C y [T|p para g[T]5. Si A € My(k), escribiremos L4 a la transformacién lineal de k™ en k™ definida
por L4(v) = Av, Yv € k™. Observar que si C = {ey,...,e,} es la base canénica de k" y A € M, (k), es

[Lale = A

Si vy,...,v, € k™, el simbolo [vi]---|v,] denotard a la matriz cuadrada de orden n cuyas columnas son
Vly.-+3Un.

Definicién 1.1.1. Diremos que dos matrices A, B € M, (k) son semejantes y lo escribiremos A ~ B, si
existe una matriz invertible Q € M, (k) tal que A = QBQ~!.

Es un ejercicio el verificar que la relacién de semejanza es de equivalencia en M, (k).
Proposicién 1.1.2. Sean T € L(V) y B una base de V.
1. SiB' es otra base de V, entonces [T)g ~ [T)g. Explicitamente, [Tz = P[T]|g P}, siendo P = p/[1d]5.
2. Si Ae M,(k) es tal que A~ [T, entonces existe una base B' de V tal que A = [T)p.
Dem.

1. SiP= B/[Id]lg, es [T]B’ = B/[Id]g [T]B B[Id]B’ = P[T]B/ p-1



2. SiA=Q[T)pQ 7!, siendo Q7! = (¢;5) y B= {v1,..., v}, definimos
wy ::Zqijvi, ijl...,n.
i=1

Como la matriz Q~! es invertible, el conjunto B” = {wy,...,w,} es una base de V y g[ld]zr = QL.
Luego
A=QTsQ™" = pld]s [T]5 s[1d]5r = [T]pr. m

Corolario 1.1.3. Dos matrices son semejantes si y solo si representan a la misma transformacion lineal.

Dem. Sean Ay B en M, (k) tales que A ~ B. Si consideramos T' = L4 € L (k"), es A = [T, siendo C
la base candnica de k™. Luego B ~ [T, y la parte 2 de la Proposicién 1.1.2 implica que existe B base de k™
tal que B = [T'z. El reciproco es la parte 1 de la Proposicién 1.1.2. O

Recordar que una matriz cuadrada A = (a;;) se dice diagonal si a;; =0, Vi # j.

Definicién 1.1.4. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Un
operador T' € L(V') es diagonalizable si existe una base B de V en la cual [T']g es diagonal.

Ejemplo 1.1.5. Sea T a la simetria axial del plano R? respecto a una recta r que pasa por el origen. Sean
0#ucry0#uveR?tales que u y v son ortogonales. Luego B = {u,v} es una base de R? y la matriz

asociada a T en la base B es ((1) 0 ) Luego la simetria axial de eje r es diagonalizable.

Proposicién 1.1.6. Sea T € L(V).
1. Si T es diagonalizable y B es una base cualquiera de V', entonces [T|g es diagonalizable.
2. Si existe una base B de V' tal que [T|p es diagonalizable, entonces T es diagonalizable.

Dem. Si T es diagonalizable, entonces existe una base C de V' en la cual [T]¢ es diagonal. Si B es una
base cualquiera de V, la parte 1 de la Proposicién 1.1.2 implica que [Tz es semejante a [T¢, luego [T]5 es
diagonalizable.

Si existe una base B de V' tal que [T es diagonalizable, entonces [T'|5 es semejante a una matriz diagonal
D. La parte 2 de la Proposicién 1.1.2 implica que existe una base B de V' tal que [T]z = D, luego T es
diagonalizable. O

Corolario 1.1.7. Una matriz A es diagonalizable si y solo si la transformacion lineal Ly € L (k™) es
diagonalizable. O

1.2. Valores y vectores propios

Definicién 1.2.1. Dado T' € £(V), un escalar A € k se dice un wvalor propio de T si existe 0 # v € V tal
que T'(v) = Av, el vector v se dice que es un vector propio de T asociado a A.

Dada A € M, (k), un escalar X\ € k se dice un wvalor propio de A si existe 0 # v € k™ tal que Av = \v, el
vector v se dice que es un vector propio de A asociado a A. Es claro que los valores y vectores propios de la
matriz A coinciden con los del operador L4.

Ejemplo 1.2.2. En el caso en que 7 : R? — R? es la simetria axial del ejemplo 1.1.5, nosotros vimos que
existian vectores no nulos u y v tales que T'(u) = u y T(v) = —v; luego u y v son vectores propios de T' con
valores propios 1 y —1, respectivamente.



Notar que para la definicién de valor y vector propio de T' € £(V') no se necesita la hipdtesis dimy V' < oo.

Ejemplo 1.2.3. Sea C*(R) = {f : R — R | f tiene derivada de todos los 6rdenes}. Definimos T' €
L(C>®(R)) por T(f) = f'. Entonces A € R es un valor propio de T si y solo si existe f # 0 tal que
f' =M f, es decir si y solo si f es una solucién no nula de la ecuacién diferencial ' = \z; luego todo A € R

es un valor propio de Ty los vectores propios correspondientes a A son las funciones de la forma f(t) = ce,

Ve # 0.

Proposicién 1.2.4. Un operador T € L(V) es diagonalizable si y solo si existe una base B de V' formada
por vectores propios de T .

Dem. Si B = {v1,...,v,} es una base de V formada por vectores propios de T' con valores propios
correspondientes A1, ..., A\, entonces es T (v;) = \jv;, Vi=1,....,ny
AN - 0
Tle=1 + -~ . (1.1)
0 - A
Reciprocamente, si B = {v1,...,v,} es una base de V tal que [T]5 es como en (1.1), entonces es T' (v;) = \; v;,
Vi=1,...,ny por lo tanto los elementos de B son vectores propios de T O

Ejemplo 1.2.5. Considerar el caso de la simetria axial vista en los ejemplos 1.1.5 y 1.2.2.

Corolario 1.2.6. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si y solo si existe una base B de k™ formada por

vectores propios de A. En este caso, si B ={v1,...,un} Yy A1,..., Ay son los valores propios correspondientes,
es
M - 0
A=QDQ™', siendo D= : -. y Q=[vi|--|va].
0 - A\

Dem. La primera afirmacién se deduce de la proposicién anterior aplicada al operador L4 : k™ — k™.
Para la segunda, si C es la base canénica de k™, es A = [Lalc = ¢[Id]|s - [Lals - 5[Id]c = QDQ~!. O

Ejemplo 1.2.7. Sea A = (] 3) € Ms(R). Consideremos v1 = (1, —1) y vg = (3,4). Observar que B = {v1, v2}
es una base de R? y que Av; = —2v; y Avg = 5vg, luego A es diagonalizable y

G- DE DG

1.3. Polinomio caracteristico
Proposicién 1.3.1. Si T € £(V) y B, C son dos bases de V, entonces vale det ([T]g) = det ([T]c).
Dem. Es [T)p = Q T)cQ, siendo Q = ¢[Id]z, luego
det ([T)5) = det (Q‘l[T]CQ) = (det Q)" det ([T]¢) det Q = det ([T]c) .

O
Vista la proposicién anterior tiene sentido la definicién siguiente:

Definicién 1.3.2. Si T € L(V), definimos su determinante por detT := det ([T]g) siendo B una base
cualquiera de V.



Ejemplo 1.3.3. Sea V =Ry[z] y T € L£(V) definida por T'(p(z)) = p'(z). Si B = {1,z,2?}, es

[T]BZ = detT = 0.

o O O
S O =
o N O

Proposicién 1.3.4. Sean T, S € L(V).
1. Vale det (T o S) = det T det S.
2. El operador T es invertible si y solo si detT' # 0 y en ese caso vale det (Tﬁl) = (det T)_l.
3. Para todo \ en k y toda base B de V' wvale det (T — X\ 1d) = det(A — A1), siendo A = [T]3.

Dem. Sea B una base de V.
(1): det (T'o S) = det ([T o S]g) = det ([T]5[S]5) = det ([T']) det ([S]5) = det T' det S.
(2): La primera afirmacién se deduce de lo siguiente
detT' #0 <& det([T]g) #0 <« [T]p esinvertible < T es invertible.
Si T es invertible, es T o T~! = Id, luego 1 = det(Id) = det (ToT‘l) = detT det (T‘l). Esto implica
det (T71) = (det 7).
(3): Si A ek, esdet (T —A1Id) =det ([T — X\ 1d]p) = det ([T — A[Id]g) = det(A — A I). O
Definicién 1.3.5. Si A € M, (k), definimos su polinomio caracteristico por
Xa(t) :==det(A—tI) € Kklt].
Si T € L(V), definimos su polinomio caracteristico por
Xp(t) :=det(T —t 1d) € k[t].

Observacion 1.3.6. De la Proposicién 1.3.4 se deduce que si A € M, (k), T € L(V) y B es una base de V,
entonces

Xr(t) = Xy (t),  Xa(t) = Xp,(¢).

Notar que si
ain - Qi app —t - a1n

A= Do , es X4(t) =
Gn1 - QOnn Gn1 T Qpp — T

Es un ejercicio del préctico el probar que vale la formula siguiente
Xa(t) = (=1)"t" + (=1)" T tr (A) "L+ -+ det(A).
Luego gr X4(t) =nsi Ae My(k)ygr Xp(t)=nsiT e L(V) ydimV =n.

1-¢ 1

Ejemplo 1.3.7. SiA_<1 1>,€SXA(t)—‘ L1

‘_#—%—3



Ejemplo 1.3.8. Si T € L (Rq[z]) estd definida por T'(p(x)) = p'(z), (ejemplo 1.3.3) entonces

Proposicién 1.3.9. Sea T € L(V) y A € k. Son equivalentes:
1. El escalar X es un valor propio de T.
2. Ker(T — A 1d) # {0}.
3. El operador T — X\ 1Id no es invertible.
4. El escalar X es raiz de Xp(t).

Dem.

A es valor propiode T'< Jv#0: T(v) = Av
< Jv#0: veKer (T —AId)
< Ker (T'— M\1d) # {0}
< T —AId: V — V no es inyectiva
< T —AId: V — V no es invertible (dimg V' < 00)
< det (T—A1Id) =0
< Xp(A) =0.

O

Observacion 1.3.10. Notar que de la prueba anterior se deduce que si A es un valor propio de 7' € L(V),
entonces v € V es un vector propio de T correspondiente al valor propio A si y solo si v # 0y v €
Ker(T — A Id).

Corolario 1.3.11. SiT € L(V) y dimV = n, entonces T tiene a lo mds n valores propios.

Dem. Los valores propios de T son las raices de Xp(t), como este polinomio tiene grado n, entonces
tiene a lo més n raices. O

Ejemplo 1.3.12. Rotacidén. La rotacién de angulo 6 (0 < § < 27) es la transformacion lineal Ry : R? — R?
definida por Ry(z,y) = (x cosf +y sen, x sen —y cosf). Es

Ry < “ ) = < cosf  send > ( v > Xp, () = 2 — (2cos O)t + 1.

Y —senf cosf Y
El discriminante de la ecuacién t2 — (2cos @)t +1 =0 es
A :4cos2c9—4:4(cos20— 1) <0.

Observar que A = 0 si y solo si § = 0,7. Si @ = 0, es Ry = Id y todos los vectores no nulos de R? son
vectores propios de Ry con valor propio 1. Si 0 = 7, es Ry = —Id (simetria central de centro en el origen)
y todos los vectores no nulos de R? son vectores propios de Ry con valor propio —1. Si § #0,m, es A <0y
Ry no tiene valores propios por lo cual no es diagonalizable.



Ejemplo 1.3.13. Consideremos la matriz A = ( le i ) del ejemplo 1.3.7. Es Xa(t) = 12 — 2t — 3 =

(t —3)(t + 1), luego A tiene valores propios \; = 3 y Ay = —1. Observar que Ker (L4 —31Id) = [(1,2)] v
Ker (L4 +1d) = [(1, —2)]. El conjunto B = {(1,2), (1,—2)} es una base de R? formada por vectores propios
de L4, luego L 4 es diagonalizable. En particular tenemos

pals= (5 5 )y [as=aQ seno o= () 1, ).

Ejemplo 1.3.14. Sea T € L (Ry[z]) definida por T(p(z)) = p'(z) (Ejemplo 1.3.8). Es Xp(t) = —t3, luego
0 es el tnico valor propio de T'. Los vectores propios de T' son los polinomios constantes no nulos, luego no
existe una base de Ry[z]| formada por vectores propios de T'y T no es diagonalizable.

Si B = {v1,...,v,} es una base de V, definimos el mapa coordenadas coordp : V- — k™ por
coordp(v) = (z1,...,x,) S v =xzv] + -+ TpUp.
En el curso de algebra lineal I se probd que coordps es un isomorfismo lineal.

Proposicién 1.3.15. Sea T' € L(V), B una base de V., A = [T]|p y A un valor propio de T. Entonces
v € V' es un vector propio de T correspondiente a \ si y solo si coordp(v) € k™ es un vector propio de A
correspondiente a .

Dem. Utilizando que coordg : V' — k™ es un isomorfismo, tenemos que dado v € V', es v # 0 si y solo si
coordg(v) # 0y

T(v) = Av « coordg(T'(v)) = coordg(Av) < [Tz coordg(v) = Acoordg(v) & Acoordg(v) = Acoordg(v).
O

Ejemplo 1.3.16. Sea T' € L (Ry[x]) definida por T'(p(z)) = p(x) + zp'(z) + p/(x). Considerando la base
C = {1,z,2%} de Ro[z], es

A=[T)c = = Xp(t) = —(t - 1)(t - 2)(t — 3),

S O =
SN =
w N O

luego los valores propios de 7" son 1, 2 y 3. Operando obtenemos:
Ker(Ly —1d) =[(1,0,0)], Ker(L4—2Id) =[(1,1,0)], Ker(Ly—31d)=[(1,2,1)].

Luego
Ker(T —1d) = [1], Ker(T —2Id) = [1+2z], Ker(T —31d) = [1+ 2z +27].

El conjunto B = {1,1 + 2,1+ 2z + 22} es LI y por lo tanto es una base de Ry[x]; en la base B obtenemos

10
[Tls=1 0 2
0 0

w o o

Proposicién 1.3.17. Sea T € L(V), A1,...,\; valores propios distintos de T' y vy, ..., vy vectores propios
correspondientes. Entonces {v1,...,vx} es LI

Dem. La prueba la haremos por induccién en k.



Si k =1, entonces {v;} es LI porque como v; es un vector propio, es v # 0.

Supongamos que el resultado es cierto para k — 1 > 1y sean Aq,..., A; valores propios distintos de T y
v1, ...,V vectores propios correspondientes. Sean aq,...,a; € k tales que
aiv] + -+ ag_1vp_1 + agvg = 0. (1.2)
Aplicando T en ambos lados de la ecuacién (1.2) y teniendo en cuenta que vy, ..., v, son vectores propios
obtenemos
a1 + -+ A1 A\p—1Vk—1 + ap v = 0. (1.3)

Multiplicando la ecuacién (1.2) por —\j obtenemos
—A1ARUL — r — Q_1ARVE—1 — AU = O. (1.4)
Sumando la ecuacién (1.3) y la (1.4) obtenemos
ar(M — Ao + -+ ap—1(Ag—1 — Ap)vg—1 = 0.
Por la hipétesis de induccién el conjunto {vq,...,vp_1} es LI, luego
ar(A1 — Ag) = =ap—1(M\g—1 — k) = 0.

Como \; # A\ paratodoi=1,...,k—1, es

ay = -+ = 0ak—-1 = 0.
Substituyendo a1, ...,ar_1 por 0 en la ecuacién (1.2) obtenemos axvy = 0 y como v # 0, es ap = 0; esto
completa la prueba de que {v1,..., v} es LI O]

Corolario 1.3.18. Si la dimension de V esn y T € L(V) tiene n valores propios distintos, entonces T es
diagonalizable. O

11

Ejemplo 1.3.19. Si A = < 11

(02)

Observacion 1.3.20. La matriz identidad y la matriz nula son ejemplos de matrices diagonales -luego
diagonalizables- que tienen un solo valor propio, 1 y 0 respectivamente. Estos ejemplos nos muestran que el
corolario anterior nos da una condicién suficiente pero no necesaria para que un operador sea diagonalizable.

), es Xa(t) = t(t — 2). Luego A es diagonalizable y es semejante a

Definicién 1.3.21. Un polinomio no constante f(z) € k[z| se dice que escinde (en k) si existen escalares
a,ay,...,a, tales que f(x) =a(x —ay)---(x — a,) (pueden haber elementos repetidos en ay,...,ay).

Observar que si f(z) escinde, agrupando los términos repetidos queda f(z) = a(x — by)™ --- (x — b)),
conb, Zbjsii#jyn, €LY, Vi=1,...,r.

Ejemplo 1.3.22. 1. 22 — 1= (x + 1)(z — 1) escinde en Q.
2. 22 — 2 no escinde en Q.
3. 22 -2 = (:U + ﬂ) (az — \/i) escinde en R.

4. 22+ 1y (22 +1) (z — 2) no escinden en R.

10



5. 22+ 1= (z +1i)(z — i) escinde en C.

Observacién 1.3.23. En C[z] todo polinomio no constante escinde, este es el llamado “teorema fundamental
del algebra” que sera demostrado en cursos posteriores.

Proposicién 1.3.24. Sea T' € L(V). Si T es diagonalizable, entonces Xt escinde.

Dem. Sea B una base de V en la cual [Tz es diagonal.

T)p = = Xp(t)=(a1—t) - (an—1t)=(-1)"(t—a1) - (t — an).

Qn,

Corolario 1.3.25. Sea T' € L(V). Si X1 no escinde, entonces T' no es diagonalizable. O

0 1
-1 0
diagonalizable en My (R). Observar que si consideramos A € M(C), es Xa(t) =2+ 1 = (t —i)(t + 1) que

Ejemplo 1.3.26. Si A = ( ) € M3(R), es X4(t) = t?> + 1 que no escinde en R, luego A no es

escinde en C, luego A es diagonalizable en Ms(C) y es semejante a ( (Z) —02 >

Observacion 1.3.27. Que el polinomio caracteristico escinda es una condicién necesaria pero no suficiente
para que un operador sea diagonalizable (ver més adelante el ejemplo 1.4.3).

1.4. Multiplicidad geométrica y algebraica
Definicién 1.4.1. Sea T € L(V) y A un valor propio de T
1. El subespacio propio asociado al valor propio A es E) := Ker(T — A1d).
2. La multiplicidad geométrica de X\ es MG(\) := dim E.
3. La multiplicidad algebraica de X es MA(X) := max {h: (t— \)" divide a X7 (t)}.

Si A € M,(k) y A es un valor propio de A, entonces se define la multiplicidad algebraica y geométrica de A
como las correspondientes al operador Ly € £ (k™).

Observacién 1.4.2. 1. Si T € L(V), entonces 0 es un valor propio de 7" si y solo si Ker(7') # {0}, en
este caso es Ey = Ker (7).

2. El subespacio propio asociado a un valor propio A consiste en el vector nulo y los vectores propios
correspondientes a .

3. SiT e L(V)y A un valor propio de T es
MG(\) = dimKer(T — A1d) = dim V — dimIm(7 — AId) = dim V' — rango(T — A1d).
En particular si A € M, (k) y A es un valor propio de A, entonces M G(\) = n — rango(A — AI).

4. Si X es un valor propio de T', es M A(A) = m siy solo si X7(t) = (t — A)"p(t) con p(A) # 0.
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Ejemplo 1.4.3. Un ejemplo de un operador que no es diagonalizable pero su polinomio caracteristico
escinde. Sea T € L (Rg[z]) definida por T(p(x)) = p/'(x). En el ejemplo 1.3.14 probamos que Xp(t) = —t3,
luego 0 es el tinico valor propio de T'y Ey = Ker(T) = R C Ry[z]. Entonces MA(0) = 3 y MG(0) = 1.
Observar que si fuese T' diagonalizable, al ser 0 su tinico valor propio, la matriz en la cual se diagonalizaria
serfa la matriz nula, por lo cual T seria el operado nulo. Como 1" # 0, deducimos que no es diagonalizable.

Ejemplo 1.4.4. Sea

A= € M4(R)

O O O Ww
o O w o

o O O
O = O O

-1
Es X4(t) = (t — 3)% (t* + 1), luego 3 es el tnico valor propio de Ay MA(3) = MG(3) =2.
Teorema 1.4.5. Sea T € L(V) y A un valor propio de T', entonces
1 < MG(N) < MA(N).
Dem. Como A es un valor propio de T', es Ey # {0} y luego MG(X\) > 1.

Sean B; una base de E) y By un conjunto LI de V disjunto con B; tales que B = B1 U Bs es una base de
V. Observar que T'(v) = \v para todo v € By, luego la matriz asociada a 1" en la base B es una matriz en

bloques de la forma
A, B

siendo m = #B; = dim Ey = MG()). Luego Xp(t) = (A — t)™g(t), siendo g(t) = X¢c(t). Como puede ser
g(A\) =0, deducimos MA(X) > m = MG(A). O

Corolario 1.4.6. Sea T € L(V) y A un valor propio de T, entonces MA(X) =1 implica MG(\) =1. O

Definicion 1.4.7. Una familia de subespacios W1, ..., W, de V se dice independiente si
w1++'U)k:0, ConwiEWi’Vi:17...,k = U}l::’wkzo
Si los subespacios Wy, ..., W} son independientes, entonces la suma Zle W; se dice directa y se escribe

Zle W; = EBf:l Wi. En el curso de Algebra Lineal I se prueba dim @le W; = Zle dim(W5).

Proposicién 1.4.8. Sea T' € L(V) y A1,..., A\, valores propios distintos de T'. Entonces E),, ..., E\, son
subespacios independientes.
Dem. Sean vy € Ey,...,v; € E), tales que v + -+ + v, = 0. Si existiese algin ¢ € {1,...,k} tal que
v; # 0, eventualmente reordenando los subindices existiria algin [, 1 <[ < ktal que v; #0,Vi=1,...,0ly
V41 = -+ = v = 0. Luego es
v+--+y=0conv; #0, Vi=1,...,1L (1.5)
Siie{l,...,l} es0# v; € Ey,, luego v; es un vector propio de T correpondiente al valor propio ;. Entonces
la Proposicién 1.3.17 implica que {vi,...,v;} es LI y esto contradice (1.5). Luego es vy = --- = v, =0y
Ey, ..., E), son subespacios independientes. O
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El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que un operador sea diagonalizable.
Teorema 1.4.9. Sea T € L(V). Son equivalentes:

1. T es diagonalizable.

2. Xp escinde y MG(X\) = M A(X) para todo valor propio \ de T'.

3. V= @?:1 Ey,, siendo A1, ..., Ay los valores propios de T

Dem. 1 = 2: Como T es diagonalizable, nosotros ya sabemos que X7 escinde y ademas podemos suponer

que existe una base B = {v%, . ,v}n, I P nh} de V tal que
A1
A1
[T)s =
An
A

siendo Ap,..., A los valores propios de T' con A\; # A; si ¢ # j. Es decir que el valor propio \; aparece
exactamente n; veces en [T'|g para todo i = 1,..., h. Luego es

Xr(t) = (Ar =)™ - (An =)™ = (=1)"(E = Ad)™ -~ (£ = An)"™"

Observar que por la forma de la matriz [T]g es {v},... v} } C E),, luego MG(\;) > n; = MA(X;). Pero
siempre vale MG(\;) < MA(\;), luego MG(\;)) = MA()\;), paratodoi=1,...,h.

2 = 3: Sea Xp(t) = (=1)"(t = Ar)™ - (t = Ap)™ con \; # A si i # j. La Proposicién 1.4.8 nos dice que
2?21 Ey, = @?:1 E),, luego

h
dim (@E,\> ZdlmEA _ZMG ZMA an—gr Xp(t) = dimV,
=1

luego @?:1 E,, =V.

3 = 1: Si B; es una base de E), para todo ¢ = 1,...,h, entonces B = By U---U By, es una base de V'
formada por vectores propios de T'. O

Observacion 1.4.10. Notar que los ejemplos 1.4.3 y 1.4.4 muestran que, por separado, el que Xt escinda
o que MG(\) = M A(\) para todo valor propio A de T', no implican que T sea diagonalizable.
1.5. Descomposicion espectral

Teorema 1.5.1. Sea T € L(V). Si el operador T es diagonalizable, entonces existen unicos escalares
distintos A1, ..., A\p y operadores no nulos Py, ..., P, tales que

1. P2=P;, Vi=1,...,h (los operadores P; son proyecciones).
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2. PboP;j=0s11#j.
3. Id=P +- -+ Py
4. T=MP 4+ A\, Py
La descomposicion T = APy + - -+ + A Py, se llama la descomposicién espectral de T

Dem. FExistencia: Como T es diagonalizable, entonces es V = @?:1 E),, siendo Ay, ..., A, los distintos
valores propios de T. Para cada i € {1,...,h}, definimos P; : V. — V por P;(v) = v; si v = v; + -+ + vp,
con v; € Ey,, i =1,...,h. Por las relaciones que conocemos entre proyecciones y sumas directas, sabemos
que Py, ..., P, verifican las condiciones 1, 2 y 3. Ademds como Ey, # {0}, es P, #0Vi=1,...,n.

SiveV,esv=P(v)+ -+ Py(v) con Pi(v) € Ey,, Vi=1,...,h, luego

T(v) =T (Pi(v) + -+ Pa(v)) =T (P1(v)) + - - + T (Pa(v)) = MPr(v) + -+ An Pa(v)
=MPi+- -+ \Pr)(v) = T=MPi+- -+ P

Unicidad: Sea T' € L(V') tal que existen escalares distintos A1,..., A\, y operadores no nulos Py,..., Py,
que verifican las condiciones 1, 2, 3 y 4. Probaremos que 1" es diagonalizable, que A1, ..., Ay son los distintos
valores propios de T'y que P4, ..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposicion V = @?:1 E)y,.

Sea W; = Im(P;), i = 1,...,h. Las condiciones 1, 2 y 3 implican que V = @?:1 W; y que si v =
w1 + -+ + wp, con w; € Wj, entonces Pj(v) = wj;, Vi = 1,...h. Ademds como P; # 0, es W; # {0}
Vi=1,...,h.

SiveW;, es Pi(v) =v, luego

h

h h h
T(v)= | Y NFj | () =Y NFi(v) =) NP (P(v)) =YX (Bjo By) (v) = AP (v) = AiPy(v) = v
j=1 j=1 j=1 j=1

Como W; # {0}, la relacién anterior implica que A; es un valor propio de T'y que W; C E),, para todo
i=1,...,h. Ademé&s tenemos

h h h h
V=@PwWi=) W,cd E,=EE\, V. (1.6)
=1 =1 =1 =1

Luego V = @?:1 E,,. Esto implica que T' es diagonalizable y que Aj,..., A, son los distintos valores
propios de T. Observar que tomando dimensiones en la relacién (1.6) obtenemos dimV = 2?21 dim W; =
Z?Zl dim E},. Por otro lado de W; C Ej, se deduce que dim W; < dim E), para todo ¢ = 1,...,h. De estas
dos tltimas relaciones se tiene que dim W; = dim F, y como W; C E),, es W; = E), paratodoi=1,...,h.
Esto implica que Py, ..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposicion V' = @?:1 Ey,. OJ

Ejemplo 1.5.2. Sea T € L (Rg) definida por T'(x,y, z) = (4z + z,2x + 3y + 22,z + 4z). Observar que es

T 4 0 1 x
Tl v =2 3 2 y vy Xp(t) = —(t —3)%(t — 5).
z 1 0 4 z

Operando obtenemos
Es=[(1,0,-1), (0,1,0)], E5=][(1,2,1)].
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Luego Xr escinde, MG(3) = MA(3) =2y MG(5) = MA(5) = 1, esto implica que T" es diagonalizable
y que B = {(1,0,—-1), (0,1,0), (1,2,1)} es una base de R3. Escribiendo un vector gerierico de R® como
combinacién lineal de B obtenemos

xr—z xr+z

5 (1,0,—1) 4+ (y —x — 2)(0,1,0) +

(2,9, 2) = (1,2,1).

Luego si definimos P} y P> en £ (R3) mediante

P1($7y’z) = x;Z(laOa_l)+(y_$_z)(0’1’0): <x;27y_x_zaz;w)a
Pao,2) = 2 (1,2,1) = (”“;Zx zf?”)

entonces la descomposicion espectral de T es T'= 3P + 5P,. Ademas sabemos que P y P verifican:
Pi+P,=1d, P!=P, Pi=P, y PioP,=P,oP =0.
Definicién 1.5.3. Sea T € L(V). Si p(z) = an 2™ + an_1 2" 1+ -+ + a1 x + ao € k[z], definimos
p(T):=a, T+ an 1 T '+ +ay T+ apld € L(V),

siendo 7" = To---oT, n = 1,2,.... Si definimos T° = Id, podemos escribir p(T) = Yoo ai T* siendo

n

p(x) =Yg a a’.

Observacion 1.5.4. Es un ejercicio del practico el probar que si T = Zle A P; es la descomposicién
espectral de un operador diagonalizable y ¢(x) € k[z], entonces ¢ (T) = Z?Zl q(N\j) Pj.

Proposicién 1.5.5. Sea T' € L(V') un operador diagonalizable y consideremos su descomposicion espectral
T = Zle Ai P;. Entonces cada P; es un polinomio en T.

Dem. Dado que A1,..., A\, son escalares distintos, en el Apéndice se prueba que existen polinomios
q1(x), ..., qr(x) llamados polinomios de Lagrange que verifican g;(\;) = d;;, para todo i,j = 1,..., k; luego

k k
qZ(T):ZQ’L()\])P]:Z(SZ]P]:PZ = Plqu(T), \V/Zzl,,ki
j=1 j=1
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Capitulo 2

Espacios con producto interno

En este tema el cuerpo de base k serd R o C. Diremos que un k-espacio vectorial es un espacio real si
k =R y que es un espacio complejo si k = C.

2.1. Espacios con producto interno

Definicién 2.1.1. Sea V un espacio vectorial. Un producto interno en V es una funcién ( , ): V xV =k
que verifica:

1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V.
2. (au,v) = alu,v), Va €k, u,veV.
3. (u,v) = (v,u), Yu,v e V.
4. (v,v) >0, Yv #0.

Un espacio con producto interno es un par (V,(, )) en el cual V es un espacio vectorial y (, ): V xV =k
es un producto interno en V.

Observacién 2.1.2. 1. Sik =R, la condicién (3) queda en (u,v) = (v,u), Yu,v € V.

2. Las dos primeras condiciones nos dicen que todo producto interno es lineal en la primera componente.
Notar que si el espacio es real entonces también es lineal en la segunda componente, pero si el espacio
es complejo esto deja de ser cierto.

Ejemplo 2.1.3. En k" el producto interno usual es
n
(@1, mn) W )) =TT+ 22+ + T = D T T
i=1

Cuando consideremos a k™ como espacio vectorial con producto interno nos estaremos refiriendo siempre al
producto interno usual, a menos que explicitemos lo contrario. En el caso k = R al producto interno usual
también se le suele llamar producto escalar y su férmula es

n
(@10 n) (Y1) = Z1 g1+ T2y 4+ T Yo = D Ti Y
=1
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Ejemplo 2.1.4. Si A € M,(k), definimos A* := A, es decir si A = (a;;) y A* = (bij), es bj = @j; (sik =R
es A* = A"). Definimos ( , ) : My, (k) x M, (k) — k por (A, B) :=tr (AB*) = >_1",_; a;;bi;.

Ejemplo 2.1.5. Sea C[0,1] :={f:[0,1] = R : f es continua}, definimos ( , ) : C[0,1] x C[0,1] — R por
(f.9) = [y f(t)g(t)dt.

Observacién 2.1.6. Observar que si (, ) : V x V — k es un producto interno en V' y r € R, entonces
(, )r:V xV — k definido por (u,v), := r(u,v) es otro producto interno en V.

De ahora en adelante (V,(, )) es un espacio con producto interno.
Proposicion 2.1.7. Vale:

1. (u,v 4+ w) = (u,v) + (u,w), para todo u,v,w € V.

2. (u,av) = alu,v), para todo u,v €V ya € k.

3. (v,v) =0 si y solo si v=0.

4. Si (v,u) =0 para todo v € V, entonces u = 0.

5. Si (v,u) = (v,w) para todo v € V, entonces u = w.

Dem.

L. (u,v+w) = (w+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

2. (u,av) = (av,u) = a(v,u) =a{v,u) =au,v).

3. Si v # 0, entonces es (v,v) > 0y por lo tanto (v,v) # 0; luego (v,v) = 0 implica v = 0.
Reciprocamente, si v = 0 es (0,0) = (0 +0,0) = (0,0) + (0,0) € k, luego (v,v) = (0,0) = 0.

4. Si (v,u) = 0 para todo v € V, entonces tomando v = u es (u,u) = 0y luego u = 0.

5. Si (v,u) = (v, w) para todo v € V, entonces es 0 = (v,u) — (v, w) = (v,u — w) para todo v € V, luego
esu—w =0y resulta u = w. O

Observacion 2.1.8. De la condicién 4 de la definicién de producto interno y de la afirmacién 3 de la
proposicién anterior se deduce lo siguiente:

(v,v) >0, YoeVy(vvy)y=0 < v=0.

Definicién 2.1.9. Si v € V, definimos su norma por ||v|| :== /(v,v). La norma define una funcién || || :
V=R

Ejemplo 2.1.10. Si V =k" es || (z1,...,zy) || = \/|561\2 +zo* 4 4 |z = \/22;1 |2 2.

SizeC,z=a+1ibcon a,be R, escribimos Re(z) = a y Im(z) = b. Observar que es |Re(z)| < |z|,
|Im(2)| < |z|, 2+ Z =2Re(2), 2 —Z = 2i Im(2) y 2Z = |2|2.

Proposicion 2.1.11. Vale la siguiente igualdad:

llu+ | = [[ul* +2Re ((u,v)) +[[v]|*,  Vu,ve V. (2.1)
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Dem.
[Ju+v|> = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = [Jul]® + (u,v) + (u,v) + ||v||?
= ||ul* +2Re ({u,0)) + |ol*. O
Observar que si k = R, la relacién (2.1) queda en
lJu+ v||? = [|u]|* + 2 (u,v) + ||v]|>, Yu,v eV, (2.2)

Proposicion 2.1.12. Vale:

1. |lav|| = lal ||v||, para todo v € V y a € k.

2. |[v|] > 0 para todo v € V y ||v|| =0 si y solo siv=0.

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: para todo u,v € V' es |(u,v)| < ||ull||v|| v vale el simbolo de igual si
y solo si {u,v} es LD.

4. Desigualdad triangular: para todo u,v € V' es |[u+ v|| < [|u]| + ||v]|.

Dem. Las dos primeras afirmaciones se deducen inmediatamente de la definicién de norma. Para la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, si v = 0 es |[(u,v)| = [(u,0)] = 0 = ||u||||0]| = ||ul||||v]| ¥ el conjunto
{u,v} = {u,0} es LD.

Supongamos hora que v # 0.

(u,0) | 2 (u,v) (w,0) | 2 (u,v) [(w, 0)]) o
u— v = Ilull® =2Re ( (v, v) )+ v = Ilull" —2Re (u,v) | + |||
H [|vl[? [[v][? [[v][? [[v][? [[v][*
:||’LLH2—2’<“7’U>’2 \(u,vHQ :||UH2— ‘<’U,,U>’2
[[v][? vl [[v][?
Luego
(u,0) | 2 uv))?
0< Hu— ol = Jul|* — (2.3)
[|v][? [[v][?
De (2.3) se obtiene inmediatamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Si {u,v} es LD, como v # 0 entonces existe a € k tal que u = av, luego
[(u,v)| = [{av,v)| = |a{v,v)| = |a| []v||* = |a [[v]|[o]] = [lav]| |Jo]| = [ul|[]0]]
Reciprocamente si |(u,v)| = [|u||||v]| y v # 0 entonces (2.3) implica
2
Hu - <u’v2>v =0,
]|
luego u = (u, v)/||v|[>v.
La desigualdad triangular se deduce de:
llu + ol * = [Jul]® +2Re ((u, 0)) + [[v][* < [Jul[* + 2| {w, v) | + [Jv]|* < [Jul[* + 2[[u|| [Jo]| + [Jv]
= (|[ull +[lv])*.
O
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Aplicacién 2.1.1. En el caso particular de V. = K" la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad

triangular nos dan las siguientes relaciones:
" 12/ » 1/2
2 2
< (Z|$i| ) (Z|yi| ) ;
i=1 i=1

Z%E
n - 1/2 n 1/2 n 1/2
(zmw) s(zw?) +<z|yi|2) |
=1 =1 =1

Definicién 2.1.13. Dos vectores u y v se dicen ortogonales si (u,v) = 0, en esta situacién escribimos
u L v. Un subconjunto S de V se dice un conjunto ortogonal si para todo u,v en S, u # v, es v L v. Un
subconjunto S de V' se dice un conjunto ortonormalsi es ortogonal y ||v|| = 1 para todo v en S. Observar que
si S = {v1,...,vn}, entonces S es ortonormal si y solo si (v;,v;) = d;; para todo %, j. Una base ortonormal
es una base que ademds es un conjunto ortonormal.

Ejemplo 2.1.14. La base canodnica de k™ es una base ortonormal.

Ejemplo 2.1.15. El conjunto S = {(1,1,0), (1,—1,1), (—1,1,2)} es un subconjunto ortogonal de R3 que
no es ortonormal.

Proposicién 2.1.16. Sea S = {v1,...,v,} un conjunto ortogonal de vectores no nulos y u € [v1,...,vp)].
- (u, v3)
Siu:Zaivi, entonces a; = ~— ZZ,Vizl,...,n.
2 ol
Dem.
w=) avp = (ww)= <Zaj > =Y il =allel = a=
i=1 =1 =1 ‘
O

Corolario 2.1.17. Si S es un subconjunto ortogonal (finito o infinito) de V' formado por vectores no nulos,
entonces S es LI

Dem. Siwvy,...,v, € Syai,...,a, €k son tales que Z?Zl a; v; = 0 entonces a; = ﬁ%ﬁﬁ = ( para todo
1=1,...,n. O
Corolario 2.1.18. Si V tiene dimension finita y B = {v1,...,v,} es una base ortonormal de V', entonces

n
u = Z (u,vi)v;,, YueV. O (2.4)

=1

Definicién 2.1.19. Sea B un conjunto (posiblemente infinito) ortonormal en V. Si w € V| llamamos
coeficientes de Fourier de w respecto a B a los escalares (w,v) con v € B.

19



Teorema 2.1.20 (Método de Gram-Schmidt). Sea S = {vi,...,v,} un conjunto LI. Definimos S’ =
{w1,...,w,} mediante:

w1 = U1
(v2, w1)

wy = V2 5 Wi
||l
(v3, w1) (v3, w2)

w3 V3 2
w1 ? [lwa 2

o <Un7 wl) <'Un, wn—1>

Wy, = Uy — Wy — - — .

[l [lwn—1]|
Entonces S’ es un conjunto ortogonal de vectores no nulos que verifica [S'] = [S].
Dem. Demostraremos por induccién en m, siendo S, = {v1,...,vm} y S, = {w1,...,wy} con 1 <

m < n, que si Sy, es un conjunto LI, entonces S/, es un conjunto ortogonal de vectores no nulos que verifica

(5] = [Sim]-

Para m = 1 es S1 = S} = {v1} y se cumple la tesis. Supongamos que vale para m — 1. Si S, es un
conjunto LI, entonces Sy,—1 es un conjunto LI y se aplica la hipdtesis de induccién, por lo cual S], _; es un
conjunto ortogonal de vectores no nulos que verifica [S’ _1} = [Si—1]-

m
Consideremos w,,. Si fuese w,, = 0 entonces serfa v, € [S 1] = [Sm-1] ¥ Sm = Sm—1 U {vy} resultaria
LD contradiciendo que S es LI. Luego es w,, # 0.
El conjunto S/, _; = {w1,...,wn_1} es ortogonal. Afirmamos que wy, es ortogonal a w1, ..., wp_1:
<’Um, w1> <'Um7 wm—1>
Wy W) = (U, W5) — w1y, w e (W1, W5
o0 =t 0] = T - G200 == g e e
U, W; .
:<Um,wi>—w<wi,wi>20, Vi=1,...,m—1.
1
Luego S;, = {w1,...,Wm_1,wn} es ortogonal.
De [ ;n_l] = [Sy—1] se deduce que wy,...,wy—1 € [Spm—1] C [Sm]. Por otro lado tenemos que w,, €
[wi, ...y Wm—1,Vm] C Sm, luego [S],] C [Sm]. Como S}, es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, es LI
y Spm también es LI, luego dim[S],] = dim[S,,] = m lo cual termina la prueba de [S],] = [Sm]. O

Observacion 2.1.21. Observar que si aplicamos el método de Gram-Schmidt a un conjunto LI de la

forma S = {v1,...,v,v41,...,0n} con {v1,...,v;} un conjunto ortonormal entonces es w; = v; para todo
i=1,...,1.

Corolario 2.1.22. Si la dimension de V' es finita, entonces V' admite una base ortonormal.

Dem. Sea C = {v1,...,v,} una base cualquiera de V. Aplicando el método de Gram-Schmidt obtenemos
una base ortogonal C' = {uq,...,u,}. Si definimos w; = u;/||u;||, i = 1...,n, entonces B = {wy,...,w,} es
una base ortonormal de V. U
Observacién 2.1.23. Sea V de dimensién finita y B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V. Sean

V=) wivy w= 1 y; v, entonces vale:
n n
(o)=Y o, ol =3l
i=1 i=1
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En efecto,
n n n
w) = <zmzyﬂj> S g ) = 3 w0 _zxzyz
i=1 j=1 ij=1 ij=1

De la observacién anterior y la férmula (2.4) se obtiene:

Proposicién 2.1.24 (Identidad de Parseval). Sea V' de dimension finita y B = {vi,...,v,} una base

ortonormal de V. Entonces .

(v,w) = Z (v, v;) (w,v3), Yv,weV.

i=1
En particular, |[v||> = S0, [(v, ). O
Aplicando (2.1) se obtiene imediatamente el siguiente.
Proposicién 2.1.25 (Teorema de Pitdgoras). Siu y v son ortogonales, es ||u+ v||* = ||ul|? + ||v||?. O
Corolario 2.1.26. Si {v1,...,v,} es un conjunto ortogonal en V, es |27, vil|* = 1, [|vil|?.

Dem. Lo demostramos por induccién en n. Si n = 2 es el teorema de Pitadgoras. Supongamos que
vale para n y consideremos un conjunto ortogonal {v1,...,v,, Up41}. Como v,41 es ortogonal a vy,..., v,
entonces resulta ortogonal a y " ; v;. Luego aplicando Pitdgoras y la hipétesis de induccién obtenemos:

2 n 2
i=1

Definicion 2.1.27. Si S es un subconjunto cualquiera de V', el conjunto

2 n+1

+ ol ZHvzHJranHH ZH%H

n+1

D v
i=1

n

>

i=1

L={veV:vlw YweS}
se llama el complemento ortogonal de S.

Observacién 2.1.28. Observar que S es un subespacio de V' (aunque S no lo sea) y que S+ = [S]*. En
particular, si W es un subespacio de V' y S es un generador de W, entonces v € W si y solo si v L w para
todo w en S.

Ejemplo 2.1.29. {0}* =V y V+ = {0}.

Teorema 2.1.30. Sea W un subespacio de dimension finita de V', entonces V.=W @ W=,

Dem. Sea B = {w1,...,w,} una base ortonormal de W, si v € V es
n n
v = Z(v,wﬁ w; + v — Z (v, w;) w;.
i=1 i=1
Observar que (v — > 1" | (v, w;) wi, w;) = (v,w;j) — > iy (v,w;) (w;, wj) = 0 para todo j = 1,...,n, luego

por la observacién anterior es v — S0 (v,w;) w; € Wt y claramente Y7, (v,w;) w; € W, de donde
V =W +W+. Por otro lado siw € WNW+ es w L w y luego w = 0 lo cual prueba que WNW+ = {0}. O

Corolario 2.1.31. Si la dimension de V es finita y W es un subespacio de V es dimW + dim W+ =
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Observacién 2.1.32. Si la dimensién de V es finita y S = {v1,..., v} es un subconjunto ortonormal de
V', entonces completando S a una base cualquiera de V y aplicandole a esta el método de Gram-Schmidt
obtenemos:

1. Existen vectores vp,41,...,v, en V tales que el conjunto {vi,...,Um, Um+1,...,0,} €s una base orto-
normal de V.

2. SiW = [v1,...,Un], entonces W+ = [vi1,...,05].

Definicién 2.1.33. Sea W un subespacio de dimensién finita de V. Sean Py € L(V) y P, € L(V)
las proyecciones asociadas a la descomposicién V. = W @ W+, siendo Im Py, = W y Im P, = W+, La
proyeccién Py, se llama la proyeccion ortogonal sobre el espacio W. Observar que si B = {wy,...,w,} es

una base ortonormal de W, entonces

n

Py (v) = Z (v,wi) wi, Pyi(v)=v-— Z (v,w;) w;, YveV.
i=1 =1

Corolario 2.1.34. Sea W un subespacio de dimension finita de V, Py, € L(V) la proyeccion ortogonal
sobre W y v € V. Entonces:

1. Vw e W es
v —w[| > [[v— Pw(v)]]- (2.5)

2. Siwg € W werifica
[lv = w|| > [[v —woll, (2.6)

Yw € W, entonces wyg = Py (v).

Dem. Observar que si w € W, es v — Py (v) € Wt y Py (v) —w € W, luego aplicando el teorema de
Pitagoras resulta

[lo —wlf? = [[o = Puw(v) + P (v) = wl|* = |[v = Pu (0)||” + | Pr(v) = wl|[* > [[o = Pu(0)]. (2.7)

Esto implica la primera afirmacién. Para la segunda afirmacién, tomando w = Py (v) en (2.6) resulta
l|v — Pw(v)|| > ||v — wol|. Por otro lado tomando w = wq en (2.5) resulta ||v — wo|| > ||v — Py (v)||. Luego

l|[v — wo|| = ||Jv — Pw(v)||.- Teniendo en cuenta esta tultima relacién, tomando w = wp en (2.7) deducimos
1P () — woll = 0 y luego P (v) = o, .
Definicién 2.1.35. 1. Sean v y w en V, definimos la distancia entre v y w por d(v,w) = ||jv — w||.

2. Sea S un subconjunto no vacio de V 'y v € V. Se define la distancia de v a S por
d(v, S) :== inf{d(v,w) : we S}.
Observacién 2.1.36. Notar que si escribimos la relacién (2.5) en términos de distancias, es
d(v,w) > d (v, Py(v)), YweW.
Esto implica que d (v, Py (v)) es una cota inferior para {d(v,w): w € W}, pero como Py (v) € W, resulta
d (v, Py (v)) = min{d(v,w) : we W} =d(v,W).

La relacién (2.6) nos dice que Py (v) es el unico elemento de W que realiza la distancia de v a .
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Corolario 2.1.37 (Desigualdad de Bessel). Sea {v1,...,v,} un subconjunto ortonormal de V', entonces
n
[oll* =) v, v, Vo eV.
i=1

Dem. Sea W = [v1,...,v,]. Aplicando el teorema de Pitdgoras se deduce

[0]I? = 1P (v) + v = Pu (0)|I* = [|Pw ()1 + [Jo = P (0)[* 2 [| P (0)[[ = D (v, 03)[”
=1

2.2. Operadores en espacios con producto interno

En esta seccién V serd siempre un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita.

Teorema 2.2.1 (Riesz). Sia € V*, entonces existe un tinico w € V tal que a(v) = (v,w), para todo v € V.

Dem. Sea B = {vi,...,v,} una base ortonormal de V' y o € V*, consideremos w = > | a(v;) v;.
Siv eV, aplicando (2.4) es v = >"_; (v, v;)v;, luego

(v, w) = <Z<u,vj>vj,w> = (v,v5) <Uj7za(vi)vi> = > (v,v;) awi) (v5,v)
j=1 j=1 i=1 Q=1

n

= Z (v,v5)a(v;) §ij = Z(v,w)a(w) =« Z(v,vj>vj = a(v), Vi=1,...,n.

i,j=1 j=1 Jj=1
Luego a(v) = (v, w). Si otro vector u € V verifica a(v) = (v, u), para todo v € V, entonces
(v,w) =(v,u)y, YveV = w=u 0O
Teorema 2.2.2. Sea T € L(V). Existe un unico T* € L(V) tal que (T'(v),w) = (v, T*(w)), Yv,w € V.

Dem. Existencia: Sea B = {vy,...,v,} una base ortonormal de V, definimos 7% : V' — V mediante

n

T (w) = Z(w,T(vi» v, YweV. (2.8)

i=1

Es inmediato el probar que T* es lineal. Operando obtenemos

<Uv T*(w)> = <U7 Z<w7 T(Ui)> Ui> = Z <w7 T(Ui» <U7 Ui) = Z<T(vi>v w) <1), Ui) = Z <U7 Ui) <T(Ui)ﬂ w>

i=1 i=1 i=1 i=1

= <Z <U,U¢>T(U¢),w> = <T (Z (v,vi>vi> ,w> = (T(v),w), Yo, w e V.

i=1 =1

Observar que para la tltima igualdad aplicamos (2.4).
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Unicidad: Si S € L(V) verifica (T'(v), w) = (v, S(w)), Yv,w € V, entonces
(v, T*(w)) = (v, S(w)), Yo,weV = T (w)=8Sw), VweV = T'=S 0O

Observacién 2.2.3. La unicidad en el teorema anterior implica que la definicion de T no depende de la
eleccién de la base ortonormal B. Un comentario andlogo vale para la definicién de w en el teorema de Riesz.

Definicion 2.2.4. El operador T™ se llama el operador adjunto de T.

Proposicién 2.2.5. Si T € L(V), entonces (v,T(w)) = (T*(v),w), Yv,w € V.

Dem. (v,T(w)) = (T'(w),v) = (w, T*(v)) = (T"(v), w). [
Proposicién 2.2.6. Sean T, S € L(V) y a € k. Entonces:
(@l +S) =al*+S*, (ToS)=S8oT*, (I")=T, Id*=Id.

Dem.
Las pruebas se basan en la unicidad del operador adjunto.

Prueba de (a1 + S)* = aT™* + S*:

((aT + S)(v),w) = (aT(v) + S(v),w) = a(T(v),w) + (S(v),w) = a{v, T*(w)) + (v, S*(w))
= (v, (@aT* + S*)(w)) ,Yv,we V.

Prueba de (T'0 S)* = S* o T™:
(T 8)(v),w) = (T(S(v)),w) = (S(v), T"(w)) = (v, S™(T"(w))) = (v, (" 0 T")(w)) ,Yv,weV.
Prueba de (T*)* = T: por definicién de (T*)" es (T*(v),w) = (v, (T*)* (w)) , Yv,w € V y por la
proposicién anterior es (T%(v),w) = (v, T'(w)) , Yv,w € V.

Prueba de Id* = Id: (Id(v), w) = (v,w) = (v,1d(w)), Yv,w € V. O

Definicién 2.2.7. Si A = (a;;) € M,(C), definimos A = (a;;) y A* = A'; en particular si A € M, (R) es
A* = Al

La prueba de la siguiente proposicién consiste simplemente en realizar el célculo y queda como ejercicio.
Proposicién 2.2.8. Si A, B € M, (k) y a € k, entonces se cumple:
(A+aB)*=A"+aB*, (AB)"=DB*A*", (A")"=A, I"=1. 0O

Proposicién 2.2.9. SiT € L(V), B = {v1,...,v,} es una base ortonormal de V' y [T]|p = (ai;). Entonces
aij = (T(vj),vi), Vi, j=1,....,n.

Dem. Si[T]p = (a;;) es T(v;) = >_7_; ajivj, Yi=1,...,n. Como B es ortonormal, aplicando la férmula
(2.4) obtenemos aj; = (T'(v;),vy). O

Proposicién 2.2.10. Si T € L(V) y B es una base ortonormal de V' entonces [T*|p = ([T]5)*.
Dem. Sea [T = (aij) y [T*]s = (cij). Entonces

aij = (T'(v;),vi) = (vj, T (v3)) = (T*(vi),v5) = ¢ = [T7]p=(1]p)". O
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Corolario 2.2.11. Sea A € M,(k), consideremos el producto interno usual en k™ y L, : k™ — k™ definida
por L,(v) = Av, Yv € k™. Entonces (L,)* = Ly=.

Dem. La base candnica B es ortonormal respecto al producto interno usual de k", luego [(L.)*|p =
([Lalg)* = A* = (La)* = L. O

Ejemplo 2.2.12. Consideremos C? con el producto interno usual, B la base canénica de C? y T : C2 — C?
definida por T'(z,y) = (2iz + 3y,z — y), (z,y) € C%. Es

me= (2 2) = ww=ame= (% 2 ) (2 L),

luego T*(z,y) = (—2ix + y, 3z — y).

Definicién 2.2.13. Decimos que un operador 7' € L(V) es normalsi T oT* =T*oT.
Una matriz A € M, (k) se dice normal si A A* = A* A

Proposicién 2.2.14. SiT € L(V) y B es una base ortonormal de V', entonces T es normal si y solo si
[Tz es normal.

Dem. Como B es una base ortonormal de V' es [T*|5 = ([T]5)*, luego [ToT*|5 = [T [T*|s = [T ([T]B)*
y andlogamente [T™ o Tz = ([T']|5)*[T]|5. Entonces es claro que T'o T* = T* o T si y solo si [T|g ([T]5)* =

(T)s)* [T} =

Definicion 2.2.15. 1. Un operador T' € L(V) es autoadjunto si T* = T. Observar que T es autoadjunto

si y solo si
(T'(u),v) = (u, T(v)), Yu,veV.

2. Una matriz A € M,(R) es simétrica si A = A.
3. Una matriz A € M,,(C) es hermitiana si At = A o, equivalentemente, si At = A.
Notar que la condiciéon A* = A equivale a decir que A es simétrica si k = R o hermitiana si k = C.

Proposicién 2.2.16. Si T € L(V), B base ortonormal de V' y A = [T|g. Entonces T es autoadjunto si y
solo si A es simétrica en el caso k =R o hermitiana en el caso k = C.

Dem. Como B es una base ortonormal y A = [T]g, entonces A* = [T*]z. Luego T' = T* si y solo si
A= A" O

Observacién 2.2.17. Si T' € L(V) es autoadjunto, entonces 1" es normal:
ToT*"=ToT=T"oT.

El reciproco es falso como lo muestra el siguiente ejemplo:

cos —send

Ejemplo 2.2.18. Sea0 <O <my A= ( senf  cosf

). Es AA* = A* A =1d, luego A es normal. Por

cosf senf

At _
otro lado es A* = A" = ( —senf cosf

> # Ay A no es simétrica.
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Si consideramos en R? el producto interno usual, T = Ry : R? — R? la rotacién de angulo § y B la base
canénica de R?, es [Tz = A, luego T es un ejemplo de un operador que es normal y no es autoadjunto.

Nuestro principal objetivo en esta seccién es probar el siguiente:

Teorema 2.2.19. Sea T un operador en un espacio vectorial de dimensidon finita con producto interno. En-
tonces T es diagonalizable en una base ortonormal si y solo si T es normal en el caso complejo o autoadjunto
en el caso real. 0

Empezamos probando el directo.

Teorema 2.2.20. Sea T € L(V). Si T es diagonalizable en una base ortonormal de V', entonces T es normal
en el caso complejo o autoadjunto en el caso real.

Ao O
Dem. Sea B una base ortonormal de V tal que [T]p = T
Ao... 0
Hls={Ts)"=| : .

Sik=Res )\ =\;, Vi=1,...,n, luego [T*]5 = [T]5 y esto equivale a T* =T.
En general es

M2 ... 0
TsTs={ : -~ & [=s1s,
0 ... A
luego [T* o T = [T' o T*|p y por lo tanto T* o T =T o T*. O

Para probar el reciproco empezamos estudiando algunas de la propiedades de los operadores normales,
las cuales también tiene interés en si mismas.

Proposicién 2.2.21. Sea T € L(V). Si A es un valor propio de T, entonces X es un valor propio de T*

Dem. Sea B una base ortonormal de V' 'y A = [T']g. Sabemos que [T*|g = A*, luego si A € k es

Xre (A) = Xa-(X) = det (A% — X1d) = det[(A — AId)*] = det(A — Ad) = XA(N) = Xz.(N).

Entonces si A es valor propio de T es X7« (\) = X7(A) =0 = 0. O
Proposicién 2.2.22. Sea T € L(V) un operador normal. Entonces

L AT =T ()], Vv e V.

2. T — \Id es normal, VX € k.

3. St v es wvector propio de T correspondiente al valor propio X\, entonces v es wvector propio de T*
correspondiente al valor propio \.

4. Si A # Ao son valores propios de T con vectores propios correspondientes vy y va, entonces vy L vs.

Dem.
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L IT@)? =(T(v), T(v)) = (v, T*(T(v))) = (v, T(T*(v))) = (T*(v), T*(v)) = [|T*(v)]]*
2.
(T — A1d) o (T — M1d)* = (T = Md) o (T* = XId) =T o T* = XT* = XT + |A\]?1d
=T*oT —AT* = XT + A\?1d = (T — A\1d)* o (T — A1d).
3. Es 0 = ||T(v) — M| = |[(T — AIE)(”)H = |[(T = AId)*(v)||, por 1) y 2). Luego ||T*(v) — M| =
(T — A1d)*(v)|| =0y es T*(v) = Aw.
4. )\1<Ul,1)2> = <)\1U1,U2> = <T(’01),Ug> = <U1,T*(1)2)> = <’U1,>\72U2> = )\2<U1,2}2> Yy como )\1 75 )\2 resulta
<1}1,02> =0. O

Lema 2.2.23. Sea T € L(V) y W C V un subespacio que es T-invariante y T*-invariante. Si consideramos
la restriccion Tlw € L(W), entonces (T'|w)* = T*|w. Si ademds T es normal, entonces también lo es T|w .

Dem. Siwi,we € W, es
(Tw (w1), w2) = (T(w1), wa2) = (w1, T*(w2)) = (w1, T" |w(w2)), Ywi, ws € W.
Luego (T|w)* = T*|w y por lo tanto si T' es normal, es
Tlwo (Tlw)" =Tlw e T lw = (ToT")|lw = (T" o T)lw = T"lw o Tlw = (T|w)* o T|w. O
Para probar el reciproco del teorema 2.2.19 veremos primero el caso complejo y luego el real.
Teorema 2.2.24. Sik=C yT € L(V) es normal, entonces T' es diagonalizable en una base ortonormal

Dem. La prueba es por inducciéon en n = dim V.

Paran =1: Si 0 # v € V entonces {ﬁ} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de

T (en este caso todo vector es vector propio, pues si dim V' = 1 toda transformacién lineal de V en V es de
la forma T'(v) = Av para algin \ € k).

Sea ahora n > 1 y supongamos razonando inductivamente que si tenemos un operador normal en un
espacio de dimensiéon n — 1, entonces existe una base ortonormal del espacio formada por vectores propios
del operador.

Como k = C existe A valor propio de T'. Sea v un vector propio de T" correspondiente a A y consideremos
W = [v]* = {w € V| (w,v) = 0}. Sabemos que W es un subespacio de V y que dimW = n — 1. Sea
we W,

(T(w),v) = (0, T*(v)) = (w,Av) = Aw,v) =A0=0 = T(w)eW,
(T*(w),v) = (w, T(v)) = (w, Av) = A{w,v) =A0=0 = T*(w) € W.

Luego W es T y T*-invariante, como 7" es normal, el lema anterior implica que Ty € L(WW) es normal.
Tenemos que Tl € L(W) normal y que dimW = n — 1 entonces por la hipdtesis inductiva existe
{v1,...,vp—1} base ortonormal de W formada por vectores propios de T'|y (y por lo tanto vectores propios
de T). Sea v, = H%ll’ como vy,...,vp1 € W = ]t y v, € [v] esv; L v,, Vi = 1,...,n — 1. Luego
B ={vi,...,vp_1,0,} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T O

Veremos dos pruebas del reciproco del teorema 2.2.19 para el caso real. La primera la deducimos del
teorema 2.2.24 mientras que la segunda es una modificacién de la prueba de este teorema. Esta segunda
prueba es medio repetitiva porque en el fondo es la misma prueba del teorema 2.2.24, pero tiene la virtud
de que puede adaptarse para no usar nimeros complejos en la misma. Es un tema de gustos o intereses con
cual prueba quedarse.
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Primer prueba.
Proposicién 2.2.25. Si T € L(V) es autoadjunto y A € C es un valor propio de T, entonces A € R.

Dem. Sea v € V un vector propio correspondiente a A. Es
Av=T(@)=T*) = Av
ya que como 7' es autoadjunto, es normal. Entonces Av = Av y v # 0, de donde A = \; luego A € R. O

Teorema 2.2.26. Sik =R y T € L(V) es autoadjunto, entonces T' es diagonalizable en una base ortonor-
mal.

Dem. Observar que como R C C, es M, (R) C M,(C). Luego si A € M,(R), entonces el teorema 5.2.3
nos prueba que el rango de A es el mismo si consideramos A en M, (R) o en M, (C).

Sea C una base ortonormal de V. La matriz A = [T]¢ € M,(R) es simétrica real. Pensando A € M, (C),
como A es simétrica, entonces es hermitiana y por lo tanto es normal. Esto implica que Ly € £ (C") es
normal, luego L4 es diagonalizable y por lo tanto A es diagonalizable en M, (C). Entonces X 4(t) escinde en

C
Xa(t) = (—1)7( = )™ -+ (£ = A)™ (2.9)

donde \Aq,..., \; son los valores propios distintos de A en Cy MG(\;) = MA(N;), Vi=1,...,k, es decir
n—rango(A — \Id) =n;, Vi=1,... k. (2.10)

Como A € M,(C) es hermitiana, entonces L4 € L£(C") es autoadjunta y entonces la proposicién 2.2.25
implica que los valores propios de A (que son los de L4) son reales. Luego \; € R, Vi = 1,..., k. Entonces
la igualdad (2.9) nos dice que X 4(t) escinde en R y la igualdad (2.10) nos prueba que MG(\;) = MA(N;),
Vi = 1,...,k (recordar la observacién al principio de la prueba); luego A es diagonalizable en R y por lo
tanto T € L(V') es diagonalizable.

Al ser T € L(V) diagonalizable, sabemos que V = @le E),, donde E), es el subespacio propio corres-
pondiente a \;, i = 1,...,k, siendo Ay,..., Ax los valores propios distintos de 7. Como T es autoadjunto, es
normal, entonces la Proposicién 2.2.22 implica que E); L Ej; si i # j. Luego si B; base ortonormal de E},,
1=1,...,k, entonces By U---U B es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T O

Segunda prueba. Empezamos enunciando un teorema que prueba que toda matriz simétrica real tiene
algun valor propio real. La prueba se encuentra en el Apéndice (teorema 5.5.1).

Teorema 2.2.27. Si A € M, (R) es simétrica, entonces A tiene algin valor propio real. ]
Corolario 2.2.28. Sik=R y T € L(V) es autoadjunto, entonces T tiene algin valor propio (real).

Dem. Sea B una base ortonormal de V' 'y A = [T]g. Como T € L(V) es autoadjunto y k = R, entonces
A es una matriz simétrica real y se aplica el teorema anterior!. O

Teorema 2.2.29. Sik =R y T € L(V) es autoadjunto, entonces T es diagonalizable en una base ortonor-
mal.

Dem. La prueba es por induccién en n = dim V. Para n = 1 la prueba es trivial porque en ese caso todo
vector es vector propio de T'.

!Si no se quiere usar el teorema 5.5.1, entonces observar que pensando A € M, (R) C M, (C), obtenemos que el polinomio
caracteristico X7 = X4 tiene alguna raiz A\ en C y aplicando la proposicién 2.2.25 deducimos A € R.
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Sea ahora n > 1 y supongamos razonando inductivamente que si tenemos un operador autoadjunto en
un espacio de dimensién n— 1, entonces existe una base ortonormal del espacio formada por vectores propios
del operador. Como 7' es autoadjunto, entonces el corolario anterior implica que existe A valor propio de 7.

Sea v un vector propio de T correspondiente a A y consideremos W := [v]t = {w € V | (w,v) = 0}.
Sabemos que W es un subespacio de V de dimensién n — 1. Sea w € W,

(T(w),v) = (w,T(v)) = (w,A\v) =A(w,v) =A0=0 = T(w)eW.

Luego W es T-invariante y como T es autoadjunto se deduce que T'|y € L(W) es autoadjunto. Aplicando la

hipétesis inductiva a 7|y, deducimos que existe {v, ..., v,—1} base ortonormal de W formada por vectores
propios de T. Sea v, = HZ—H, como vy, ...,vp_1 €W =[]t y v, € ] esv; Lwy,, Vi=1,...,n— 1. Luego
B ={vi,...,Up_1,0,} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T'. O
Corolario 2.2.30. Si A € M, (R) es simétrica, entonces A es diagonalizable. O

2.3. El teorema espectral
En esta seccién V serd siempre un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita.

Recordar que si W es un subespacio de V', entonces Py denota la proyecciéon ortogonal sobre W.
Proposiciéon 2.3.1. 1. St W CV es un subespacio, entonces Py es un operador autoadjunto.

2. Si P € L(V) es una proyeccion que ademds es un operador autoadjunto, entonces P es la proyeccion
ortogonal sobre Im P.

Dem. (1): Sean vy, vy € V arbitrarios. Escribimos v; = wy +w) y va = wa+wh, donde w; € W, wg e W+,
1 =1, 2. Entonces

(Pw(v1),v2) = (w1, wz +wy) = (w1, wa2) + (w1, ws) = (w1, wa),

(v1, Pw(v2)) = (w1 + wy, we) = (wi, wa) + (wh, w2) = (wr, wz).
Luego (Py (v1),v2) = (v1, Pw(v2)), Yui,v2 € V' y esto equivale a P, = Py.

(2): La relacion P? = P implica V =Im P ® Ker P y P es la proyeccién sobre Im(P) en la direccién de
Ker P. Sean u € Im P (luego P(u) =u) y v € Ker P, es

(u,v) = (P(u),v) = (u, P(v)) = (u,0) =0 = KerP C (Im P)*.

DeV=ImP@KerPyV =1Im P& (Im P)* se deduce que dim Ker P = dim(Im P)*, luego la relacién
Ker P C (Im P)* implica Ker P = (Im P)*. Luego P = Py, siendo W = Im P. O

Definicién 2.3.2. Sea P € £(V), decimos P es una proyeccion ortogonal si P> = P = P*. La proposicién
anterior prueba que toda proyeccién ortogonal es la proyeccion ortogonal sobre algin subespacio.

Teorema 2.3.3 (Teorema espectral). Supongamos que T € L(V) es un operador normal si k = C o
autoadjunto si k = R. Entonces existen unicos Ai,...,\; € k distintos y P, ..., Py € L(V) no nulos, tales
que:

1. P2=P, =P, Vi=1,...,k (las P; son proyecciones ortogonales).
2. PoP;=0sii#j.
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3. 1d=Y" P,

4. T=F NP

Dem. Como T es normal si k = C o autoadjunto si k = R, entonces el teorema 2.2.19 implica que T es
diagonalizable en una base ortonormal.

Al ser T diagonalizable, entonces el teorema 1.5.1 implica que existen tinicos Aq,..., A\ € k distintos y

Py, ..., P, € L(V) no nulos, tales que se verifican las propiedades 1,2,3,4, salvo eventualmente la condicién
P =P Vi=1,... k.

Afirmacion: En este caso vale Ell = @#i Ey;, Vi=1,...,k. En efecto, como T es normal (k = C o R),
es

= Ey=@E,.

Ex, LEy, Vi#i = E\ CEy,Vi#i = @,4E\ CEj, }
ji

dim(D,4; E»;) = dimV — dimE,, = dimE)t

Pero entonces V = E), & ki E\, = E\, ® Ei , vy P; es la proyeccién asociada a esta descomposicién, es
decir P; = Pg, . Luego P; es una proyeccioén ortogonal.

La unicidad de la descomposicién se deduce inmediatamente de la unicidad en el caso clasico (el caso de
V sin producto interno y 7' un operador diagonalizable en V). OJ

Teorema 2.3.4. Sean Pi,..., P, € L(V) que verifican:
1. P2=P =P Vi=1,... k.
2. PioP;=0sii#j.
3. 1d=Y" P,

Dados A1, ..., € k arbitrarios, definimos T € L(V) mediante T = Zle Xi P;. Entonces T es normal si
k = C o autoadjunto si k = R.

Dem. Como T = Zle X Py, es T = Zf:ﬂTsz* = Zle)TiPi.
s Sik=Res N\ =\, Vi=1,...,k,luego T* =T

m Sik=Ces
k k o k k
ror = (San)e (Srn) - S annen -y e
i=1 j=1 ij=1 i=1
koo ko k
- Z AiAj Pio Py = (Z/\ZPZ> ° Z)‘JPJ =1"oT
ij=1 i=1 j=1
O
Observacion 2.3.5. Sea T € £(V) normal si k = C o autoadjunto si k = R. Sean Ay, ..., A\; los valores pro-
pios distintos de T'y Py, ..., P las proyecciones ortogonales sobre los subespacios propios correspondientes.
Recordemos que la descomposicién
T=MP + -+ MNP
se llama la descomposicién espectral de Ty {A1, ..., A} es el espectro de T'. Recordar que en la Proposicién

1.22 probamos que cada P; es un polinomio en 7.
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Corolario 2.3.6. Seak =C yT € L(V). Entonces T es normal si y solo si T* = p(T) para algin p € Clx].
Dem. SiT* =p(T) con p =31 ;a;x', entonces
T oT =p(T)oT = <ZaiTl> ol = ZaiTHl :TOZGiTZ =Top(T)=ToT",
i=0 =0 i=0

luego T' es normal.

SiT esnormal y T' = Zle A; P; es la descomposicién espectral de T', entonces T = Zle \ P,
Como \q,..., A\, son distintos entre si, la proposicién 5.1.2 del Apéndice implica que existe p € k[z] tal que
p(Ai) = N, Vi=1,..., k. Entonces

k k k
(%) N *
p(T) =p (ZAZH-) =Y P P=) NP =T,
i=1 j
luego T™* = p(T).
() Esta igualdad es un ejercicio del préctico 2. Ul

Corolario 2.3.7. Seak =C y T € L(V) un operador normal. Entonces T es autoadjunto si y solo si todos
los valores propios de T son reales.

Dem. Lo tnico que hay que probar es el reciproco. Sea T' = Z;c:l Ai P; la descomposicién espectral de

T, entonces T = Zle i P = Zle NP =T. 0

2.4. Isometrias

En esta seccién V' serd siempre un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita.

Definicién 2.4.1. Sean (V,(, )v) vy (W,(, )w) dos espacios con producto interno. Una transformacién
lineal T' € L(V,W) se dice una isometria si verifica:

(T(u), T(v))w = (u,v)y, VYu,veV.

SiV =W yT € L(V) es una isometria, se dice que T es un operador ortogonal si k = R o que es un
operador unitario si k = C.

Proposicién 2.4.2. Sea T € L(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T es una isometria.
2. ToT*=1d & T*oT=Id & T esinvertibley T~'=T*.

Dem. La iltima equivalencia es porque T': V — V y V tiene dimension finita.
Observar que
(T'(u),T(v)) = (u, T"(T(v))) = (u, (T" 0 T)(v))), Vu,veV.

Luego T es una isometria si y solo si
(u,(T* o T)(v))) = (u,v), Yu,veV <& T*oT)(v)=v, YweV & Tr'oT=Id. O

Teorema 2.4.3. Sea T € L(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. T es una isometria.

2. Para toda base ortonormal B de V', T'(B) es una base ortonormal de V.

3. Existe una base ortonormal B de V' tal que T'(B) es una base ortonormal de V.
4 T = o], Yo e V.

Dem. (1 = 2): Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V', es (T'(v;), T (vj)) = (vs,v;) = di5, luego
T(B) ={T(v1),...,T(v,)} es una base ortonormal de V.

(2 = 3): Esto es obvio, dado que V siempre admite una base ortonormal.

(3 = 4): Consideremos B = {wy,...,wy} una base ortonormal de V tal que T'(B) = {T'(w1),...,T(w,)}
es también una base ortonormal de V.

Sea v € V. Como B es una base de V, entonces existen unicos ai,...,a, € k tales que v = Y7 | a; w;,
luego T'(v) = Y7 ; a; T'(w;). Como B es una base ortonormal es |[v]|*> = > |a;|*> y como T'(B) es una base
ortonormal es || T(v)[|? = 21, |aif?, luego || T'(v)|| = |jv]|, Vv € V.

(4 = 1): Esto se deduce de la linealidad de T" y las férmulas de polarizacién

k=3
1 1 2
<u,v):Z(||u—|—v||2—||u—v||2),]k:R; <U’U>ZZE ikHu—i—ikv , k=C; Vu,veV.
k=0

Por ejemplo:

(Tw). T() = § (IT() + T)I? ~ [T() ~ T@?) = § (T + )2~ |70~ )|)
= 5 (-t ol = = oll?) = (u,0).
El caso complejo es analogo. O
Observacién 2.4.4. 1. Si T es una isometria, es T oT* =T* o T = Id, luego T es normal.

2. Si T es una isometria y A € k es un valor propio de T, entonces |\| = 1:
SeaO0#veV:Tww)=Av = |ov]=|TWO)]|=|Av] = |AN=L1L
En particular, sik =R es A = £1.
3. Si T es una isometria, entonces |det(T")| = 1:
1 = det(Id) = det (T o T*) = det(T) det(T*) = det(T) det(T) = |det(T)]* = |det(T)| = 1.
En particular, si k =R es det T = +1.

4. Sea T una isometria. Sik = C, como T es normal, entonces T" es diagonalizable en una base ortonormal.
Si k = R esto no es cierto. Por ejemplo, la rotacién de dngulo 0 (0 # kr, k € Z) es una isometria y no
es diagonalizable.

Proposicién 2.4.5. Sea T € L(V).

1. Sik =C y T es normal, entonces T' es una isometria si y solo si y |\ = 1 para todo valor propio X
de T.
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2. Sik =R y T es autoadjunta, entonces T es una isometria si y solo si y A = +1 para todo valor propio
AdeT.

Dem. Lo tdnico que hay que probar son los reciprocos.

1. Sea T = Zle Ai P; la descomposicion espectral de T', entonces

k k k k k
ToT*—(Z)\iPz)o ZTij :ZAiTjPiopj:Z\,\i\?g:ZB:m_
=1 j=1 i=1 i=1

i,j=1
Luego T o T* = 1Id y la proposicién 2.4.2 implica que T es una isometria.
2. Vale la misma prueba del caso 1. O
Definicién 2.4.6. Sea k un cuerpo cualquiera, una matriz A € M, (k) se dice ortogonal si
ATA=AA'=1d < 34 1=4%
Una matriz A € M, (C) se dice unitaria si
A*A=AA*=1d & 3JA'=A4A"

Observar que si a una matriz real la consideramos como matriz compleja, entonces es unitaria si y solo si es
ortogonal.

Proposicién 2.4.7. Sea T € L(V), B una base ortonormal de V y A = [T|g. Entonces T' es una isometria
si y solo si A es ortogonal en el caso real o unitaria en el caso complejo.

Dem.

ToT*=T*oT=1d & [ToT"g=[T"oTls=[ds < [T5[T"s=|T"]s[T]s=Id
& [Ts(Ts) = (Tls) [Tls=1d & AA"=A"A=Id.

Proposicién 2.4.8. Sea A € M, (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La matriz A es unitaria en el caso de k = C u ortogonal en el caso de k = R.
2. Las filas de A forman una base ortonormal de K™.
3. Las columnas de A forman una base ortonormal de k™.

Dem.
ai;r - Qln aiq

Sea A = [a;;] = : : = [A1]...|Ay], siendo A; = : y A* = (b;j), siendo b;; = aj;.

anl -+ Onn Qnj
Si A*A = (c¢;5), entonces

Cij = Zbik ar; = Z(Tkiakj = (Aj, Ay)
k=1 k=1
Luego
A*A=1d < Cij = 5@‘, Vi,j < <AJ,A1> = 5”-, Vi,j < <A“ A]> = 51’]’, Vi, j.

Entonces A*A =1d si y solo si {A1,...,A,} es una base ortonormal de k.
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Andlogamente se prueba que A A* = Id si y solo si las filas de A forman una base ortonormal de k™. [

El vinculo entre bases ortonormales y matrices ortogonales o unitarias viene dado por la siguiente pro-
posicién. La prueba de la misma es un ejercicio del practico 5.

Proposicién 2.4.9. Sean B y C bases de k™ y A = p[Id]¢c. Entonces:
1. Si B y C son bases ortonormales, entonces A es unitaria si k = C, u ortogonal si k = R.

2. S5iB o C es una base ortonormal y A es unitaria si k = C u ortogonal si k = R, entonces la otra base
es también ortonormal. O

Definicién 2.4.10. 1. Dos matrices A, B € M,(C) son unitariamente equivalentes si existe una matriz
unitaria @ € M, (C) tal que A = QBQ*.

2. Dos matrices A, B € M, (R) son ortogonalmente equivalentes si existe una matriz ortogonal @ € M, (R)
tal que A = QBQ".

Ejercicio 2.4.11. Probar que la relacién “ser unitariamente equivalentes” es de equivalencia en M, (C) y
que “ser ortogonalmente equivalentes” lo es en M, (R).

Teorema 2.4.12. 1. Una matriz A € M,(C) es normal si y solo si A es unitariamente equivalente a
una matriz diagonal.

2. Una matriz A € M,(R) es simétrica si y solo si A es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal.
Dem.

1. (=): Consideremos L, : C* — C"™. Como A es normal, entonces L4 es normal, luego existe una base
ortonormal B de C" tal que [La]|g = D, siendo D una matriz diagonal.
Sea C la base canédnica de C" y @ = ¢[Id]g. Es

A= [Lale = c[ld]g[Lals slldlc = QDQ™".

Como C'y B son bases ortonormales de C" y @ = ¢[Id]g, entonces @ es unitaria y A = QDQ*.

(«<): Sean Q@ y D en M,(C), con @ unitaria y D diagonal tales que A = QDQ*. Observar que
A" = (QDQ*)" = Q™ D" Q" = QDQ", luego

AA* = (QDQ") (QDQ") = QDDQ* y A*A=(QDQ*) (QDQ") = QDDQ".
Como DD = DD, es AA* = A*A.

2. (=): Es la misma idea que en 1. Como A es simétrica, L4 € L(R™) es autoadjunta y luego diagonali-
zable en una base ortonormal. El resto sigue igual.

(<): Sea A = QDQ?, con Q ortogonal y D diagonal. Es Al = (QDQt)t = QUD'Q! = QDQ! = A,
luego A! = A. O

4 2 2
Ejemplo 2.4.13. Sea A=| 2 4 2 |.Como A es una matriz simétrica real, sabemos que es ortogonal-
2 2 4

mente equivalente a una matriz diagonal. Vamos a hallar una matriz ortogonal () y una matriz diagonal D
tales que A = QDQ".
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Es un ejercicio el verificar que X4(t) = —(t — 2)%(t — 8) y que los subespacios propios son
By = [(~1,1,0),(~1,0,1)], By = [(1,1,1)]
Aplicando Gram-Schmidt a la base {(—1,1,0),(—1,0,1)} de E2 obtenemos
Ey =1(-1/2,1,-1/2),(-1,0,1)] = [(-1,2,-1),(-1,0,1)].
Luego {(—1,2,—1),(=1,0,1),(1,1,1)} es una base ortogonal de R, normalizando obtenemos
{(_1 2 _1> <_1 0 1) <1 1 1>}
V6 V6T V6 T\ V2T V2 T\VBTVBTYB

que es una base ortonormal de R? formada por vectores propios de A.

1 1
200 V6 V2 VB
EntoncessiD=| 0 2 0 | yQ= % 0 % ,es A= QDQ"; es decir
i 1 1
0o Vi
1 1 1 1 2 _ 1
4 2 2 ﬁ/g V2 \{g 2 00 \{5 /6 i/g
2 4 2 = 76 0 73 0 2 0 ~ 0 7
2 2 4 -1 1 1 0 0 8 R
V6 V2 V3 V3 V3 VB
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Capitulo 3

Formas bilineales simétricas

3.1. Formas multilineales

Sea k un cuerpo arbitrario, V' un k-espacio vectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal en
V es una funcién a : V x --- x V — k que verifica:
N————

n
a(vy,..., a0+ wi,...,v) =aa(Vi,...,0,...,0) +a(Vi,...,w;,...,0p)
para todo a € k, vy,...,vp,w; €V ytodoi=1,...,n.

Observar que una forma multilineal es una funcién que es lineal en cada variable, en particular una
1-forma multilineal es simplemente un elemento del espacio dual V*.

Es un ejercicio el verificar que el conjunto de las n-formas multilineales es un subespacio del espacio de
las funciones con dominio V' x --- x V y codominio k, en el cual las operaciones se definen punto a punto:

(f+9)(v1,...,vn) = f(v1,...,0n) + g(v1,...,0n), (af)(vi,...,vn) =af(vi,...,vn).

Luego el conjunto de las n-formas multilineales es un espacio vectorial.

3.2. Formas bilineales
Una forma bilineal es una 2-forma multilineal, es decir una funcién ¢ : V x V — k que verifica

plau+v,w) = ap(u,w) + p(v,w),
p(w,au+v) = ap(w,u) + pw,v),

para todo a € k, u,v,w € V. Denotaremos por Bil(V') al espacio vectorial de las formas bilineales en V.

Ejemplos de formas bilineales son los siguientes:
Ejemplo 3.2.1. Un producto interno real (, ): V xV — R.

Ejemplo 3.2.2. La funcién ¢ : k? x k? — k definida por ¢((z,y), (2,y)) =2z2' +3zy +4ya’ —yy'.
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Ejemplo 3.2.3. Este ejemplo generaliza el anterior. Si A € M,(k), definimos 84 : k™ x k™ — k por
Ba(z,y) = xt Ay, siendo

1 (i air -+ Gin
xr = , y = s A =
T, Yn an1 -+ Gpp
Explicitamente
n
Ba((@r, -+ s an), (Y, o un)) = Y aij Ty, (3.1)
ij=1

para todo (w1, , @), (Y1, -+ ,yn) € k™

Proposicion 3.2.4. Sean ¢ : V x V — k una forma bilineal, W un espacio vectorial y T, S : W — V dos
transformaciones lineales. Si definimos ¢’ : W x W — k mediante

o' (w1, wa) = (T (w), S(we)), Vw,we €W,
Entonces ¢’ es una forma bilineal en W.
Dem.
¢ (w1 +awi, wa) = p(T (w1 + awy), S(w2)) = o(T(w1) + aT(w)), S(wz))
= @(T(w1), S(w2)) + ap(T(wy), S(w2)) = ¢ (w1, w2) + ag'(w, wa).

Esto prueba que ¢’ es lineal en la primer variable y andlogamente se prueba que es lineal en la segunda
variable. 0

Definicién 3.2.5. Si V tiene dimensién finita n, B = {v1,...,v,} es una base de V' 'y ¢ € Bil(V), definimos
Mp(p) la matriz asociada a la forma bilineal ¢ en la base B mediante

e (vi,v1) - @ (vi,vn)
Mp(p) := (¢ (vi,v5)), ; = : : € My (k).
@ (vn,v1) o @ (v, n)
. . . 2 3
Ejemplo 3.2.6. En el Ejemplo 3.2.2, si B = {(1,0),(0,1)}, es Mg(y) = < 4 1 > .
Proposicién 3.2.7. Sea V un espacio de dimension finita n y B = {v1,...,v,} una base de V. Entonces
¢(u,v) = coordp(u)  Mp(p) coordg(v), Vu,v € V. (3.2)

Dem. Seanu =" x;jv;y v = 2?21 y; vj. Entonces por la bilinealidad de ¢ es

n n n
p(u,0) =@ | Y zivi, > yivi | = > wiyj e (vi,v).
i—1 =1 ij—=1

Por otro lado teniendo en cuenta (3.1) es

coordg(u)' Mp() coordg(u) = (x1, .., xn)" MB(2) (y1,- -, Yn) = Butg(e) (@1, 2n) (U1, - yn))
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Observacion 3.2.8. Notar que (3.2) implica que si A = Mp(y), entonces
¢(u,v) = Ba(coordg(u), coordg(v)), Vu,v e V. (3.3)

Teorema 3.2.9. Sea V un espacio de dimension finita n y B = {v1,...,v,} una base de V. La funcion
Mp : Bil(V) — M, (k) que a cada forma bilineal ¢ le asocia la matriz Mp(p) es un isomorfismo.

Dem. Sean ¢,¢' € Bil(V) y a € k. Es

Mg (ap+¢') = ((ap+¢) (vi,v5)),; = (ap (vi,v;) + ¢ (i, 05)); ;= a (0 (vi, 7)), 5 + (¢ (v3,v5))

=aMpg(p)+ Mp ((p') .

Luego Mg es lineal.

/[:7.].

Si ¢ € Bil(V) es tal que Mp(p) = 0, entonces la féormula (3.2) implica ¢ = 0. Luego Ker Mg = {0} y
por lo tanto Mg es inyectiva.

Si A = (aij); ; € Mn(k), definimos ¢ : V' x V' — k mediante (3.3). La proposicién 3.2.4 nos prueba que

iv
¢ € Bil(V) y operando obtenemos
o(vi,vj) = Balei, e5) = aij, Vi, j=1,....n = Mg(p) = A.
Luego Mg es sobreyectiva. O
2

Corolario 3.2.10. Si V es un espacio de dimensidn finita n, entonces la dimension de Bil(V) es n®. [

Corolario 3.2.11. Si V' es un espacio de dimension finita n, B es una base de V y ¢ € Bil(V), entonces
una matriz A € My (k) verifica

¢(u,v) = coordg(u)' Acoordg(v), Vu,v e V.
si y solo si A= Mp(p). O
Corolario 3.2.12. Si ¢ € Bil (k™) entonces eziste una unica matriz A € My (k) tal que ¢ = B4.

Dem. Sea B la base canodnica de k™ y A = Mp(y), entonces aplicando (3.2) obtenemos
¢(u,v) = coordg(u)' Mg(p) coords(v) = u'Av = Ba(u,v), VYu,vecV. O

Ejemplo 3.2.13. Si consideramos la forma bilineal ¢ : k? x k? — k definida en el ejemplo 3.2.2, es

2 3 x!
¢ ((z,y), (@) =22x2" +3zy +4ya’ —yy = (z,9) ( P > ( y ) Y(z,y), (@, y) €K

De ahora en adelante supondremos que V' es un k-espacio vectorial de dimensién finita n.

Proposicién 3.2.14. Sean B y C dos bases de V' y ¢ € Bil(V). Entonces

Me() = (slid]e) Mas(p) slid e,

Dem. Sean u,v € V,

o(u,v) = (coordg(u))tMB(go) coordg(v) = (glid]c coordc(u))t Mp(p) (slid]e coorde(v))
= (coordc(u))t (B[id]c)t Mp(p) plid ¢ coorde (v).

Luego el Corolario 3.2.11 implica M¢(p) = (B[id]c)t Mpg(p) glid]c. O
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Definicién 3.2.15. Dos matrices A y B en M, (k) se dicen congruentes si existe una matriz invertible @
en M, (k) tal que A = Q! BQ.

Ejercicio 3.2.16. Probar que la congruencia es una relacién de equivalencia en M, (k).

Teorema 3.2.17. Sea ¢ € Bil(V') y B una base de V. Si A € M, (k) es congruente con Mp(p), entonces
existe C base de V' tal que Mc(p) = A.

Dem. Sea Q = (g;;) € M, (k) invertible tal que A = Q' Mp(p)Q. Si B = {v1,...,v,}, definimos

C ={w,...,w,} mediante

n

wj:Zqijvi, j:1,...,n.

i=1

Como @ es invertible, resulta que C es una base de V' y g[id ¢ = @. Luego
A= Q" Mg(p) Q = (slid]e)" Ms(p) slid]e = Me(p). O

Corolario 3.2.18. Dos matrices son congruentes si y solo si representan a una misma forma bilineal.

Dem. Sean Ay A’ en M, (k) dos matrices congruentes. Si consideramos la forma bilineal 84/ € Bil (k™)
y B es la base canénica de k™ es A’ = Mp(B4/). Luego A es congruente con Mp(34/) y el teorema anterior
implica que A = M¢(54/) para alguna base C de k™. El reciproco es la Proposicién 3.2.14. O

3.3. Formas bilineales simétricas

Sea k un cuerpo arbitrario, decimos que el cuerpo tiene caracteristica 2 y escribimos cark = 2 si en k se
verifica 1 + 1 = 0. Un ejemplo es el conjunto Fy formado por dos elementos que llamamos 0 y 1, en el cual
definimos una suma y un producto mediante:

0+0=0, 1+1=0, 0+1=1, 1+0=1,
0-0=0, 0-1=0, 1.-0=0, 1-1=1.

Es un ejercicio el verificar que Iy con estas operaciones es un cuerpo y claramente car Fy = 2. Otro ejemplo es
el cuerpo de expresiones racionales con coeficientes en Fa, es decir los cocientes de polinomios con coeficientes
en [Fy.

Ejemplos de cuerpos con caracteristica distinta de 2 son Q, R y C. En un cuerpo k con cark # 2 es
2:=141%# 0y luego 2 es invertible en k.

En este seccién V' sera siempre un k-espacio vectorial de dimensién finita y cark # 2.

Definiciéon 3.3.1. Una forma bilineal ¢ se dice simétrica si
o(u,v) = p(v,u), Yu,veV.

Es un ejercicio el verificar que Bilg(V') := {¢ € Bil(V) : ¢ es simétrica} es un subespacio de Bil(V).
Proposicién 3.3.2. Sea ¢ € Bil(V). Son equivalentes:

1. ¢ € Bilg(V).

2. Para toda base B de V' es Mg(yp) simétrica.

3. Eziste una base B de V' tal que Mg(p) es simétrica.

Dem. 1= 2: Sea B={v1,...,v,} una base de V' y Mp(¢) = (a;;), entonces

aij = o(vi,v5) = o(vj,v;) = aj;, Vi,j=1,...,n

luego Mp(p) = (a;j) es simétrica.
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2 = 3: Esto es obvio.

3= 1: Sea B = {v1,...,v,} una base de V tal que Mp(p) es simétrica, esto dltimo equivale a ¢(v;, v;) =
o(vj,v;), Vi,j = 1,...,n. Sean u,v € V, entonces existen escalares a;,b; € k, i = 1,...,n tales que

n n
u=7) 3 1a;v;yv=7)bv;. Luego

n n n n

n n
e(u,v) = ¢ Zawz‘,zijj = Zai ij@(vi,vj) = Zai ij@(vjﬂ/i)
i—1 =1 =1 =1 =1 =1

n n
= ijvj,Zaivi = p(v,u).
j=1 i=1

Como u y v son arbitrarios, se deduce que ¢ € Bilg(V). O

Corolario 3.3.3. Si dim(V) = n, entonces dim Bilg(V') = "(n2+1). O

Definicién 3.3.4. Sea ¢ € Bilg(V). La funcién @ : V' — k definida por ®(v) = ¢(v,v), Yv € V se llama la
forma cuadrdtica asociada a ¢.

Proposicién 3.3.5. Las formas cuadrdticas en V' forman un subespacio de las funciones de V en k.

Dem. Es claro que la funcién nula es una forma cuadrética (correspondiente a la forma bilineal nula). Si ®
y ¥ son dos formas cuadréticas y a € k, entonces existen ¢ y 9 en Bilg(V) tales que ®(v) = ¢(v,v) y ¥(v) =
Y(v,v), Yv € V, luego

(@®+T)(v) =a®P()+T(v) =ap,v)+(v,v) =(ap+1)(v,v), Vv €V yap+1 e Bilg(V).
Esto prueba que a ® + ¥ es una forma cuadratica. O
Proposicién 3.3.6. Sea ¢ € Bilg(V) y ® : V — k la forma cuadrdtica asociada a ¢. Entonces:

1. ®(av) =a?®(v), Vack, veV.

2. ®(0) = 0.

3. D(u+v) =0(u) + 2¢(u,v) + ®(v), Vu,v € V.

Dem.

1. ®(av) = plav,av) = a® p(v,v) = a® d(v).

2. Se deduce de la férmula anterior tomando a = 0.

3. P(u+v) =p(u+v,u+v)=p(uu)+ e(u,v) + ev,u) +e,v) =2(u) + 2p(u,v) + ®(v). O

Observacién 3.3.7. Despejando! ¢(u,v) en la tercer igualdad de la proposicién anterior obtenemos la
formula de polarizacion

o, v) = %(@(u 1 o) = B(u) — D)), Vu,ve V.

Notar que esta férmula permite escribir una forma bilineal simétrica en funcién de su forma cuadritica
asociada.

!Para poder hacer este despeje es necesaria la condicién cark # 2.
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Definicion 3.3.8. Un polinomio en las indeterminadas x1,...,x, se dice que es homogéneo de grado 2 si es
de la forma
E Q5 T L.
1<i<j<n
Observar que estos polinomios forman un subespacio de k[z1,. .., z,].

Ejemplo 3.3.9. Si n =2, un polinomio homogéneo de grado 2 en las indeterminadas x,y es un polinomio
de la forma
az? + by + cy®, a,b,c e k.

Si n = 3, un polinomio homogéneo de grado 2 en las indeterminadas x, y, z es un polinomio de la forma
ax® +by? + c2® +daey + exz + fyz, a,b,...,.f ek
Proposicién 3.3.10. Los siguientes espacios vectoriales son isomorfos.
1. FEl espacio de las matrices simétricas n X n con coeficientes en K.
2. El espacio de las formas bilineales simétricas en k™.
3. FEl espacio de las formas cuadrdticas en k™.

4. El espacio de los polinomios homogéneos de grado 2 en las indeterminadas x1, . .., T, con coeficientes
en k.

Dem. Nosotros habiamos visto anteriormente que la correspondencia que a una matriz A le hace co-
rresponder la forma bilineal ¢ definida por ¢(u,v) = u! Av establece un isomorfismo entre las matrices
n X n con coeficientes en k y las formas bilineales en k™. La Proposicién 3.3.2 nos dice que este isomorfismo
restringido a las matrices simétricas n x n nos da un isomorfismo entre las matrices simétricas y las formas
bilineales simétricas.

El isomorfismo entre formas bilineales simétricas y formas cuadraticas viene dado por las féormulas
siguientes:

1

@(’U) = @(U7U)7 QO(U,'U) = 5(@(’& + U) - (b(u) - (I)(U)) (34)
Si A = (aij) € Mu(k) es una matriz simétrica, le asociamos el polinomio p en las indeterminadas

T1,...,Ty, definido por

SN b= d i SLE=1,
i<y

Es claro que que p es un polinomio homogéneo de grado 2 en las indeterminadas z1,...,z, y que esta
correspondencia es un isomorfismo entre las matrices simétricas y los polinomios homogéneos de grado
dos. O

Ejemplo 3.3.11. Si A = (‘g g), entonces la forma bilineal simétrica, la forma cuadrética y el polinomio
homogéneo que corresponden a A son:

b /
¢ (@), (2,y)) = (z,9) - (Z C) : @’) =aza’ +bry +ba'y+cyy,
O(z,y) = ¢ ((2,9), (2,y)) = az® +2bzy +cy?,
p=az?+2bxy+ cy’.
Observar que la tnica diferencia ente ® y p es que ® es una funcién de k x k en k, mientras que p es un
polinomio en dos variables.
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De ahora en adelante V' es un k-espacio vectorial de dimensién finita, ¢ € Bilg(V) y @ : V — k es la
forma cuadratica asociada a .

Definicién 3.3.12. Dos vectores v y v en V' son @-ortogonales si p(u,v) = 0. Dos subespacios U y W de
V' son ¢-ortogonales si p(u,w) = 0 para todo w € U 'y w € W. Una base B = {vy,...,v,} de V se dice
p-ortogonal si p(v;,v;) = 0sii# jy se dice g-ortonormal si ademés ®(v;) € {—1,0,1}, Vi=1,...,n.

Observacién 3.3.13. 1. Sea B una base de V. Notar que es equivalente que B sea una base @-ortogonal
de V' con que la matriz Mp(p) sea diagonal y que B sea una base p-ortonormal de V' con que la matriz
Mp(p) sea diagonal y sus entradas diagonales sean 0, 1 o —1.

2. Si B={vi,...,v,} es una base p-ortogonal de V, es

S(v)) 0 -0
0 (v 0
Mp(p) = | . (: ? '
0 0 - B(vp)

Luego si u= >  z;v; y v =y =, y; v; son dos vectores de V, es
n n
o(u,v) = Z ¢ (vi) wiyi, P(u) = Z ® (v) 22 (3.5)
i=1 i=1

2

Ejemplo 3.3.14. Consideremos la forma cuadréitica ® : R> — R definida por ®(z,y,z) = 2? — y? y sea

o € Bilg (]R3) la forma bilineal correspondiente. Si B es la base canénica de R3, es

1 0 O
Ms(p)= [0 -1 0
0 0 O

Luego B es una base @-ortonormal.

Ejemplo 3.3.15. Sea ¢ € Bilg (Q2) tal que ®(x,7y) = 22%. Entonces la base canénica {e1, e2} es p-ortogonal.
Observar que no existe ningtin vector v de Q? tal que ®(v) = £1, luego no existe ninguna base p-ortonormal
de Q2.

Definicién 3.3.16. Si W es un subespacio de V, la restriccion de ¢ a W es la funcién |y xw : WxW — k.
Claramente ¢|wxw € Bilg(WW).

De las férmulas (3.4) se deduce inmediatamente el siguiente:
Lema 3.3.17. Una forma bilineal simétrica es nula si y solo si su forma cuadrdtica asociada es nula. [
Teorema 3.3.18. Eziste una base p-ortogonal de V.

Dem. Lo probaremos por induccién en n = dim V.

Sin =1, toda base B = {v} de V es p-ortogonal. Supongamos ahora que vale la tesis si la dimensién
del espacio es n — 1 y sea ¢ € Bilg(V) con dimV = n. Si ¢ = 0, entonces toda base de V' es p-ortogonal.
Supongamos ahora que ¢ # 0. Por el lema anterior es ® # 0, luego existe u € V' tal que ®(u) # 0.

Definimos o € V* mediante a(v) = ¢(v,u), Yo € V. Observar que a(u) = ¢(u,u) = ®(u) # 0, luego

a # 0 y entonces dim Ker « = n — 1. Aplicando la hipétesis de induccién a ¢ restringida a Ker o tenemos
que existe {v1,...,v,—1} base de Ker « tal que ¢(v;,vj) = 0si i # j.
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Como u ¢ Kera = [v1,...,v,—1], entonces el conjunto B = {vy,...,v,—1,u} es LI y al tener n elementos
es base de V. Como {v1,...,v,-1} C Kera resulta que v1,...,v,_1 son g-ortogonales con u y luego B es
una base @-ortogonal de V. O

Definicion 3.3.19. Llamamos radical o nicleo de ¢ a
Vi={veV: pv,u)=0, VueV}={veV: puv)=0, VueV}
Ejercicio 3.3.20. Probar que V es un subespacio de V.
Definicién 3.3.21. Decimos que ¢ es no degenerada si Vy = {0}, es decir si
o(u,v) =0,Yo € V= u=0.

Si W es un subespacio de V, decimos que ¢ es no degenerada en W si la restriccion de ¢ a W es no
degenerada.

Ejemplo 3.3.22. Consideremos la matriz identidad I € M, (k) y B; € Bilg(k™), B;(u,v) = u'Iv = ulv,
Yu,v € k". Explicitamente

Br((@1, .. zn), (W1, ¥n)) = T1y1 + -+ Zn Y.
Sea v = (v1,...,v,) € k™,
velVpeuv=0YweVecdv=0,Vi=1,....nev=0Vi=1,....nav=0,
luego 57 es no degenerada.

Proposicién 3.3.23. Si A € M, (k) simétrica y consideramos 4 € Bilg(k™), entonces el radical de 4 es
el niucleo de L 4.

Dem. veVye ulAv=0,VueV & Br(u,Av) =0, Vu e V& Av =0 v € Ker(Ln). O

Teorema 3.3.24. Si ¢ € Bilg(V), entonces existe un subespacio W de V tal que V.=Vy @ W y ¢ es no
degenerada en W.

Dem. Sea B = {v1,...,v,} una base p-ortogonal de V' y supongamos que ordenamos B de forma tal
que
O(v;)) #0, Vi=1,...,r
O(v;)) =0, Vi=r+1,...,n.
Probaremos que Vy = [vy41,...,v,] v que si definimos W = [vy,...,v,], entonces V =V & W y ¢ es no

degenerada en W.
Sean u =Y xiv; y v =37, y;v;, aplicando (3.5) obtenemos

p(u,v) = Z @ (vi) T i (3.6)
i=l

Siu € Vp, tomando v = vj, 5 = 1,...,r en (3.6), deducimos x; = 0, para todo j = 1,...,7, luego
U € [Ur41,...,VUy). Reciprocamente, si v € [vy41,...,v,) €s x; = 0, para todo j = 1,...,r y de (3.6) se
deduce p(u,v) = 0 para todo v € V, es decir u € Vj. Esto completa la prueba de Vj = [vy41,...,v,).
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Como Vo = [Uy41,. .., Uy], resulta

V=1[v,....;0] ®[0ps1,.. ;00| =WBVy =V & W.

Supongamos ahora que u,v € W, esto equivale a z; = y; = 0, para todo i = r+1,...,n. Si ¢(u,v) = 0
para todo v € W, entonces tomando v =vj, j = 1,...,r en (3.6), deducimos z; = 0, para todo j =1,...,r,
luego u = 0. Esto prueba que ¢ es no degenerada en W. O

Observacion 3.3.25. El espacio W en la descomposicién anterior no es unico. Por ejemplo, si ¢ € Bilg (RQ)
estd definida mediante p((z,y), (z/,y')) = z 2, entonces el radical de ¢ es el eje Oy y podemos tomar como
W a cualquier recta por el origen distinta de Oy.

Definicién 3.3.26. Llamamos rango de ¢ al rango de Mp(p), siendo B una base cualquiera de V. Esta
definicién tiene sentido porque dos matrices congruentes siempre tienen el mismo rango.

Proposicién 3.3.27. La forma bilineal ¢ es no degenerada si y solo si rango(p) = n, siendo n = dim V.

Dem. Sea B = {v1,...,v,} una base p-ortogonal de V' y supongamos que ordenamos B de forma tal
que

O(v;) #£0, Vi=1,...r,
O(v;) =0, Vi=r+1,...,n.

En el teorema anterior probamos que Vo = [vy41,. .., vy], luego ¢ es no degenerada si y solo si r = n.

Por otro lado es

luego rango(y) = rango (Mp(p)) = r. Esto implica que rango(y) = n si y solo si r = n. O
Ejemplo 3.3.28. Sea ¢ € Bilg(R?) tal que su forma cuadratica asociada es
O(z,y,2) = =722 — 2% + 72% 4+ 8xy + 2x2 — dyz, Y(x,y,2) € R3.

Luego si C es la base canénica de R3, es

-7 4 1
Me(p)= [ 4 -2 —2
1 -2 7

Para calcular el rango de ¢, realizamos opreaciones elementales en sus columnas (seccién 5.3). Observar que
si primero le sumamos a la primer columna la segunda multiplicada por 2 y luego a la tercer fila le sumamos
la primera multiplicada por 3, tenemos:

-7 4 1 1 4 1 1 4 1
4 -2 2]=10 -2 -2]=[(0 -2 -2
1 -2 7 -3 -2 7 0 10 10

Luego el rango de ¢ coincide con el rango de la tdltima matriz que claramente es 2. En particular esto nos
dice que ¢ degenera.
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3.4. Diagonalizacién de una forma bilineal simétrica.

En el teorema 3.3.18 probamos que para toda forma bilineal simétrica existe una base del espacio en la
cual la matriz asociada es diagonal. El problema es que la prueba no es constructiva, luego no nos sirve para
encontrarla. A continuacién usando matrices elementales (seccién 5.3) veremos un algoritmo para hallar una
base de este tipo.

Sea ¢ € Bilg(V'). Empezamos tomando una base cualquiera C de V' y considerando la matriz asociada
A = Me¢(p). Entonces una matriz simétrica D es la matriz asociada a ¢ en alguna base B si y solo si existe
una matriz invertible Q tal que D = Q'A Q. El método consiste en ingenidrselas para hallar () de forma tal
que D sea diagonal.

La operacién que nos interesa consiste en transformar una matriz simétrica A en una de la forma Q*A Q,
siendo @ una matriz invertible. Observar que si QQ es una matriz elemental de tipo I, IT o III, entonces Q'A Q
es la matriz que se obtiene realizando la operacién elemental correspondiente en las filas y columnas de A.
Por ejemplo sean

1 2 3 4 1000 1 00 2
2 5 6 7T 00 10 010 0
A=13 6 s 9l =lo1 00|l P loo1 0
4 7 9 0 000 1 000 1
Luego
1 00 0 1 2 3 4 1000 1 3 2 4
. oo 10| (2567 [o010]_ [38609
BAEr =141 ¢ ¢ 36 8 9 0100 265 7]
000 1 4 7 90 000 1 49 70
100 0 1 2 3 4 100 2 1 2 3 6
010 0 2 5 6 7 0100 2 5 6 11
t _ _
EsAEr= 14 g 1 ¢ 36 8 9 0010 |3 6 8 15
200 1 4790 000 1 6 11 15 20

Nuestro objetivo es obtener una forma diagonal para la matriz asociada a la forma bilineal simétrica
¢ € Bilg(V), lo cual equivale a hallar una base y-ortogonal de V.

Mostraremos el método mediante un ejemplo. Consideremos ¢ € Bilg(R3) definida en el Ejemplo 3.3.28.
Primero sumamos a la tercer columna de A = Mg () la segunda multiplicada por —1 y luego sumamos a la
tercer fila la segunda multiplicada por —1.

7 4 1 7 4 -3 7 4 -3
4 -2 2|=(4 -2 o|=(4 -2 o]. (3.7)
1 -2 7 1 -2 9 -3 0 9

Ahora le sumamos a la primer columna la segunda multiplicada por 2 y luego sumamos a la primer fila la
segunda multiplicada por 2.

-7 4 =3 1 4 -3 1 0 -3
4 -2 0|=10 -2 O0|=[0 -2 0]. (3.8)
-3 0 9 -3 0 9 -3 0 9

Finalmente le sumamos a la tercer columna la primera multiplicada por 3 y luego sumamos a la tercer fila
la primera multiplicada por 3.

1 0 -3 1 0 0 1 0 0
0 =2 o0o]=[0 —20|=]0 -2 0]=nD. (3.9)
-3 0 9 -3 0 0 0 0 0
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Observar que la matriz obtenida en (3.7) corresponde a calcular E! A E; siendo

0
-1

1
Er=10
0 1

S = O

La matriz obtenida en (3.8) corresponde a calcular ES EY A Ey Fs, siendo

By =

[eo B NI
O = O
_ o O

Finalmente la matriz obtenida en (3.9) corresponde a calcular Ef F} EY A Ey Es Fs3, siendo
1 0 3
Es=10 1 0
0 0 1
Luego es D = Q' A Q, siendo

1
Q=FE B E;= |2
0

S = O
_= ot W

Esto nos dice que si
B = {(L 2,0), (07 170)7 (3757 1)}

entonces Mp(p) = D y B es una base g-ortogonal de R3.

Un método para obtener la matriz () es el siguiente, escribimos a la izquierda la matriz A y a la
derecha la matriz identidad I, luego realizamos operaciones elementales en A y cada vez que hacemos una
operacién elemental en las colummnas de A, también la hacemos en las columnas de I, pero cuando hacemos
operaciones elementales en las filas de A no hacemos nada en la matriz I. Al finalizar el algoritmo, cuando
en la izquierda obtenemos la matriz diagonal D, en la derecha esta la matriz de congruencia ). Veamos esto
en el ejemplo anterior:

7 4 1 |10 0 —7 4 =310 0

4 -2 2|01 0]=(4 -2 0 |01 -1 |=

1 -2 7 (001 1 -2 9 |00 1
7 4 =310 0 1 4 -31]10 0
4 -2 0 |01 -1 |=90 -2 0 |21 -1 ]|=
-3 0 9 |00 1 -3 0 9 |00 1
1 0 -31]10 0 1 010 3

2 0 |21 -1|=|0 —201(215]|=
-3 0 9 |00 1 -3 0 0|00 1

1 0 010 3 1 0 0 10 3

2 01215 |,lueeoD=[0 —=201],0=(215
0 0 0]00 1 0 0 0 00 1

46



3.5. Formas bilineales simétricas reales

En esta seccién el cuerpo de base k es R y V' es un R-espacio vectorial de dimension finita.
Definicién 3.5.1. Sean ¢ € Bilg(V) y @ la forma cuadrética asociada a ¢.

1. ® es definida positiva si (v) > 0, Vo # 0.

2. ® es definida negativa si ®(v) < 0, Yo # 0.

3. ® es definida si es definida positiva o es definida negativa.

4. ® es semidefinida positiva si ®(v) > 0, Vv € V y existe 0 # vg € V tal que @ (vg) = 0.

5. ® es semidefinida negativa si (v) <0, Vo € V y existe 0 # vy € V tal que @ (vg) = 0.

6. ¢ es semidefinida si es semidefinida positiva o es semidefinida negativa.

7. ® es no definida si existen vy y vy en V tales que ®(v1) > 0y ®(va) < 0.

8. ® es no degenerada si lo es , es decir si p(u,v) =0, Vo € V = u=0.

Decimos que una forma bilineal simétrica verifica una propiedad de las anteriores si la verifica su forma
cuadratica asociada.

Observaciéon 3.5.2. Notar que una forma bilineal simétrica definida positiva es lo mismo que un producto
interno real.

Ejemplo 3.5.3. Consideremos las siguientes formas cuadraticas en R3.

1. ®(x,y,2) = 22 + 9% + 22, es definida positiva.

2. ®(z,y,2) = —2% — y? — 22, es definida negativa.

3. ®(x,y,2) = 22 + 9%, es semidefinida positiva.

4. ®(z,y,2) = —2% — y?, es semidefinida negativa.

5. ®(z,y,2) = , es no definida y degenerada.

6. ®(x,y,2) =22 —y? — 22, es no definida y no degenerada.

Definicién 3.5.4. Sea ¢ € Bilg (V). Decimos que dos subespacios V; y V_ forman una ¢-descomposicion
de V si verifican

1. ® es definida positiva en Vi y ® es definida negativa en V_.
2. Vo y V_ son gp-ortogonales.
3. V=WaeV,aoV_.
En el teorema 3.5.6 probaremos que siempre existe una ¢-descomposicion de V.
Observacion 3.5.5. Sea ¢ € Bilg(V) y V =V @ Vi @ V_ una ¢-descomposicién de V', entonces:
1. Si Vy # {0}, entonces ® es semidefinida positiva en Vo @ V. y ® es semidefinida negativa en Vy @ V_.

2. @ es definida positiva si y solo si V_ =V = {0}.
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3. @ es definida negativa si y solo si Vy =V = {0}.
4. ® es semidefinida positiva si y solo si V_ = {0} y Vj # {0}.
5. @ es semidefinida negativa si y solo si V. = {0} y Vp # {0}.
6. ® es no definida si y solo si V_ # {0} y V. # {0}.
7. ® es no degenerada si y solo si Vp = {0}.
En particular de las partes 4, 5 y 7 se deduce que si ® es semidefinida entonces degenera.
El siguiente teorema refina el teorema 3.3.24 para el caso de k = R.
Teorema 3.5.6. Dada ¢ € Bilg(V), existe una p-descomposicion de V.

Dem. Sea B = {vy,...,v,} una base p-ortogonal de V. Podemos suponer B ordenada de forma tal que

@(vi):ai, Vi:1,...,p
@(vi):—ai, Yi=p+1,...,r

O(v;) =0, Vi=r+1,...,n.
siendo a; > 0, Vi = 1,...,r. Por la prueba del teorema 3.3.24 sabemos que Vp = [vy41,..., 0] ¥ que @ es no
degenerada en [v1,...,v,]. Sean
Vi=lv1,...,0], Vo =1[vpt1,...,0.].

Es claro que V =V, ® Vi @ V_. Ademas los vectores de B son @-ortogonales dos a dos, luego V. y V_ son
p-ortogonales. Por otro lado observemos que si v =Y, zjv; € V, con z1,...,z, € R, entonces aplicando
(3.5) obtenemos

n p r
d(v) = Zq)(vi) z? = Zaixf — Z a; .
i=1 i=1 i=p+1

SiweViyw#0,esw=>"_,y;v;,conyi,...,y, € Ryalginy; # 0, luego ®(w) = > r_ a;y? > 0. Esto
prueba que ® es definida positiva en V. Andlogamente se prueba que ® es definida negativa en V_. O

Ejemplo 3.5.7. Sea ¢ € Bilg (V), V = R?, tal que ®(x,y) = 2% — 32, 2,y € R. Es facil de probar que el
rango de ¢ es 2, luego ¢ es no degenerada y Vp = {0}. Observar que las bases

C={(1,0),(0,1)} y B={(2,1),(1,2)}.
son @-ortogonales. Esto da lugar a dos descomposiciones del tipo V =V, ¢ V_:
R*=[(1,0)] @ [(0,1)] y R* = [(2,1). (1,2)].

Luego no hay unicidad respecto a los subespacios Vi y V_.

48



Observacion 3.5.8. Si ¢ € Bilg (V) y B es una base p-ortogonal de V' como en la prueba del teorema
3.5.6, entonces la matriz asociada a ¢ es

a

—ap+1

_a/’l‘

0

Notar que de la prueba del teorema se deduce que si V = V@V, B V_ es la p-descomposicién correspondiente,
entonces la dimensién de V es la cantidad de entradas diagonales positivas de Mp(y) v la dimensién de V_
es la cantidad de entradas diagonales negativas de Mp(y).

FEl siguiente teorema muestra que la dimensién de V4 y de V_ no depende de la eleccién de la -
descomposicion.

Teorema 3.5.9. Sea ¢ € Bilg(V). Consideremos V.= Vo@d Ve @ V_ y V = Vo @ Wy @ W_ dos -
descomposiciones de V', es decir

1. Vi y V_ son p-ortogonales, ® es definida positiva en Vi y definida negativa en V_.
2. Wi y W_ son p-ortogonales, ® es definida positiva en Wy y definida negativa en W_.
Entonces dimVy =dim W, ydimV_ =dim W_.

Dem. Seav e W_nN(Vy @ V). Como v € Vi & V), entonces existen tinicos vy € Vy y vy € Vi tales que
v = vy + vg. Luego

®(v) = @ (vy +vo) = P (v4) +2¢ (v4,00) + P (vo) = P (v4) 20

Por otro lado, como v € W_, si fuese v # 0 serfa ®(v) < 0 lo cual nos lleva a una contradiccién. Entonces
la tnica posibilidad es v = 0 y resulta W_ N (Vy & Vp) = {0}. Como es

‘/()@V+@V_:VDW_+<V+@%):W_@(V+@‘/O),

deducimos
dim Vg + dim V4 +dim V_ > dim W_ + dim V; + dim V4.

Luego es dim V_ > dim W_. Razonando andlogamente con V_N (W, @ V})) deducimos que dim W_ > dim V_
y resulta dim V_ = dim W_. Finalmente tomando dimensiones en V=V &V, e V_y V=V W, dW_
deducimos que dim V; = dim W.. O

Del teorema anterior y la observacion 3.5.8 se deduce inmediatamente el siguiente.

Corolario 3.5.10 (Ley de inercia de Sylvester). El nimero de entradas positivas, negativas y nulas de una
matriz diagonal asociada a una forma cuadrdtica no depende de la representacion diagonal. O
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Definiciéon 3.5.11. Sean V = Vj @ Vy @ V_ una ¢p-descomposicién de V. Llamamos indice de ® a dim V.
y signatura de ® a dim V. — dim V_. Por el teorema anterior esta definiciéon no depende de V4 y V_. La
signatura, el indice y el rango son los invariantes de ®.

Observacion 3.5.12. Consideremos ¢ € Bilg(V') siendo dimV = n y B una base p-ortogonal de V. Sean
s la signatura de ¢, 7 el rango de ¢, p el nimero de entradas positivas de Mp(p), ¢ el nimero de entradas
negativas de Mp(yp) y t el nimero de entradas nulas de Mp(y). Entonces el indice de ® es p y tenemos las
siguientes relaciones

s=p—q, T=ptq

1 1
pzi(r+s), ng(r—s), t=n-—r.

En particular es 2p = r + s, luego los tres invariantes quedan determinados conociendo dos de ellos.

Teorema 3.5.13. Sea ¢ € Bilg(V), siendo V' un espacio vectorial real con producto interno de dimension
finita. Entonces existe una base ortonormal B de V tal que Mp(p) es diagonal.

Dem. SeaC = {w1,...,w,} una base ortonormal cualquiera de V'y A = M¢(p). La matriz A es simétrica
real, luego existen matrices D y @ = (g;;) en M, (R) tales que D es diagonal, @) es ortogonal y

D=0 '4Q =Q'AQ.

Sea B = {v1,...,v,} el conjunto definido por v; = Y 1" | ¢ij wi, j = 1,...,n. Como la matriz @ es ortogonal
y la base C es ortonormal, entonces el conjunto B es una base ortonormal de V' 'y @ = ¢[id |z. Luego

D =Q'AQ = (clid])" Me(p) clid]s = Mp(p).
O

Corolario 3.5.14. Sea ¢ € Bilg(V), B una base de V. y A = Mp(p). Entonces la cantidad de entradas
diagonales positivas, negativas y nulas de una representacion matricial diagonal cualquiera de ¢ coincide
respectivamente con la cantidad de valores propios positivos, negativos y nulos de A.

Dem. Por la Ley de Inercia de Sylvester, basta probar que se cumple el enunciado para alguna repre-
sentacién matricial diagonal de .

Sea ( , ) el unico producto interno de V' que hace que~B sea una base ortonormal de V. Aplicando el
teorema anterior sabemos que existe una base ortonormal B de V' tal que D = M(y) es diagonal. Luego es

A=Mg(p) =Q'Mz(p)Q=Q'DQ, Q=zlid]z.

Como By B son dos bases ortonormales, entonces Q = 5lid |5 es una matriz ortogonal i.e. Q' = Q. Luego
A=Q 'DQ y resulta que A y D tienen los mismos valores propios. Por otro lado, como D es una matriz
diagonal, tenemos que los valores propios de D coinciden con sus entradas diagonales. Luego la cantidad de
entradas diagonales positivas, negativas y nulas de D es la cantidad de valores propios positivos, negativos
y nulos de D y estos coinciden con los de A. O
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Capitulo 4

Polinomio minimal y forma de Jordan

En este tema V serd siempre un k-espacio vectorial no nulo de dimensién finita.

4.1. Subespacios invariantes

Sea T' € L(V). Recordemos que un subespacio W de V se dice T-invariante si verifica T(W) C W. En
esta situacién escribimos Ty : W — W a la restriccién de T a W, es decir T'|w(w) = T'(w) para todo
w € W. Notar que si W es T-invariante, entonces T'|yy € L(W).

Ejemplo 4.1.1. Si T € L (RS) estd definida por T'(x,y,2) = (z + y,y + 2,0), entonces los subespacios
Wi ={(z,y,0): z,y e R} y Wy ={(2,0,0) : = € R} son T-invariantes.

Ejercicio 4.1.2. Probar que si T' € L(V), entonces {0}, V, Ker(7T') e Im (T") son subespacios T-invariantes.

Proposicién 4.1.3. Sea T € L(V) y supongamos que tenemos una descomposicion V.= W1 @ --- @ W,
en que cada W; es T-invariante. Si B; es una base de W;, i = 1,... h, entonces en B =By U---U By se

verifica:
Ay

Tz = ,  siendo A; = [T’Wi]Bi’ Vi=1,...,h.
Ap
Dem. Sea B; = {vll', e ,’U,i”}, Vi=1,...,h. Como W; es T-invariante, es T (U;) € W; y por lo tanto es

T (v;) =T|w (U;) = a1 v} + - +an v, Vi=1,...,n; Luego

0

alj ail T Aln,;
coordp (T (vz)) = : , Vi=1,...,n;y [T‘Wz‘]b’i =

Qn;j an;1 " Onin;
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Proposicién 4.1.4. Si T € L(V) y W es un subespacio T-invariante de V, entonces Xpy,, (t) divide a
Xr(t) en Kk[t].

Dem. Sea By = {wi,...,wy} una base de W, como el conjunto By, es LI, sabemos que existen
W41, .-, Wy en V tales que B = {wy,..., Wn, Wnt1,...,w,} es una base de V. Como T (w;) € W,
Vi=1,...,m, es

arir - Q1m a1m+1 a1n
[T]B: Am1 ° OGmm  Amm+l Amn _ A B
0 T 0 Am+1m+1 " Gm+tln 0 D ’
0o - 0 Unmal - Gnn

A—tl B
ety =| 4 0 = 1A=t — 1) =Xy, () (1),

siendo p(t) = |D —tI|. O
Ejemplo 4.1.5. Sea T € L (]R4) definida por
T(x,y,z,t) = (x+y+2z—t,y+t,2z—t,z+1t).

Consideremos el subespacio W = {(z,v,0,0) : z,y € R}. Observar que T'(x,y,0,0) = (z + y,v,0,0) € W,
luego W es T-invariante. Si B = {e1, e2,e3,e4} es la base canénica de R?*, entonces By = {e1, ez} es base
de W y obtenemos

11 2 -1

1 1 0 10 1

[T‘W]BW = ( 0 1 ) ) [T]B = 00 2 —1
0 0 1 1

Luego! Xy, (t) = (1 — )2 y Xp(t) = (1 — ¢)? (t* — 3t + 3).

Definicién 4.1.6. Sea T' € L(V) y v € V. Llamamos subespacio T-ciclico generado por v a

Sor = [v,T(v), T*(v),...] = {ZaiTi(U) ca; €k, i=0,...,n, n€ N}.
=0

Proposicién 4.1.7. S, 7 es el menor subespacio T-invariante de V' que contiene a v.

Dem. Es claro que v € S, p. Por otro lado T (37 a; T"(v)) = Y1 ja; T (v), luego S, es T-
invariante.

Sea W un subespacio T-invariante que contiene a v. Como W es T-invariante y v € W, entonces
T(v) € W. Luego T?(v) = (T o T)(v) = T(T(v)) € W y por induccién se prueba que T"(v) € W, para todo
n € N. Como W es un subespacio, esto implica S, 7 = [U,T(v), T2 (v), .. ] cWw. O

Ejemplo 4.1.8. Si T € L(V'), un vector v # 0 es un vector propio de T" si y solo si S, = [v].

'No confundir la variable ¢ en X1, (t) y Xr(t) con la variable ¢ en (z,y, 2,1).
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Ejemplo 4.1.9. Sea T € L (]R3) definida por T'(z,y,2) = (—y + 2,2 + 2,3z). Observar que T'(e1) = ea y
T (e3) = —eq, luego T™ (e1), T (e2) € {+£e1, tea}, Vn € N. Entonces

SeluT = 5827T = {(.I‘,y,O) LY € R}
Por otro lado, es
T(e3) =e; +ex+3es, T?(e3) =T(er+ex+3e3)=2e; +4es+ es,

luego {e3,T'(es), T%(e3)} = {es,e1 + ez +3e3,2e1 +4dea + 9ez} y este conjunto es L, luego es base de R3.
Asi S, 7 contiene una base del espacio, luego Se, 7 = R3.

Ejemplo 4.1.10. Sea T € £ (R3[z]) definida por T'(p(z)) = p'(z) y consideremos v = x2. Es
T (2%) =2z, T*(2%)=2, T°(z%)=0,
luego Sy2 = [932,2x,2,0, . ] = [3:2,293,2] = Rolz] C R3[z].
Teorema 4.1.11. Sea T € L(V), 0#v eV, W =S,r y h=dimW. Entonces:
1. El conjunto {v,T(v),...,T""1(v)} es base de W.
2. SiTh(v) =apv+ a1 T(W) + - +ap,_1T"(v), es

Xy, (8) = (—1)" (th —apt"t = —agt— ao) :
Dem Sea j = min {z ezt {v T(v ’(v)} es LD}, como v # 0, es j > 1. Observar que
{v,T(v ,TI71( } es L1y {v,T(v TJ 1(’0),Tj(v)} es LD, luego 1Y (v) € [v,T(v),...,T? " (v)].

Afirmacién: Para todo p € N se cumple que T9P(v) € [v,T(v),..., T (v)].

Lo probaremos por induccién en p. Si p = 0 sabemos que es cierto. Supongamos que T/ P(v) €
[v,T(v),...,T9"!(v)]. Entonces

Ti+p+1 (v) = (T ° Tj+p) (v)=T (Tj+p(?)>) c [T(U), T2(v), ... ,Tj (1})] .

Como es {T(v),TQ(v'),...,Tj_l(v),Tj(v)} C [v,T(v), T*(v),..., 79" (v)], deducimos que TV P+ (v) €
[0, T(v),T?(v),..., T (v)].

Luego W = [v,T(v),...,T9 7 (v)], j = h = dim W y el conjunto B = {v,T(v),T?(v),...,T" *(v)} es
base de W. Sea T"(v) = aov +a1T(v) + + ap—1T"1(v), entonces
00 -+ 0 ag
10 -+ 0 a
01 .-+ 0 ay
Tlwls = Do : :
00 -+ 0 ap2g
00 -+ 1 ap
Es un ejercicio del practico probar que en este caso es Xy, (t) = (—1)" (th —ap th— o —at— ao) . g

Ejemplo 4.1.12. Sea T € L(R?) definida por T(z,y, z) = (—y + 2,2 + 2,3 2), ya vimos en el ejemplo 4.1.9
que
T(e1) = ey T(ez) = —e; = T?(e1) = —e1 = —ey — 0T (eq).

Luego {e1,T(e1)} = {e1, e2} es base de W = Se, 1 y Xpy,,, () = (—1)2 (1 + 0t + 1) = 1+ %
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4.2. Polinomios y transformaciones lineales

SiT € L(V), definimos T" € L(V), n =0, 1,..., mediante
=Id, T"=To---0T, ¥Yn=1,2,....
—_—

n

Sip=>1",a;z' €Kklz], definimos p(T) € L(V) mediante

n
:ZaiTi:anT"—l—an,lT”_l+---+a1T+aOId.
i=0

Andlogamente, si A € M, (k) y p= Y1 ,a; 2" € k[z], definimos p(A) € M, (k) mediante

n
= ZaiAi =ap A" +ap 1 AV o tag A+ aol.
i=0
Ejemplo 4.2.1. Si consideramos el polinomio constante 1 € k[z], resulta 1(T") = Id y 1(A) = I para todo
T e L(V), A€ M, (k).

Proposicién 4.2.2. Sea T' € L(V') y B una base de V. Entonces [p(T)|s =p([T]z), ¥p € k[z].

Dem. Sip=3"gaiz’, es [p(T)s = [Vl ga Tz =Yg (Tlg) =p(T)s)- O
Corolario 4.2.3. Si A € My(k), es p(La) = Lyay € LK) para todo p € k[z].

Dem. Si B es la base canénica de k™, es A = [La]z. Aplicando la proposicién anterior obtenemos
[p(La)lg = p(A), luego p (La) = Lp(a).- O

Ejemplo 4.2.4. Sea T € £ (R?) definida por T'(z,y) = (z,2z+y) y consideremos p = 23+ 2> —z+2 € Rz].

Es T = Ly, siendo A = (1 0>. Luego p(A) = A3 + A2 — A4+ 2] = (2 g) y p(T)(z,y) = (3z,8x + 3y),
Y(z,y) € R,

2 1
Observacion 4.2.5. La proposicién 4.2.2 y el corolario 4.2.3 nos permiten deducir propiedades de polino-
mios aplicados a operadores de propiedades de polinomios aplicados a matrices y viceversa. La siguiente
proposicién es una muestra de esto. Por eso es que general probaremos las proposiciones en uno solo de los
dos casos, entendiendo que la prueba del otro se deduce aplicando la proposicién 4.2.2 o el corolario 4.2.3,
seguin corresponda.

Proposicién 4.2.6. Sean T € L(V), A€ M, (k), A € k y p,q € k[z]. Vale:
1. (Ap+q)(A) = Ap(A) +q(A4), (pg)(A) = p(4) ¢(A).
2. Ap+g)(T) = Ap(T) +q(T), (pa)(T) = p(T) o q(T).

Dem. Podemos suponer p =Y » ja;z' y ¢ =Y. ob; ' (puede ser a,, =0 0 b, = 0).

Es Ap+q¢=>Y1"o(A\a; +b) 2, luego

Ap+a)(A) =) (Nai+b) A => Xa; A+ b A" = Ap(A) + q(A).
=0 1=0

1=0
Es pq = ay by 2®" + (an—1b1 + a1 bp—1) "L+ -+ 4 (a1 bo + ag b1) = + ag bo, luego
(p@)(A) = an by A% + (an—1b1 + arby—1) A>" '+ + (a1bo + ag b1) A+ agbo I

— <zn: a; Ai> <Zn: bi Ai> = p(A) q(A).
i=0 1=0
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Sea B una base de V. Aplicando la proposicién anterior obtenemos:

[(Ap+a)(D)]g = Ap+a) ([T]p) = Ap(T]5) + ¢ ([Tls) = Ap(T)]s + [a(T)]s = [Ap(T) + ¢(T)] 5,

luego (Ap+ ¢)(T) = Ap(T) + q(T). La otra relacién se prueba en forma analoga. O

Como el producto de polinomios es conmutativo, de la proposicién anterior se deduce:

Corolario 4.2.7. Sip,q€klz], Aec My(k) yT € L(V), entonces

p(A)q(A) = q(A)p(A) y p(T)oq(T)=q(T)op(T). 0
Proposicién 4.2.8. Si T € L(V) y p € k[z], entonces Ker p(T') e Im p(T) son subespacios T-invariantes.

Dem. Sea v € Kerp(T), es p(T)(T(v)) = (p(T) o T)(v) = (T 0 p(T))(v) = T(p(T)()) = T(0) = 0, lnego
T(v) € Kerp(T).

Sea v = p(T)(w) € Im p(T), es T(v) = T (p(T)(w)) = (T p(T)) (w) = (p(T) o T) (w) = p(T) (T(w)),
luego T'(v) € Im p(T). O

Corolario 4.2.9. SiT € L(V) y A es un valor propio de T', entonces el subespacio propio E\ = Ker(T'—\ 1d)
es T'-invariante.

Dem. Sip=x— X €k[z], entonces E) = Kerp(T). O

Teorema 4.2.10 (Cayley-Hamilton). Si T € L(V), entonces Xp(T') = 0.

Dem. Lo que tenemos que probar es que el operador Xp(T') : V. — V verifica X7(T') (v) = 0 para todo
venV.

Sea v € V arbitrario fijo. Si v = 0 es X7(T)(v) = X7(T')(0) = 0. Supongamos ahora que v # 0 y sea
W = S, r. Como W es T-invariante, Xp|, divide a Xr. Sea p € k[z] tal que Xr(z) = p(x) X7, (7). Sea
h =dimW y T'(v) = agv + ay T(v) + -+ + ap—y T 1(v), ya sabemos que en este caso es X7y (2) =
(—1)" (ach —ap 1zt —aqz—- = ao). Luego

Xgpy (T) (v) = (~1)" (Th(v) —ap T W) — a1 T(v) — ag u) ~0.

Entonces
X7 (T) (v) = (p(T) o X7y, (T)) (v) = p(T) (Xgp,,, (T) (v)) = p(T) (0) =0. O

Corolario 4.2.11. Si A € M, (k), entonces X4(A) = 0. O

Lema 4.2.12. Sea T € L(V) y p(z) € k[z] tal que p(T') = 0. Si p(z) admite una factorizacion de la forma
p(z) = p1(x) p2(x) con med (p1(x), p2(z)) = 1, entonces

V' = Ker(p1(T)) ® Ker(pz(T)).

Dem. Como mcd (p1(z),p2(x)) = 1, entonces (proposicién 5.1.5) existen my(z) y ma(x) en kz] tales
que my (x) p1(x) + ma(x) p2(x) = 1, luego

Id = my(T) o p1(T) + ma(T) o p2(T) = p1(T) o m1(T) + pa(T) o ma(T).
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Sea v € V, entonces v = Id(v) = p1(T) (m1(T)(v)) + p2(T) (m2(T)(v)) luego
V = Im(p1(T)) + Im(p2(T)).

Como p(z) = pi(x) p2(x) es 0 = p(T') = p1(T') o p2(T"). Entonces para todo v en V es 0 = p1(T)(p2(T)(v)) y
resulta Im py(7") C Kerpy (7). Andlogamente de p(z) = pa(x) p1(x) se deduce Im p;(T') C Ker p2(T). Luego

V =Imp(T) + Imps(T) C Kerpa(T) + Kerp(T) C V,

de donde deducimos
V =Kerp1(T) + Ker po(T).

Si v € Kerp(T) NKerpa(T') es p1(T)(v) = p2(T)(v) = 0, entonces
v =1d(v) = my(T)(pr(T)(v)) + ma(T) (p2(T)(v)) = ma(T)(0) + ma(T)(0) = 0.
Luego Kerp;(T) N Kerpo(T) = {0}. O

Teorema 4.2.13. Sea T € L(V) y p(z) € k([z] tal que p(T) = 0. Si p(z) admite una factorizacion de la
forma p(x) = p1(x) - - pn(x) con med (pi(x),pj(x)) =1, Vi # j, entonces

V =Ker(pi(T)) ® - - - ® Ker(pa(T)).-
Dem. Lo demostraremos por induccién en h. Para h = 2 es el lema anterior.

Supongamos que se cumple para h — 1y sea p(z) = p1(x) - - pp—1(x) pr(z) con med (p;(z), pj(x)) = 1,
Vi # j.

Consideremos q(z) = p1(z) - - pp—1(z) € k[z], entonces p(z) = q(x) pp(z) y med (q(z), pr(x)) = 1. El
lema anterior aplicado a q(x) y pp(z) implica que

V = Ker(q(T)) @ Ker(pn(T)).

Sea W = Ker ¢(T). El subespacio W es T-invariante. Consideremos T'|yy € L(W), es ¢(T'|w) = q(T)|w =
q(T)|ker (1) = 0, entonces q(T'|w) = 0 y podemos aplicar la hipétesis inductiva a Ty € L(W)y q(x) € k[z],

para concluir que W = @?:_11 Ker(p;(T'|w)). Entonces es V = @?:_11 Ker(pi(T|w)) ® Ker(py(T)).
Parai=1,...,h —1es

Ker pi(Tlw) = Kex(pi (T) w) = Ker pi(T) 0 W = Ker py(T),
La ultima igualdad se deduce de que si v € Ker p;(T'), entonces
q(T)(v) = (pr(T) 0 -+ 0 pp1(T))(v) = (pr(T) © - - - 0 pi—1(T) 0 pia(T) 0 - - - 0 pp—1(T')) (pi(T) (v)) = 0.

Luego
Ker(pi(T)) € Ker(¢(T)) = W = Ker(p;(T)) N W = Ker(p;(T))

Entonces V' = @?:_11 Ker(p;(T)) & Kerpy(T) = @?:1 Ker(p;(T)). O
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4.3. Polinomio minimal

Definicién 4.3.1. Un polinomio p(x) es mdnico si es no nulo y el coeficiente de su término de mayor grado
es 1, es decir si es de la forma p(z) = 2™ + a1 2™ L + -+ a1z + ag, con m > 1.

Lema 4.3.2. Si T € L(V), entonces eziste un polinomio m(x) que verifica:
1. m(T) = 0.
2. m(x) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que anulan a T.
3. m(x) es mdnico.
Dem. Sea I = {p(x) € k[z]: p(x) # 0y p(T) = 0}. El teorema de Cayley-Hamilton implica Xr(z) € T

y por lo tanto Z # (). Luego existe m(z) € Z no nulo de grado minimo entre los polinomios de Z. Definimos

m(z) := Lm(z) siendo a el coeficiente del término de mayor grado de m(z). Entonces m(xz) verifica las

condiciones 1, 2 y 3. O

Observacioén 4.3.3. En la prueba del lema anterior, para ver que vale Z # () sin usar Cayley-Hamilton se
puede observar que como £(V) tiene dimensién finita, entonces el conjunto {Id, 7,72, T3,...} es LD y por lo
tanto existe una cantidad finita de escalares no todos nulos ag, a1, ..., a, tal que agl + a1 T+ -+ a,I" = 0;
luego es p(T') = 0, siendo p(z) = ap + a1z + - - - + apz™.

Lema 4.3.4. Sea T € L(V).

a. Si un polinomio m(z) € k[x] verifica las condiciones 1, 2 y 3 del Lema 4.3.2 y q(z) € k[z| verifica
q(T) =0, entonces m(x) divide a q(x).

b. Eziste un inico polinomio m(x) € k[z| que verifica las condiciones 1, 2, y 3 del lema 4.3.2.

Dem. a: Sea q(x) € k[z] que verifique ¢(T") = 0. Dividimos ¢(z) por m(z) y es ¢(x) = m(x) d(x) + r(z)
conr(x) =0o0r(x)#0y grr(r) <grm(z). Teniendo en cuenta la condicién 1 obtenemos:

r(T)=q(T)—m(T)od(T)=0-00d(T) = 0.

Si fuese r(x) # 0 tendriamos una contradiccién con la minimalidad del grado de m(x), luego necesariamente
es r(z) =0y m(z) divide a g(x).

b: Si p(z) es otro polinomio que verifica las condiciones 1, 2 y 3, entonces como p(z) verifica la condicién
1 sabemos que m(x) divide a p(x). Cambiando los roles de p(x) y m(x) obtenemos también que p(x) divide
a m(x), luego existe una constante a € k tal que p(z) = am(z). Como p(z) y m(z) son ménicos deducimos
a =1y por lo tanto p(z) = m(z). O

Definicién 4.3.5. El polinomio del lema 4.3.2 se llama el polinomio minimal de Ty se escribe myp(x).
Podemos resumir los lemas anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.6. Si T' € L(V), entonces el polinomio minimal mp(x) € k[z] es el dnico polinomio que
verifica:

1. mp(T) =0.
2. mp(z) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que anulan a T.

3. mp(x) es mdnico.
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Este polinomio cumple ademds que si q(x) € k[z] es tal que ¢(T) =0, entonces my(z) divide a q(z). O
Observacién 4.3.7. Si T € L(V) sabemos que X7(T') = 0; luego mp(z) divide a Xp(x).
Ejemplo 4.3.8. 1. SiT =0 € L(V), entonces mq(z) = .

2. SiT =1d € L(V), entonces myg(x) = = — 1.

Definicién 4.3.9. Sea A € M, (k), llamamos polinomio minimal de A al polinomio my(xz) € k[z] que
verifica:

1. ma(A) =0.
2. ma(z) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que anulan a A.
3. ma(z) es monico.

Andlogamente al caso de T' € L(V'), se prueba que este polinomio existe y es el tinico polinomio que verifica
dichas condiciones. Ademds cumple que si ¢(z) € k[x] verifica ¢(A) = 0, entonces m4(x) divide a g(x); en
particular m4(z) divide a X ().

Ejemplo 4.3.10. Consideremos una matriz escalar A = € M, (k). Es A =\, luego A—\I =

A
0y ma(x) =z — A. Observar que vale también el reciproco, si ma(x) = — A, entonces es A = A 1.

Proposicién 4.3.11. Sea T € L(V), B una base de V' y A = [T|g. Entonces mp(x) = my(x).
Dem.
0=ma(A) =ma([T]g) = [ma(T)]z = ma(T) = 0 = mr(z)|ma(z),
mr(A) = mr ([T]s) = [mr(T)lg = [0]s = 0 = m7r(A) = 0 = ma(z)|mr(z).

Luego existe a € k tal que myp(x) = ama(z). Como ambos polinomios son monicos la tinica posibilidad es
a=1y mp(x) =ma(x). O
Corolario 4.3.12. Si A € M,(k), es mp,(x) = ma(z).

Dem. Se deduce inmediatamente de la proposicién anterior, dado que si B es la base candnica de k",
entonces [Lalz = A. O

Lema 4.3.13. Sea T € L(V), p(z) € k[z] y v un vector propio de T' correspondiente a un valor propio A,
entonces

Dem. Observar que T'(v) = Av implica
T?(v) = T(T(v)) = T(Av) = AT(v) = A v.

Razonando por induccién se prueba que T"(v) = A" v, Vn € N, luego si p(z) = Y1 a; 2 es

(ZalTl> ZazT’ Zai)\iv: (Zaiz\i>v—p(/\)v
i=0 i=0

Teorema 4.3.14. Sea T € L(V). Entonces mp(x) y Xr(x) tienen las mismas raices.

Dem. Como myp(x) divide a Xp(z), entonces existe un polinomio g(z) tal que Xp(z) = g(z) mp(z). Sea
a € k tal que mp(a) = 0, entonces X7 (a) = g(a) mr(a) = g(a) 0 = 0, luego Xp(a) = 0.
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Sea A € k tal que X7(A) = 0. El escalar A es un valor propio de 7', luego existe v # 0 tal que T'(v) = Av.
Por el lema anterior es mp(A) v = mp(T) (v) =0(v) =0y como v # 0 es mp(A) = 0. O

Observacién 4.3.15. Este teorema implica que si T € L(V) y X7 escinde
Xp(t) = (—=1)" (t = X)™ -+ (t = Ap)"™", con A\j # \j sii# j,

entonces
mp(t) =(E—A)" (= )", conl1<m; <n;, i=1,..., h.

Corolario 4.3.16. Sea A € M, (k). Entonces ma(xz) y Xa(x) tienen las mismas raices.
Dem. Se deduce del teorema anterior porque ma(z) = mp,(x) y Xa(z) = X, (). O

Ejemplo 4.3.17. Sea T € £L(R?) definida por T(z,y) = (2x + 5y, 6x + ). Es X7(t) = (t — 7)(t + 4), luego
necesariamente es mp(t) = (t — 7)(t + 4).

. SO : (t—2)(t-3)
Ejemplo 4.3.18. Sea A= 0 2 0 |.EsXx(t)=—(t—2)%(t—3), luego ma(t) = (t — 2)%(t — 3)
1 -1 2
Calculando es (A — 2I)(A —3I) =0, luego ma(t) = (t — 2)(t — 3).
Aq
Observacién 4.3.19. Sea A = una matriz en bloques, siendo A; € My, (k), i =1,...,h.
Ap
Por ejemplo si
23 4000
227000 A0 0
A= , esA=10 Ay 0 |, siendo
0006 00 0 0 A
000043 3
0000O0°O0T7
2 3 4 43
Ar=1(3 0 5], A=(6), A3={, -
2 27
Aj
Es un ejercicio el probar que vale A = , VI € N. Luego se deduce
A,
p(A1)
p(A) = , Vp(z) € K[z].
p(An)

Teorema 4.3.20. Sea T € L(V). Entonces T es diagonalizable si y solo si mp(t) es de la forma
mr(t) = (= Ai)--- (¢t = n),

con Ni #Xj sii#j.
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Dem. (=) : Supongamos que existe B base de V' tal que

A1

A1

An
Entonces A1, ..., A\, son las raices de Xp(t) y por lo tanto de myp(t). Sea p(t) = (t — A1) -+ (t — Ap).

p(A1)
p (M)

P (An)

p(An)

Luego my(t)|p(t) y como myp(t) tiene raices Aq, ..., Ay, deducimos mp(t) = (t — A1) -+ (t — Ap).

(<) : Supongamos que mp(t) = (t — A1) -+ (t — Ap), con A\; # Aj si ¢ # j. Sabemos que mp(T) = 0
y como A; # Aj si i # j, es med (t— N\;,t —A;) = 1sii # j. Entonces aplicando el teorema 4.2.13 a
p(t) = mp(t) obtenemos

V=Ker(T-MId)@® - -@Ker (T — A Id) =E\, ®--- B E),,
luego T es diagonalizable. O

Corolario 4.3.21. Sea T € L(V). Si existe un polinomio p(t) € k[t] de la formap(t) =a(t — X)) -+ (t — \g),
con \i #X\j sii# jyack)\{0} tal que p(T) =0, entonces T es diagonalizable.

Dem. Como p(T') = 0, entonces mr(t) divide a p(t) y por lo tanto verifica las hipdtesis del teorema
anterior. n

Corolario 4.3.22. Sea A € M, (k).

1. A es diagonalizable si y solo si su polinomio minimal es de la forma ma(t) = (t — A1) -+ (t — Ap), con
)\i 75 )\j St 1 7é j

2. Si existe un polinomio p(t) € k[t] de la forma p(t) = a(t —A1)---(t —A), con Ny # A\j sii # jy
a € k\ {0} tal que p(A) =0, entonces A es diagonalizable.

Dem. Se deduce de lo anterior porque A es diagonalizable si y solo si L4 es diagonalizable y m4(t) =
mr, , (t). O

Ejemplo 4.3.23. En el ejemplo 4.3.18 es m4(t) = (t—2)(t—3) y en el ejemplo 4.3.17 es mp(t) = (t—7)(t+4),
luego A y T son diagonalizables. Por otro lado en el ejemplo 4.4.5 es mr(t) = 3, luego T no es diagonalizable.
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Ejemplo 4.3.24. Si T es una proyeccién, entonces T' verifica T2 = T. Luego es p(T) = 0, siendo p(t) =
t2> —t = t(t — 1) y T es diagonalizable. De hecho si mp(t) =t — 1, es T = Id. Si mp(t) = t, es T = 0. Si
mr(t) = t(t — 1) entonces existe una base B de V tal que

0

1

Ejemplo 4.3.25. Sea A € M, (R) tal que A% = A. Entonces p(A) = 0, siendo p(t) = > — ¢. Observar que
p(t) =13 —t =t(t — 1)(t + 1), luego el corolario anterior implica que A es diagonalizable.

Ejemplo 4.3.26. Veamos cémo hallar las matrices reales 2 x 2 que verifican A2 — 3A 4 21 = 0.

Sea p(t) = t2 — 3t +2, es p(A) = 0, luego m 4(t) divide a p(t). Como p(t) = (t —1)(t —2), entonces m (t)
puede ser t —1,t—2 o0 (t —1)(t —2). Si ma(t) =t — 1, entonces A = I. Si ma(t) =t — 2, entonces A = 21.

Si ma(t) = (t—1)(t —2), entonces A es diagonalizable con valores propios 1y 2, luego es semejante a (§9).

4.4. Forma de Jordan

En el primer capitulo estudiamos los operadores diagonalizables y vimos que para que un operador
sea diagonalizable es necesario que su polinomio caracteristico escinda y que para cada uno de sus valores
propios la multiplicidad geométrica coincida con la algebraica. En este capitulo estudiaremos el caso de los
operadores que verifican que su polinomio caracteristico escinde, pero la multiplicidad geométrica de sus
valores propios no coincide necesariamente con la algebraica.

En lo que sigue, si A es una matriz n x n, diremos que n es el tamano de A.

4.4.1. Operadores nilpotentes

Empezamos nuestro estudio considerando un caso que es en cierto sentido lo opuesto a ser diagonalizable.

Definicién 4.4.1. Un operador T € L(V) se dice nilpotente si existe k € ZT tal que T* = 0. Al menor k tal
que TF = 0 le llamamos el orden de nilpotencia de T'. Luego T es nilpotente de orden p si y solo si TP = 0
y TP~1 £ 0.

Anélogamente, decimos que una matriz A € M, (k) es nilpotente si existe k € Z* tal que AF =0y su
orden de nilpotencia es el menor k tal que A* = 0.

Observacion 4.4.2. Si T € L(V) y B es una base de V, entonces es claro que T es nilpotente si y solo si
[T']5 es nilpotente y en ese caso Ty [T]|p tienen el mismo orden de nilpotencia.

Observacién 4.4.3. Notar que el inico operador nilpotente de orden 1 es el operador nulo. En lo que sigue
en general asumiremos que los operadores nilpotentes tienen orden mayor que 1.

Observacién 4.4.4. Si T € L(V) es nilpotente de orden p, entonces de TP = 0 y TP~! # 0 se tiene que
el polinomio minimal de T es my(t) = tP. Como el polinomio minimal y caracteristico tienen las mismas
raices, se deduce que el tnico valor propio de T es 0.
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Ejemplo 4.4.5. Sea T' € L(Rg[z]) definida por T'(p(z)) = p/(x). Observar que
T(am2+bm+c) =2 x+b, T2 (axQ—i-bx—i—c) =2a, T° (axQ—i-bx—i—c) =0.

Luego T es un operador nilpotente. Ademas vimos que T3 = 0y T2 # 0, entonces mr(t) = > y por lo tanto
Xp(t) = —t3

La proposicién siguiente muestra que un operador nilpotente no nulo nunca es diagonalizable.
Proposicién 4.4.6. Si un operador T € L(V') es nilpotente y diagonalizable, entonces es el operador nulo.

Dem. Si T es diagonalizable, entonces existe una base de V en la cual la matriz asociada a T es una
matriz diagonal D en la cual la diagonal principal esta formada por los valores propios de T'. Por otro lado,
vimos en la observacién anterior que si 1" es nilpotente el tinico valor propio que tiene es 0. Esto implica

D =0y por lo tanto T es el operador nulo. O
Ay
Observacion 4.4.7. Notar que si A = es una matriz en bloques, entonces el rango de
Ay,
A es la suma de los rangos de Ay, ..., Ag.

El objetivo principal de esta seccién es probar que si T' € L£(V') es nilpotente, entonces existe una base
B de V tal que la matriz asociada a T en la base B es una matriz en bloques de la forma

A 0
J1 /\i 0
J S
[T]s = _ , Ji= ,i=1,...,h.
In A 0
i

Empezamos con una proposicién que prueba el reciproco de la afirmacién anterior y ademas brinda
informacién sobre la cantidad de bloques que aparecen en la descomposicion.

Proposicién 4.4.8. 1. Si J € My(k) tiene la forma

0 1
0 1
J = ‘. . s
0 1
0
entonces J es nilpotente de orden n.
2. Si
0 1
J1 0 1
A= e M,(k), J;= e My, (k), Vi=1,...,k (4.1)
Ji 0 1

stendo p1 > py > - -+ > pi, entonces
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a) A es nilpotente de orden p.

b) La cantidad de bloques J; contenidos en A es k =mn — rango(A).

Dem. Operando obtenemos

0 0 1
0 (1) 1 0 O 1 0 0 1
) L S0 00
J = 7J = ’ ' 0 1 7'”7Jn7 = . . . 7Jn:0
0 (1) 0 0 0o --- 00
0

Eso prueba la primera afirmacién. Para la segunda, observar que Jf = Jf 17Pi o Jl-p ‘= JZP 17Pi 50 =0, para
todot=1,...,k, y por lo tanto

J7
APt = =0 = APt =0,
J

Luego A es nilpotente de orden menor o igual que p;. Por otro lado Jfl_l £ 0, luego AP~ £ 0 y esto
implica que el orden de nilpotencia de A es p;.

Observar que p; + p2 + - - - + pr = n. Para cada 4, la matriz J; € M, (k) tiene rango p; — 1, luego

k k k
rango(A) = Zrango (Ji) = Z(pj -1)= ij —k=n—k = k=n-—rango(4). O

J=1 J=1 J=1

A continuacién veremos que dado un operador nilpotente, siempre se puede obtener una base del espacio
de forma tal que su matriz asociada sea del tipo visto en (4.1). Empezamos con algunos resultados previos.

Proposicién 4.4.9. Sea T € L(V) un operador nilpotente de orden p. Entonces
{0} # Ker (T) € -+ C Ker (TP71) C Ker(T?) = V. (4.2)
Dem. Observemos primero que Ker(7™) C Ker (Tm“), Vm € N. En efecto, si w € Ker(T™) es
T™(w) = 0= T (w) = T (T™(w)) = T(0) = 0 = w € Ker (T™).
Afirmacion: Si para algun [ es Ker (Tl“) = Ker (Tl), entonces Ker (T”m) = Ker (Tl) , Vm > 1.

Lo probaremos por inducién en m. Si m = 1 es la hipotesis. Supongamos ahora que para algin m > 1 es
Ker (Tl) = Ker (Tl+m). Queremos probar Ker (Tl) = Ker (TH’”H). Por la observacion anterior Ker (Tl) =
Ker (T"™) C Ker (T'™*1), asf que solo falta probar la otra inclusién. Sea w € Ker (T'T™F1),

0 = THM™ L (1) = T (T™ (w)) = T™ (w) € Ker (T”l) — Ker (Tl) =
0=T(T™ (w)) = T"™ (w) = w € Ker (T”m) = Ker (Tl) = w € Ker (Tl) .

Esto concluye la prueba de la afirmacion.
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Observemos que como 7' es nilpotente de orden p, entonces TP = 0 y TP~ # 0. Luego Ker (T P_l)
Ker (TP) = V y la afirmacién anterior implica que necesariamente Ker (Tl_l) C Ker (Tl), para todo [
1,2,...,p — 1. De acé se deduce inmediatamente (4.2).

O 1N

Lema 4.4.10. Sea T € L(V) un operador nilpotente de orden p.
Si 2 < q < p y tenemos un conjunto {vi,...,vx} C Ker(T?) que es LI y [vy,...,vg] N Ker (Tq_l) = {0},
entonces {T(v1),...,T(vg)} C Ker (T971), es LIy [T(v1),...,T(vx)] N Ker (T972) = {0}.

Dem. Como v; € Ker (T), es
0="T7v;) =T (T (v;)) = T (v;) € Ker (T9") ,Vi=1,....k,
luego {T" (v1),...,T (vg)} C Ker (T771).
Probaremos que [T'(v1),...,T(v)] NKer(T972) = {0} y que {T(v1),...,T(vx)} es LL

Sea w € [T(v1),...,T(vg)] N Ker(T772), luego existen a; €k, i = 1,...,k tales que w = Zle a; T'(v;) y
w € Ker (Tq*Q). Entonces

k k
0="T9"2(w)=T9"2 (Z a; T(vi)> = 7971 (Z a; vi> =
i=1 i=1

k
Zai v; € Ker (Tq_l) N [vi,...,vx) = {0}.
i=1
luego Zleaivi:0yw22f 1 a; T'(vi) Do lalvz> =T(0) =0.

Esto prueba que [T'(v1),...,T(vg)] N Ker T~ 2) = {0}.

Sean b; €k, i =1,...,k tales que Z 1 =0. Es

b; T'(v
k k
0=T7" 2 =T 2(2 ):Tq_l (Zbﬂ)z),
= i=1

entonces Zle bi v; € Ker (T4 1) N vy, .. = {0}. Luego Zle biv; =0y como {vy,...,v;} es LI, resulta
b;=0,Vi=1,...,k. Esto prueba que {T (vl) yoooy T (vg)} es LL O]
Lema 4.4.11. Supongamos que W es un subespacio de V y {v1,...,vp} CV es un conjunto LI tales que
W N vy,...,ux] = {0}. Entonces existen vectores uy,...,up € V tales que {v1,...,vg,u1,...,up} es LIy
V=W®Iv,...,06ul,...,us.

Dem. Si {wi,...,w;} es una base de W, entonces W N [v1,...,vx] = {0} implica que el conjunto
{wy,...,wy,v1,...,v} es LIy por lo tanto existen w1, ..., uy tales que {w,...,w;,v1,..., V%, u1,...,up} €s

base de V. Luego
V= [wl,...,wl] D [vl,...,vk,ul,...,uh] =Weo [Ul,...,vk,ul,...,uh]. ]
Teorema 4.4.12. Si T € L(V), entonces T es nilpotente si y solo si existe una base B de V' tal que

0 1
J1 0 1
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Dem. El reciproco es una consecuencia inmediata de la proposicién 4.4.8.
Supongamos ahora que T' es nilpotente de orden p. Aplicando la proposicién 4.4.9 sabemos que

{0} #Ker(T) C --- C Ker (T?) = V.
Para simplificar la notacién supondremos p = 3, pero la demostracién es completamente general. Tenemos
{0} # Ker (T) € Ker (T?) ¢ Ker (T%) = V.
Consideremos Ker (TQ) C Ker (T3) = V. Sea {v1,...,vy} un conjunto LI tal que
Ker (T?%) = Ker (T?) @ [v1, - - . , U]
Entonces {v1,...,un} es LLy [v1,...,vy] NKer (T?) = {0}, luego el lema 4.4.10 implica
{T (v1),....T (vm)} CKer (T%), {T(v1),...,T(vm)}esLl y [T(v1),...,T (v)] N Ker(T) = {0}.
Consideremos Ker (1) C Ker (TQ). Por el lema 4.4.11 sabemos que existen uq, ..., u, en Ker (TQ) tales que:
{T (v1),....,T (vm),u1,...,uq} C Ker (TQ) es LTy Ker (TQ) =Ker ()@ [T (v1),....,T (vm),u1,...,uql.

Luego [T (v1),...,T (vm),u1, ..., uq NKer (T) = {0}.

Ahora repetimos el procedimiento anterior con {7 (vi),...,T (vm),u1,...,uq} en lugar de {vi,..., vy}
Primero aplicamos el lema 4.4.10 para deducir que el conjunto {72 (v1),...,T? (vn),T (u1),..., T (uy)}
estd contenido en Ker (T') y es LI. Luego mediante el lema 4.4.11 deducimos que existen wq,...,w, en

Ker (T') tales que
{T?* (v1) ., T? (vm) , T (u1) ., T () s w1,y wy}
es base de Ker (7). Sean

Bl = {’Ul,...,’Um},
By ={T(v1),...,T (vm),u1,...,uq},
By ={T%(v1),...,T? (vm), T (u1) ..., T (ug) ,wi,...,w}

Tenemos que:
V =Ker (T%) = Ker (T?) @ [B1],  Ker (T?) =Ker (T) & [By],  Ker (T) = [Bs].
Luego, V = [B1] @ [B2] ® [Bs] y B = B1 U By U Bs es base de V. Reordenando la base B se tiene:
B={T?(v1),T (v1),v1,--,T* (0m), T (m) , Vm, T (1) yus, ..., T (ug) , g, w1, - . . wy}
Observar que Bs C Ker (T'), esto implica:

T3(v1):---:T3(vm):0, Tz(ul):---:TQ(uq):O, T(w)="-=T(w,)=0.
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Luego

01 0
0 0 1
0 0 O
01 0
0 0 1
0 0 O
Ts = 0 1 O
0 0
0 1
0 0

0

Definicién 4.4.13. La matriz [T]g en (4.3) es la forma de Jordan de T, cada submatriz J; es un bloque de
Jordan de T y B es una base de Jordan para T

Observaciéon 4.4.14. Notar que cada bloque de Jordan J de tamano [ corresponde a un ciclo de la base,
que es un conjunto C de la forma

C= {Tl_l(v),Tl_Q(v), .. ,T2(U)7T(U),v} , con T'(v) = 0.

Si escribimos vy = v, vy = T(v), va = T?(v),...,v_1 = T (v) es C = {vj_1,v1_2,...,v2, 01,00} ¥
T(v—1) =0, T(v—2) =v—1, T(v1—3) = vj—4,...,T(v1) = va, T(vg) =v1.
Luego v;_1 estd en el niicleo de T y es el tinico elemento de C que lo verifica.

Observacién 4.4.15. De acuerdo a la proposicién 4.4.8, la cantidad de bloques de [T]3 en (4.3), coincide
con dim V — rango(T") = dim Ker (7).
Corolario 4.4.16. SiT € L(V) y dimV = n, entonces T es nilpotente si y solo si Xp(t) = (—1)"t".

En particular, si T es nilpotente entonces X escinde.

Dem. El reciproco es inmediato a partir del teorema de Cayley-Hamilton. El directo se deduce inme-
diatamente de (4.3), que muestra que [T es triangular superior con ceros en la diagonal principal. O

En los ejemplos siguientes aplicaremos la observacién 4.4.15 para determinar la cantidad de bloques en
la forma de Jordan y la proposicién 4.4.8 para determinar la forma de Jordan.

Ejemplo 4.4.17. Consideremos de nuevo 7' € L(Rq[z]) definida por T'(p(z)) = p'(z) (ejemplo 4.4.5).
Observar que

Ker(T) ={a: a € R}, Ker (T2) ={ax+b: a,be R}, Ker (T3) = Ra[z].

Luego es {0} # Ker(T) € Ker (T?) C Ker (T?) = Ry[z]. Como dim Ker (T') = 1, deducimos que la forma de

Jordan de T tiene un solo bloque y la base de Jordan estd generada por un elemento de Rp[z] \ Ker (7).

Por ejemplo tomando z? obtenemos que B = {T2 (332) , T (m2) , :c2} = {2, 2x, x2} es una base de Jordan
010

paraTy [T]p=(0 0 1

0 00
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Ejemplo 4.4.18. Sea T € L (R4) definida por T(z,y, z,t) = (3y + 2t,0,2t,0), para todo (z,y, z,t) € R4
Observar que T? = 0, luego es {0} # Ker(T) C Ker (T?) = R*. Es Ker(T) = {(,0,2,0) : z,z € R}. Como
dim Ker (T") = 2, sabemos que la forma de Jordan de T tiene dos bloques que podrian ser de tamanos (2, 2)
o (3,1). Al ser T? = 0 deducimos que no hay bloques de tamafio 3; luego la forma de Jordan tiene dos
bloques tienen tamano 2 que estan generados por un par de elementos linealmente independientes u, v tales
que [u,v] N Ker(T') = {0}. Por ejemplo si v = (0,1,0,0) y v = (0,0,0,1), es

B = {T(u),u,T(v),v} = {(3,0,0,0), (0,1,0,0), (2,0,2,0), (0,0,0,1)}, [I]z=

o O O O
o O O
O = O O

0
0
0
0
Y

Ejemplo 4.4.19. Sea T € L (R4) definida por T'(z,y, z,t) = (0,22 + 2¢t,2t,0), para todo
Observar que T' = L 4, siendo

r,y,z,t) € R

—

0000 0000
o0 22 , oo o0 4 .

A=10 0 0 2 = A =100 0 0 = A'=0
0000 0000

Es dim Ker(T") = 2. Luego la forma de Jordan de T tiene dos bloques que como en el ejemplo anterior pueden
ser de tamanos (2,2) o (3,1). Como A es nilpotente de orden 3 deducimos tenemos un bloque de tamafio 3y
otro bloque de tamano 1. El bloque de tamano 1 es generado por un elemento del nticleo de T' y el de tamano
3 corresponde a un ciclo generado por un vector u ¢ Ker (TQ). Por ejemplo v = (0,0,0,1) ¢ Ker (Tz) y
T(u) = (0,2,2,0), T?(u) = (0,4,0,0). Luego alcanza con tomar v € Ker(T) tal que {T%(u),T(u),u,v} sea
LI. Por ejemplo v = (1,0,0,0) lo verifica y obtenemos

B = {T?(),T(u),u,v} = {(0,4,0,0), (0,2,2,0), (0,0,0,1), (1,0,0,0)}, [T]g=

o O O O
o O o
O O = O
o O O O

4.4.2. Caso general

Recordemos que un operador T' € L(V) es diagonalizable si y sélo si existe una base B de V formada
por vectores propios de T'. En ese caso si B = {vy,...,v,}, es

A
T]s = , T(v;) =N, YVi=1,...,n.
An

También vimos que no todo operador es diagonalizable, atin si el polinomio caracteristico escinde. Un ejemplo
de esto son los operadores nilpotentes estudiados en la seccién anterior (ver la proposicién 4.4.6 y el corolario
4.4.16).

Probaremos que si Xp(t) escinde en k, entonces existe una base B de V' tal que

Jl )\1 1
J. 2 :

Jn N1
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Observar que A1, ..., Ay son los valores propios de T'. Cada matriz J; es un bloque de Jordan correspondiente
al valor propio \; (pueden haber varios bloques correspondientes al mismo valor propio). Cuando ordenamos
los bloques que forman [T|z de forma tal que ponemos juntos los bloques correspondientes a los mismos
valores propios y estos los ordenamos en tamanos decrecientes, entonces a [T le llamamos la forma candnica
de Jordan?® de T y decimos que B es una base de Jordan para T.

Ejemplo 4.4.20. Una forma candnica de Jordan de un operador es una matriz del tipo

210
02 1
00 2
2
A= 31
0 3
0 1
00

en el cual omitimos los ceros fuera de los bloques de Jordan de A.
Teorema 4.4.21. Si T € L(V), entonces existe una base de Jordan para T si y solo si X7 escinde en k.

Dem. (=): Sea B una base de Jordan para 7. Entonces

J1 w1
[T = , = € My, (k).

Hi
Luego X (t) = [, det (J; — t1d) =[], (i — )™ escinde en k.

(«<): Supongamos que X7(t) = (—1)™"(t — A\)™ -+ (t — Ap)™, con \; # Aj si i # j.
Como X7 (T) = 0 es p(T) = 0 siendo p(t) = (t — A\)" ... (t — Ap)™ y como \; # \; para i # j, es
med ((t — A\)™, (t — Xj)™) =1 si i # j, luego aplicando el teorema 4.2.13 obtenemos

h
V =P Ker(T — A\ 1d)™.
i=1
Sea W; = Ker(T — \;Id)™. Observar que W; = Ker p;(T), siendo p;(z) = (x — \;)"™ € k[z], luego W; es
un subespacio T-invariante y V = @?:1 W;. En esta situacion, la proposicion 4.1.3 implica que si B; es una
base de W;, entonces B = By U---U By, es una base de V' y la matriz asociada a T  en esa base tiene la forma

Ay
[T)s = , siendo A; = [T|w,]s,, Yi=1,...,h. (4.4)
Ap,

A continuacién veremos como obtener B; en forma adecuada.

2Se prueba que la forma de Jordan es tnica a menos de reordenar los valores propios, lo cual justifica el referirnos a [T]s
como la forma de Jordan de T' (ver la observacién 4.4.24).
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Empezamos observando que (T'|w, — A Idw,)"™ = (T — X\ Id|Wi)ni = (T — X\ Id)" |w, = 0. Luego
Tlw, — \ildw, € L(WW;) es nilpotente. Entonces aplicando el teorema 4.4.12 a T'|w, — \; Idy, deducimos
que existe B; base de W; tal que

Ji 0 1
[Tlw, — Xildw, ], = ] donde J! = L Vi=1,... k.
Ji, 0 1

Observar que T'|w, = T|lw, — Xi Idw, + A Idw,, luego [T‘WJBi =[Tlw, — \i IdWi]Bi + \; I y por lo tanto

A1
Ji A1
Ai = [Tlw,]g, = , donde J; = L Vi=1,... k.
Jy., A1
Ai
Finalmente, si B=B;U---U By, es
Ao 1
Ay J Ao 1
[T = , A= , Ji= : (4.5)
Ay J,i Ao 1
i
paratodoi=1,...,hy j=1,... k. O

Notar que cada bloque de Jordan J corresponde a un subconjunto C de la base B de la forma

C= {(T — AL (), (T — M) 2(v), . .., (T — A1d)%(v), (T — )\Id)(v),v} , con (T — A1d)!(v) = 0.
El conjunto C se dice que es un ciclo de T' correspondiente al valor propio A. Luego B es una base de V' que
es unién disjunta de ciclos.
Observacién 4.4.22. Como en C todo polinomio escinde, del teorema anterior se deduce que en un espacio
vectorial complejo todo operador admite una base de Jordan.

La siguiente proposicion simplifica el hallar la forma de Jordan.

Proposicién 4.4.23. Sea T € L(V) tal que su polinomio caracteristico escinde y B una base de Jordan
para T. Supongamos que

Ay
[T]s = : (4.6)
Ap
y cada bloque A; es de la forma
A1
J1 /\i 1
A; = , Ji= , L=1,...,k, (4.7)
Ji A1
i
siendo A1, ..., Ap los valores propios distintos de T'. Entonces para cada i =1,...,h vale
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= El tamano del bloque A; es la multiplicidad algebraica de ;.

s La cantidad de blogues de Jordan contenidos en A; es la multiplicidad geométrica de ;.
Dem. Sea n = dimV y n; el tamano de A;, para cada i = 1,...,h. Observar que cada matriz A; es
triangular superior con A; en la diagonal principal, luego
R h

Xr(t) = Xipy,(t Ilda i—th) = —t)" = (1" e —r0)™

=1 =1

Como \; # A;j si i # j, deducimos n; = M A()\;), para todo i = 1,..., h. Esto prueba la primer afirmacién.

Sea i € {1,...,h} arbitrario fijo y supongamos que A; tiene la forma dada en (4.7). Luego
~ 0 1
J1 0 1
A — NI = . . J = o Ll=1,... k.
jk 0 1
0

Notar que la cantidad y tamano de bloques de Jordan contenidos en A; coincide con los de la matriz
nilpotente A; — A\;I, luego la tultima parte de la proposicién 4.4.8 implica que la cantidad de bloques de
Jordan contenidos en A; es k = n; — rango(A; — A\ 1).

Por otro lado, si j # i, la matriz A; — \;I es triangular superior con A\; — \; # 0 en la diagonal principal,
luego Aj — NI € My, (k) es invertible y por lo tanto rango(A; — A;I) = n;, para todo j # i. Esto implica

MG(\;) =dimV —rango(T — \; Id) = n — rango ([T']g — Ail) Zn] Zrango(Aj —\il)
7j=1

J#i J#

h
= Z nj — Z rango(A; — A1) + rango(A4; — A1) Z n; — an + rango(A4; — \il)
j=1
n; —rango(A; — \;I) = k.

Esto prueba la segunda afirmacién. O

Observacion 4.4.24. Notar que la proposiciéon anterior muestra que en la forma de Jordan de un operador,
la cantidad de bloques A; y la cantidad de sub-bloques de Jordan de cada A; no depende de la eleccién de
la base de Jordan. También se puede probar que los tamanos de los bloques de Jordan contenidos en A; no
dependen de la base (ver el teorema 5.7.2). Luego la forma de Jordan de un operador es tinica a menos de
reordenar los valores propios.

Ejemplo 4.4.25. Sea T € L (R3) definida por T(z,y,2) = 3z + y — 2z, —x + 5z, —x — y + 4z). Observar

3 1 =2
queT:LAEE(R3),siendoA: -1 0 5
-1 -1 4

Es Xp(t) = Xa(t) = — (t — 3) (t — 2)?, luego los valores propios de T son 2 y 3 y la forma de Jordan

de T tiene un bloque A; de tamafnio 1 correspondiente al valor propio 3 y un bloque As de tamano 2
correspondiente al valor propio 2. Es

1 1 -2
A-2I=| -1 -2 5 | y rango(A—21I)=
-1 -1 2

70



Luego MG (2) = 1. Esto implica Ay tiene un solo bloque de Jordan, luego la forma de Jordan de T es

0 0
J = 2 1
0 2

o O W

Ahora obtendremos una base de Jordan. Sabemos que
R? = Ker (T — 31d) @ Ker (T — 21d)?,

siendo dim Ker (T’ — 31d) = 1 y dim Ker (T — 21d)? = 2.

Como ya conocemos J, sabemos que esta base va a estar formada por un vector propio correspondiente
al valor propio 3 y un ciclo de longitud 2 correspondiente al valor propio 2. Este ciclo va a estar generado
por un vector v € Ker (T — 21d)? \ Ker (T — 21d). Operando obtenemos

Ker (T —31d) = [(-1,2,1)], Ker (T —21Id)* =(1,0,2),(0,1,1)].
Observar que (0,1,1) € Ker (T — 21d)? \ Ker (T — 21d), luego
(T —21d)(0,1,1), (0,1,1)} = {(~1,3,1), (0,1,1)}

es un ciclo como el que estamos buscando y B = {(—1,2,1),(—1,3,1),(0,1,1)} es una base de Jordan para
T tal que [T)p = J.

Ejemplo 4.4.26. Sea T € L(Rz[z]) definida por T (p(z)) = —p(z) — p/(z).

SiC={z%x,1} es

-1 0 0
A=[Tle=| -2 =1 0
0 -1 -1

Luego X7 (t) = — (t + 1) y el tinico valor propio de T' es —1 con MA(—1) = 3. Observar que (T'+1d) (p(z)) =
—p'(z), luego Ker(T+1d) = {a: a € R} y MG(—1) = 1. Esto implica que hay un solo bloque correspondiente
al valor propio —1 y la forma de Jordan de T es

—1 1 0
J = 0 —1 1
0 -1

De acuerdo a la forma de J, deducimos que la base de Jordan es un ciclo de longitud 3 de la forma B =
{(T +1d)?(v), (T +1d)(v), v}, siendo v € Ry[z] \ Ker (T + Id)%. Como (T + Id)? (p(x)) = p"(z), deducimos
que Ker(T 4+ 1d)? = {az+b: a,b € R} y por lo tanto % € Ry[z] \ Ker (T + Id)?. Entonces B = {2, —2x, 2%}
es una base de Jordan para T'. Observar que las matrices A y J estan relacionadas por la formula de cambio
de base A = QJQ !, siendo

0 0 1
Q=clldz=[0 -2 0
2 0 0

Ejemplo 4.4.27. Sea T € L (R?) definida por T (z,y,2) = (2z, —y + 3z, =3y + 5z). Es T = Ly, siendo

2 00
A=10 -1 3
0 -3 5



Luego X7 (t) = — (t — 2)® y 2 es el tinico valor propio de T. Observar que MG(2) = 3 — rango(A — 2I) = 2,
por lo cual T tiene dos bloques de Jordan. Como la suma de los tamanos de los dos bloques tiene que dar
3, deducimos que la forma de Jordan de T es

J=

S O N

10
2 0
0 2
Luego la base de Jordan tiene de la forma B = {(T" — 21d)(u),u,v} siendo u € R?\ Ker(T — 21d) y
v € Ker(T — 21d) tal que {(T — 21d)(u),v} es LI. Operando obtenemos
Ker (T —21d) = [(1,0,0), (0,1, 1)].

El vector u = (0,0,1) € R?\ Ker(T — 21Id) y (T — 21d) (u) = (0,3,3) € Ker (T — 21d). Ahora tenemos
que encontrar un vector en v € Ker(7 — 21d) que no sea colineal con (0, 3,3), por ejemplo v = (1,0,0).
Asi B ={(0,3,3),(0,0,1),(1,0,0)} es una base de Jordan y [T]p = J.

Observacién 4.4.28. Una consecuencia del teorema de existencia de bases de Jordan, es que si el polinomio
caracteristico de un operador T escinde, entonces T se escribe de forma tnica como T'= S + N, donde S es
diagonalizable, IV es nilpotente y So N = N o S. Esta es la descomposicion de Jordan del operador T. La
prueba de este resultado estd guiada en un ejercicio de la lista final.

4.4.3. Forma de Jordan y polinomio minimal

Ahora veremos de relacionar la forma de Jordan con el polinomio minimal.
Proposicion 4.4.29. 1. S

Al
A1
J = e M, (k)
A1
A
Entonces mj(t) = (t — A\)".
2. S
Al
J1 A1
A= e My(k), J; = S € My, (k),
J A1
A
con py > pe > -+ > pr. Entonces ma(t) = (t — \)P?
3. Si
Ay Ji
A= e My(k), A;= € M,,(k), Vi=1,...,h,
Ap Ji.,
A1
Ao 1
Ji= € My (k), Vj=1,... .k,
A1
Ai
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con N #\j siiF#j ypi:pﬁzpéz--'zp};i,pam todoi=1,...,h. Entonces
ma(t) = (t — A)P - (t— )PP

Dem. Las afirmaciones (1) y (2) se deducen de la proposicién 4.4.8 considerando J — A y A — A1,
respectivamente.

(3):EsXa(t) = (—1)"(t —A)™ -+ (t — Ap)™", con A\; # A\jsii # j. Luegoma(t) = (t — Xp)™ -+ (t — Ap)™™,
conl<m; <n;,Vi=1,...,h.

Sea p(t) = (t — )™ -+ (t — Ap)™. Es

p(Ap)

Luego

p(A)=0&p(A)=0,Vi=1,...,h
& ma,(O)|pt), Yi=1,...,h
S (=M E=A)D (= A)™, Vi=1,...,h
Spi<gq, Vi=1,...,h

Entonces ma(t) = (t — AP - (t — A\p)P2. -

Corolario 4.4.30. Si el polinomio caratceristico de un operador escinde, entonces para cada valor propio
A, el exponente de t — A\ en la descomposicion factorial del polinomio minimal coincide con el tamano del
mayor blogue de Jordan correspondiente a . O

Ejemplo 4.4.31. Sea T € L (]R3) del que se sabe que (T —51d)? = 0y T # 51d. Las condiciones anteriores
implican que mz(t) = (t — 5)2, luego X7(t) = —(t — 5)3. Sabemos que la forma de Jordan tiene tamafio 3 y
en la misma solo hay bloques correspondientes al valor propio 5 y de estos el més grande tiene tamano 2.
Luego la forma de Jordan de T es

10
J = 5 0
0 5

S O Ut

Ejemplo 4.4.32. Sea A € My(C) que verifica (A — 5I)? =0, A # 51. Estas condiciones implican m4(t) =
(t—5)2, luego X 4(t) = (t — 5)*. Por la forma del polinomio minimal de A, sabemos que el tamaiio del mayor
bloque de la forma de Jordan de A es 2, luego las posibles formas de Jordan de A son

5 1 0 0 5 1 00
0500 0500
005 1 | 0 050
0 00 5 0 005

Para determinar la forma de Jordan necesitamos algin otro dato. Por ejemplo, si sabemos el rango de A—51,
entonces la forma de Jordan de A es la primera si rango(A — 5I) = 2 y es la segunda si rango(A — 5I) = 1.

73



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Polinomios

En esta seccién k es un cuerpo arbitrario.

Polinomios de Lagrange

Proposicién 5.1.1. Si ci,...,cx elementos distintos de k, entonces existen pi(x),...,pr(x) € k[z] tales
que pi(cj) = 65, Vi, =1,... k.

Dem. Definimos p1(x),. .., pr(z) mediante

)

pile) = [[—2 = @—o) (ezc)@zcw) @za) oy g

PR (ci—c1)  (ci—cic1) (i —civ1) (¢ —cr)
— 0, l#1
Luego pi(c) :Hcl G _ ci—¢i _q 17_& .o =0y, Vi, =1,... k.
P L4 ci—e; 4 b=
O
Los polinomios p1 (), ..., pr(z) obtenidos en la proposicién anterior se llaman los polinomios de Lagrange
asociados a ¢y, ..., Cg.
Proposiciéon 5.1.2. Sean cq,...,c elementos distintos de k y by,...,b. elementos de k. Entonces existe
un polinomio p(x) € k[x] tal que p(c;) =b;, Vi=1,... k.
Dem. Seap(z) = Zle b; pi(z), siendo p1(x), ..., pr(z) los polinomios de Lagrange asociados a ¢y, . . ., cg.
Luego p(¢;) = Zle bi pi(cy) = Ele bidy=0b,Vli=1,...,k. O

Maximo comun divisor

Definicién 5.1.3. Un polinomio p(z) es mdnico si es no nulo y el coeficiente de su término de mayor grado
es 1, es decir si es de la forma p(z) = 2™ + a1 2™+ -+ a1z +ag, conm > 1.

Sean p(z) y q(z) en k[z] no simultdneamente nulos. Recordemos que el maximo comun divisor de p(x) y
q(z) es el tnico polinomio ménico d(x) que verifica d(z)|p(x), d(z)|q(x) y si m(z) € k[z] es tal que m(x)|p(z),
m(x)|q(x), entonces m(z)|d(x). En esta situacién escribimos d(x) = med (p(z), q(x)).

Observar que si p(z) # 0 entonces med (p(z),0) = % p(z), siendo a el coeficiente del término de mayor
grado de p(z).
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En los cursos de secundaria se prueba que si tenemos p(z) y ¢(z) en k[z] con ¢(x) no nulo y gr p(x) >
gr q(z), entonces med (p(x), ¢(z)) = med (¢(z), r(x)), siendo r(z) el resto de dividir p(z) por g(x). Iterando
este proceso obtenemos el algoritmo de Fuclides que permite obtener el maximo comun divisor de dos
polinomios:

) gr ri(x) < gr q(z)
x) +ro(z), grre(x) <grri(z)

(z) :
q(x) = ri(x)ds( (z) ( (
ri(z) = ra(x)ds(z) +r3(x), grra(z) <grra(z) )
ro() = ra(x)da(z) +ra(z), grra(z) <grrs(z) = med (p(2),¢()) = ~rn(z).  (5.1)
Tn—2(2) - Tn—1(z)dp(z) + rp(x), grrp(z) < grrp—1(x)
r-1(z) = rn(2)dny1(2), Tnya(z) =0 J

siendo a el coeficiente del término de mayor grado de r,(x).
Ejemplo 5.1.4. Sean 2% — 2% + 225 +22* + 223 4+ 222 + o+ 1y 2% —2* + 223 + 222 + 2 + 1 en R[z].

28 — 20 +22° 224 + 223 + 222 42+ 1 =
28—t 428+ 2224+ +1 =
B4+ r+1

2—r—2 =

(28 —zt+223 4222+ + 1)@+ 23 + 22 + 2+ 1
(B4 +r+1)(23 -2 -z +3)+2% -2 -2

(22 —2—2)(z+2)+52+5

(5z+5)(3z— 2)

luego med (2% — 2% +22° + 224 + 223 + 222 + v+ 1,20 — 2t + 223 + 222 + o+ 1) =2 + L.

Proposicién 5.1.5. Sean p(x) y q(x) en klz] no simultdineamente nulos. Entonces existen a(x) y b(z) en
k[z] tales que
med (p(2), ¢(2)) = a(x) p(x) + b(z) ¢(x). (5.2)

Dem. Si g(z) = 0 entonces med (p(),0) = 2 p(z), siendo a el coeficiente del término de mayor grado de
p(z). Luego es a(z) = 1 y b(z) = 0.

Supongamos que tenemos p(x) y ¢(z) en k[z] no nulos con gr p(z) > gr ¢(z). Consideremos el algoritmo
de Euclides (5.1). Probaremos por induccién que para todo [ € {1,2,...,n} existen polinomios a;(z) y b;(z)
tales que

ri(x) = ai(x) p(x) + bi(x) g().

Luego la relacién (5.2) se obtiene considerando el caso | = n y dividiendo por el coeficiente del término de
mayor grado de r,(x).

Observar que de la primera ecuacién de (5.1) deducimos r1(z) = d(z) p(z) — q(z), si llamamos a;(x) =
d(z) y bi(x) = —1, es
ri(x) = ar(x) p(x) + bi(x) g(2).

De la segunda ecuacién de (5.1) obtenemos

ra(x) = —dz(2) r1(2) + q(2) = —d2(2) (a1(z) p(x) + b1(z) ¢(2)) + ¢(2)
= (=da(2) a1 (2)) p(x) + (1 = da(z) br()) q().

Si llamamos az(x) = —da(z) a1(z) y ba(x) =1 — da(x) bi(x), es

ra(x) = ag(x) p(x) + ba(x) ().
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Razonando inductivamente, sea h < n y supongamos que para todo | < h es r(z) = a;(z) p(x) + by(z) q(x).
Despejando r,41(x) en (5.1) obtenemos

rhy1(x) = —rp(x) dpga (o) +rp-1(2)

—(an(z) p(x) + by () ¢(x)) dpy1(z) + an—1(x) p(z) + bp—1(z) q(z)

= (—an(z) dps1(z) + an—1()) p(x) + (—bn(x) dpt1(x) + bp—1(z)) ¢(z)
= aps1(x) p(x) + bpyi(z) q(2),

siendo apy1 = —ap(z) dps1(z) + ap—1(x) y bpa1(z) = —bp(x) dpy1(x) + bp—1(x). O

Ejemplo 5.1.6. Sean p(z) = 2® — 2 + 223 + 222 + 2+ 1y q(x) = 23 + 22 + 2 + 1 en R(z]. Aplicando el
algoritmo de Euclides obtenemos

28—t 42234222+ 241 = (@B 4224+ )@ -2 —x+3)+2t -2 -2
Bt+2l+r+1 = (@2—2-2)(x+2)+52+5
?—xz—-2 = (ba+5)(tz—2)

luego med (p(z),q(x)) = = + 1.

Observar que es

pe) = a@)di@)+n(), en@) <o)
q(z) = mri(z)da(z) +r2(z), grra(x) <grri(z)
ri(z) = mra(z)ds(z), r3(z)=0.

Luego despejando ra(z) de las dos primeras ecuaciones obtenemos
ra(x) = —da(x) p(x) + (1 + di(z) da(2)) g(x) (5.3)

siendo ro(z) = 5z + 5, di(z) = 23 — 2% — 2 + 3 y do(x) = = + 2. Si substituimos ro(z), di(z) y da(x) en (5.3)
llegamos a
52 +5=—(x+2)p(x) + (2 + 23 — 322 + = + 7) q(x),

luego z + 1 = —1(z +2) p(z) + £(2* +2° — 322 + 2 + 7) q(z) (verficarlo!).
Proposicién 5.1.7. Sean p(x) y q(x) polinomios no nulos. Entonces se verifica que med (p(x),q(z)) =1 si
y solo si existen a(x) y b(x) en k[z] tales que

a(z) p(z) +b(z) ¢(z) = 1.

Dem. Si mcd (p(z),q(z)) = 1, entonces la proposicién anterior nos prueba que existen a(z) y b(z) en
k[z] tales que a(x) p(z) + b(x) g(x) = 1.

Supongamos que existen polinomios a(x) y b(x) que verifican a(z) p(z) + b(x) g(z) = 1. Si m(z) divide

a p(x) y a gq(x), entonces m(x) divide a a(z)p(z) + b(z)g(x) = 1, luego m(z) € k. Esto prueba que
med (p(z), q(x)) = 1. .
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5.2. Rango por determinantes

En esta seccion el cuerpo k es arbitrario. Recordar que si A es una matriz m X n con coeficientes en k,
entonces la cantidad méxima de columnas linealmente independientes de A coincide con la cantidad maxima
de filas linealmente independientes; a este nimero se le llama el rango de A. El rango de A coincide con la
dimensién de la imagen de la transformacién lineal L4 : k™ — k™; luego en el caso n = m se deduce que el
rango de A es n siy solo si L4 es un isomorfismo si y solo si el determinante de A es no nulo.

Definicién 5.2.1. Sea A € M,,xn(k). Los menores de orden h de A (1 < h < min{m,n}) son los determi-
nantes de las submatrices de A de tamano h x h obtenidas suprimiendo m — h filas y n — h columnas.

12 5 0
Ejemplo 5.2.2. Si A = 36 7 0 € M3y 4(R), entonces A tiene menores de orden 1, 2 y 3. Los
4 8 12 0

menores de orden 1 son simplemente las entradas de A. Los menores de orden 3 se obtienen suprimiendo la
primera, segunda, tercera y cuarta columnas de A:

2 5 0 1 5 0 1 20 1 2 5
6 7 0|=0, 3 7 0|=0, 3 6 0]=0, 3 6 7 |=0
g8 12 0 4 12 0 4 8 0 4 8 12

Los menores de orden 2 se obtienen suprimiendo una fila y dos columnas de A; por ejemplo los menores de
orden 2 que se obtienen eliminando la ultima fila son:

1 2 15 2 5 5 0 2 0 10
R e e e e N R P RN P I
Los menores de orden 2 que se obtienen eliminando la fila del medio son:
1 2 1 5 2 5 5 0 2 0 10
‘4 8’_0’ ’4 12‘__8’ ’8 12‘__16’ ‘12 0’_0’ ’8 0'_0’ ‘4 0‘_0

Los menores de orden 2 que se obtienen eliminando la primer fila son:
3 6| 0 3 7
4 8| 7 4 12

Teorema 5.2.3. Si A € My, «n(k), entonces rango(A) = max{orden de M : M menor no nulo de A}.

6 7
S

7 0
e 40

6 0 30
bol=o |5 ol=o |0 5]=e

Dem. Sean r =rango(A) y | = méx{orden de M : M menor no nulo de A}.

Si A contiene una submatriz cuadrada B de tamafio ¢ X ¢ y ¢ > 7, entonces como todo conjunto de ¢
columnas de A es LD, deducimos que las columnas de B son LD y por lo tanto el determinante de B es
cero. Esto implica que todos los menores de orden ¢, con ¢ > r son nulos y por lo tanto [ < r.

Para probar [ = r alcanza con mostrar que existe un menor no nulo de orden r» de A. Como el rango de
A es r, entonces existen r columnas de A que son LI. Si C es la matriz m X r formada por esas columnas,
entonces el rango de C' es r y por lo tanto existen r filas de C' que son LI. Sea D la submatriz de C' formada
por esas filas. Entonces D es una matriz r X r que tiene r filas LI, por lo cual su determinante es distinto
de cero. Asi D es un menor no nulo de orden r de A. O

Ejemplo 5.2.4. En el ejemplo 5.2.2 obtuvimos que todos los menores de orden 3 son nulos y existe algin
menor de orden 2 no nulo, luego el rango de A es 2.

77



5.3. Matrices elementales

En esta seccion k es un cuerpo cualquiera.

Definicién 5.3.1. Sea A € M, (k). Se llaman operaciones elementales en las filas o columnas de A a las
siguientes:

1. Operacion de tipo I. Intercambiar dos filas o columnas de A.
2. Operacion de tipo II. Multiplicar una fila o columna de A por una constante no nula.
3. Operacion de tipo I1I. Sumarle a una fila o columna un multiplo de otra fila o columna, respectivamente.

Definicion 5.3.2. Se llaman matrices elementales de tipo I, IT o III a las matrices que se obtienen aplicando
las operaciones elementales correspondientes a la matriz identidad.

Es decir que las matrices elementales son las siguientes:

Matrices de tipo I:

1
0 1
1 0
1
Matrices de tipo II:
1
1
p , p#0.
1
1
Matrices de tipo III:
1 1
1 q 1
: o y g€ k
1 q 1
1 1

Observaciéon 5.3.3. Observar que la traspuesta de una matriz elemental, es una matriz elemental del
mismo tipo.

Ejercicio 5.3.4. 1. Probar que las matrices elementales son invertibles y hallar sus inversas.
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2. Probar que realizar una operacién elemental de tipo I, IT o III en las columnas (filas) de una matriz
A, equivale a multiplicar a A por la derecha (izquierda) con una matriz elemental del mismo tipo.

3. Probar que si realizar una operacién elemental en las columnas de A corresponde a multiplicar por la
derecha a A con una cierta matriz elemental E, entonces realizar la misma operacién elemental en las
filas de A corresponde a multiplicar por la izquierda a A con E*.

1 2 3 4 1 0 00
. |15 6 7 8 10 0 1 0 . . :
Ejemplo 5.3.5. Sea A = 91 2 3|V F = 0 1 o o] duese obtiene intercambiando las columnas
4 5 6 7 0 001
2 y 3 en la matriz identidad (matriz de tipo I). Observar que operando obtenemos
1 3 2 4 1 2 3 4
5 7 6 8 9 1 2 3
AE=1g 51 3 BA=15 6 73
4 6 5 7 4 5 6 7

Luego multiplicar la matriz A por la derecha con la matriz E equivale a intercambiar las columnas 2 y 3 de
A, mientras que multiplicar la matriz A por la izquierda con la matriz F equivale a intercambiar las filas 2
y 3 de A.

Aplicacién 5.3.1. Cdlculo del rango de una matriz.

Multiplicar una matriz rectangular (a izquierda o derecha) por una matriz invertible, es una operacién
que no afecta su rango. Luego teniendo en cuenta las partes 1 y 2 del ejercicio 5.3.4, deducimos que realizar
operaciones elementales en las filas o columnas no afecta al rango de la matriz. Esto nos da un método
muy simple para hallar el rango de una matriz, simplemente realizamos operaciones elementales en sus filas
y columnas hasta transformarla en una matriz a la cual sea simple calcular su rango. De hecho mediante
este método se puede transformar cualquier matriz en una matriz diagonal que en la diagonal principal
tenga entradas que son solo 0 y 1, en este caso el rango es la cantidad de unos que aparecen en la diagonal
principal.

-7 4 1
Ejemplo 5.3.6. Sea A= | 4 —2 —2| € M3(R). Para calcular el rango de A, observar que si primero
1 -2 7

le sumamos a la primer columna la segunda multiplicada por 2 y luego a la tercer fila le sumamos la primera
multiplicada por 3, tenemos:

-7 4 1 1 4 1 1 4 1
4 -2 2]=10 -2 -2]=[(0 -2 =2
1 -2 7 -3 -2 7 0 10 10

Luego el rango de A coincide con el rango de la ultima matriz que claramente es 2.

Observacién 5.3.7. Notar que el algoritmo que se emplea habitualmente para hallar la inversa de una
matriz sale de operar con matrices elementales: si AV A = I y Ey,..., E, son matrices elementales, entonces
A"V (AE,---E,) = Ey---E,. Luego si elegimos Ei,...,E, de forma tal que AE;---E, = I, entonces
A=l = E, ... E,. Observar que multiplicar por la derecha por matrices elementales equivale a hacer las
operaciones elementales respectivas en las columnas, y en eso consiste exactamente el algoritmo para hallar
la inversa. De la misma forma, operar con las filas equivale a multiplicar por la izquierda, y por lo tanto
hay que partir de la otra igualdad AA~! = I (y por eso en el algoritmo no se pueden realizar operaciones
elementales con filas y columnas al mismo tiempo). Trabajando esta idea un poco mas se puede probar que
una matriz es invertible si y solo si es producto de matrices elementales.
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5.4. Movimientos rigidos

Como una aplicacién del tema producto interno veremos como clasificar los movimientos del plano y del
espacio. En esta seccién en R? y R? consideramos el producto interno usual.

Proposicién 5.4.1. Toda isometria T de R? es una rotacion si det T = 1 o una simetria azial sidet T = —1.

Dem. Sea T € L (RQ) una isometria, luego es T' = L4, siendo A = (‘é 2) una matriz ortogonal. Al ser
A ortogonal es det A = +1.

Supongamos det A = 1. Sabemos que las columnas de A forman una base ortonormal de R?, luego (b, d)
es ortogonal con (a,c). Como (—c,a) es no nulo y también es ortogonal con (a,c), deducimos que existe
k € R tal que (b,d) = k(—c,a). La condicién det A = 1 junto con 1 = ||(a,c)||?> = a® 4 ¢? implican k = 1,
luego (b,d) = (—c,a). Como a? + ¢ = 1, entonces existe un tinico a € [0,27) tal que a = cosa y ¢ = sen a.

Luego
A (@ —¢) _ (cosa —sena
~\c a) \sena cosa
y por lo tanto T es la rotacién de centro en el origen y angulo a.
Sidet A= —1, es Xp(t) = t? — (a + d)t — 1, luego su discriminante es positivo y por lo tanto tiene dos

raices reales cuyo producto es —1. Como los valores propios de A solo pueden ser +1, deducimos que existe
B = {wy,wy} base ortonormal de R? que verifica

T(wl) = wq, T(wg) = —wsy.
Luego T es la simetria axial de eje el subespacio [w;]. O

Proposicién 5.4.2. Toda isometria T de R? es una rotacion si det T =1 o la composicién de una rotacion
y una sitmetria especular st detT = —1.

Dem. Como el polinomio caracteristico de T" es de grado 3, entonces el teorema de Bolzano implica que
tiene alguna raiz real \. Sea vy un vector propio de T' correspondiente a A y W = [’UQ]L. Es facil de probar
que W es T invariante, luego T'|lw € L(W) y dim W = 2.

Si C = {w1,ws} es una base de W, entonces B = {vg, w1, ws} es una base de R? y

Cmwle= (2 5):

[T]p =

S O
QU O

0
a
c
esto implica det T = A det(T|w).

Como T es una isometria sabemos que A = +1 y det T = +1.

1. SidetT'=1y A =1, es det(T|w) = 1; luego T|w es una rotacién en el plano W y por lo tanto T es
una rotacién en el espacio de eje [vg].

2. SidetT =1y A= —1, es det(T|w) = —1; luego T'|w es una simetria axial de eje [wq] en el plano W
y por lo tanto T" es una simetria axial en el espacio con eje [wi], que es lo mismo que una rotacién de
eje [w1] y dngulo 7.

3. SidetT = -1y A =1, es det(T|w) = —1; luego T'|w es una simetria axial de eje [w1] en el plano
W y por lo tanto T es una simetria especular respecto al subespacio [vg,w1], que es lo mismo que
la composicién de la simetria especular respecto al subespacio [vg,w1] con la identidad (que es una
rotacién de angulo 0 y eje cualquiera).
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4. SidetT = -1y A= —1, es det(T|w) = 1; luego T'|w es una rotacién en el plano W y por lo tanto T’
es una rotacién en el espacio de eje [vg] compuesta con una simetria especular respecto a W. O

Definicion 5.4.3. Un movimiento rigido en un espacio con producto interno V' es una funcion M : V — V
que verifica || M (u) — M (v)|| = ||lu — v]|, Yu,v € V.

Una traslacion es una funcién M,,, : V' — V de la forma M,,,(v) = v+wvp, para todo v € V, donde vg € V
es un vector fijo. Claramente toda traslacion es un movimiento rigido.

Proposicion 5.4.4. Si V es un espacio vectorial real con producto interno, entonces todo movimiento rigido
M en 'V es de la forma M(v) = T(v) + vg donde vy es un vector fijo y T € L(V) es una isometria. Luego
los movimientos rigidos de V' se obtienen componiendo isometrias con traslaciones.

Dem. Sea vy = M(0) y definimos una funcién 7" : V' — V mediante T'(v) = M (v) — v, para todo v € V.
Luego M (v) = T'(v) + vg para todo v € V. Resta ver que T es una isometria, para eso probaremos:

—

N T ()| = ||v||, para todo v € V.

o

|T(uw) — T(v)| = ||u— v]||, para todo u,v € V.
3. (T'(u),T(v)) = (u,v), para todo u,v € V.
4. T(au +v) = aT(u) + T(v), para todo a € R, u,v € V.

Las pruebas de las partes 1 y 2 son inmediatas a partir de la definicién de T'. Para probar la parte 3, observar
que de la igualdad (2.2) se deduce que para todo u,v € V vale

1
= oll* = flull* + floll* = 2(w,0) = (w,0) = 5 {llull* + oll* = [lu—o]*}-

Luego de esta relacién y las partes 1 y 2 se deduce 3.

|1T(au +v) = (aT )" = (T(au+v) = Tw)) =~ aT(w)|[
= ||IT(au + v) = T(W)|]* + a7 (w)||* = 2(T (au + v) = T(v),aT ()
= |IT(au + v) = T()|* + | T(W)||* — 2a((T(au + v), T(w)) — (T(v), T(u)))

= |l(au + v) — v||* + a?||ul|* — 2a({au + v,u) — (v,u)) = 0.

Luego || T (au +v) — (aT'(u) + T(v )H = 0 y esto equivale a la afirmacién en 4. O

Corolario 5.4.5. Todo movimiento rigido del plano es una traslacion, una rotacion, una simetria azxial o
una antitraslacion.

Dem. Por la proposicién 5.4.1 sabemos que las isometrias del plano son rotaciones con centros en el
origen o simetrias axiales con ejes que pasan por el origen. Luego los movimientos rigidos del plano se
obtienen componiendo traslaciones con esas rotaciones o simetrias axiales. La descripcién final se obtiene
observando que la composicién de una rotacién con una traslacién da otra rotacién con centro trasladado (a
menos que la rotacién sea la identidad, en cuyo caso da una traslacién) y la composicién de una traslacién
con una simetria axial da una simetria axial si el vector de traslacion es ortogonal al eje de la simetria axial
o una antitraslacién en caso contrario. O

Observacién 5.4.6. En forma andloga, utilizando la proposicién 5.4.2 se clasifican todos los movimientos
rigidos del espacio.
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5.5. Matrices simétricas reales

En esta seccién el cuerpo de base es R.

Valores propios de matrices simétricas reales

El siguiente resultado permite probar el teorema 2.2.29 sin hacer referencia a los niimeros complejos.
Teorema 5.5.1. Si A € M,(R) es simétrica, entonces A tiene algin valor propio real.

Dem. Sea (, ) el producto interno usual (escalar) de R™. Definimos f : R” — R mediante f(z) = (z, Az),
para todo x € R™. Observar que f es una funcién polinomial (es una forma cuadrética), luego es una funcién
diferenciable y por lo tanto continua.

Sea S ={z € R": ||z|| =1}. Como S es compacto y f es continua, entonces el teorema de Weierstrass
nos dice que existe v en S tal que f(v) < f(z), para todo = en S. Notar que al ser ||v]| =1 se tiene v # 0.

Sea w un vector arbitrario de R™ tal que w L v y ||w| = 1. Definimos o : R — R™ mediante

a(t) = (cost)v + (sent)w, vVt € R.

Observar que al ser ||v]| = ||w|| =1y v L w, el teorema de Pitdgoras implica ||a(t)|? = cos®t + sen®t = 1,
luego a(t) € Sy por lo tanto f(v) < f(a(t)), para todo ¢ en R.

Sea f = foa : R — R. Por lo anterior es 5(0) < f(t), para todo t en R; esto nos dice que [ tiene
un minimo absoluto en 0 y como S es derivable, deducimos 3(0) = 0. Para calcular 5'(0) empezamos
observando que vale o/(t) = —(sent)v 4+ (cost)w y por lo tanto a(0) = v y o/(0) = w. Por otro lado es
B(t) = (a(t), Aa(t)), luego f'(t) = (/(t), Aa(t)) + (a(t), Ad/(t)). Sustituyendo ¢ por 0 y usando que A es
simétrica obtenemos

0= 5'(0) = (w, Av) + (v, Aw) = (w, Av) + (Av,w) = 2(w, Av).

Luego Awv es ortogonal con w, para todo w en R™ tal que w L v y ||w|| = 1. Pero es facil de probar que esto

implica que Av es ortogonal con w, para todo w en R™ tal que w L v. Esto implica Av € ([’U]J‘)L =[v]y
por lo tanto existe A en R tal que Av = Awv. O

Matrices simétricas reales congruentes

Recordar que en la seccién 3.2 definimos que dos matrices A y B en M,(R) son congruentes si existe
una matriz invertible Q en M, (k) tal que A = Q' BQ.

Proposicién 5.5.2 (Ley de inercia de Sylvester para matrices). Si A es una matriz simétrica real, entonces
el nidmero de entradas positivas, negativas y nulas de una matriz diagonal congruente con A es independiente
de la matriz diagonal.

Dem. Sea ¢ € Bilg (R") definida por ¢(u,v) = u! Av. Si D es una matriz diagonal congruente con A,
entonces existe B base de R" tal que Mg(¢) = D. Luego la Ley de inercia de Sylvester nos dice que el
numero de entradas positivas, negativas y nulas de D depende solo de ¢ (por lo tanto de A) y node D. [

Definicién 5.5.3. Sea A € M, (R) simétrica y D una matriz diagonal congruente con A. Definimos el indice
de A como el numero de entradas diagonales positivas de D y la signatura de A como la diferencia entre el
numero de entradas diagonales positivas y el de entradas diagonales negativas de D. La Ley de Inercia de
Sylvester para matrices nos garantiza que esta definicién no depende de la matriz diagonal D.

Observar que el indice y la signatura de A coinciden con el indice y la signatura de 54 € Bilg (R™)

definida por 84(u,v) = u' Av. La signatura, el indice y el rango son los invariantes de la matriz simétrica
A.
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Observacion 5.5.4. De la Ley de Inercia de Sylvester para matrices se deduce inmediatamente que si dos
matrices simétricas son congruentes, entonces tienen los mismos invariantes.

Observacion 5.5.5. Es un ejercicio del practico 6 el probar que si V' un R-espacio vectorial de dimensién
finita y ¢ € Bilg(V), entonces existe una base yp-ortonormal de V.

Ejemplo 5.5.6. Sea ¢ € Bilg (V), V = R2, tal que ®(z,y) = 22 — 32, 2,5 € R. Es facil de pobar que
{(2,1),(1,2)} es una base p-ortogonal de R?, luego { (%, %) , (%, %) } es una base @-ortonormal de R?

(otra base p-ortonormal es la canénica).
Teorema 5.5.7. Si A es una matriz simétrica real, entonces A es congruente con una unica matriz diagonal

D de la forma
1

0

Dem. Sea 84 € Bilg (R") definida por B4(u,v) = u' Av y B una base 4-ortonormal de R". Si D =
Mp(5a), entonces podemos considerar B ordenada de forma tal que D tiene la forma (5.4). Si C es la base
canénica de R™, entonces es A = Mc(84) y D = Q' AQ, siendo Q = ¢[id |5. Esto prueba la existencia de la
matriz D.

Para probar la unicidad, si la matriz A es congruente con D y con D, siendo D y D matrices diagonales
de la forma (5.4), entonces D y D son congruentes entre si y luego tienen los mismos invariantes. Como el
indice de una matriz de esta forma es la cantidad de entradas diagonales que valen 1 y la signatura es la
diferencia entre la cantidad de entradas diagonales que valen 1 y la de entradas diagonales que valen —1,
resulta que D y D tienen la misma cantidad de entradas diagonales que valen 1 y la misma cantidad de
entradas diagonales que valen —1, luego D = D. O

Corolario 5.5.8. Dos matrices simétricas reales son congruentes si y solo si tienen los mismos invariantes.

Dem. Ya sabemos que si dos matrices simétricas reales son congruentes, entonces tienen los mismos
invariantes. Para probar el reciproco, si A y B son matrices simétricas, entonces sabemos que A es congruente
con una Unica matriz diagonal D4 de forma (5.4) y B es congruente con una unica matriz diagonal Dp
de forma (5.4). Como la cantidad de entradas diagonales que valen 1 y la cantidad de entradas diagonales
que valen —1 en D4 v Dp depende solo de los invariantes de A y de B respectivamente y estos coinciden,
entonces D4 = Dp. Luego A y B son congruentes entre si. O

5.6. Superficies cuadricas
Definicién 5.6.1. Una cuddrica o superficie cuddrica es un subconjunto de R? de la forma
S={(z,y,2) eR*: az® +by* +cz* +day+exz+ fyz+gx+hy+iz+j=0},

siendo a, ..., j nimeros reales tales que a, ..., f son no todos nulos.
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Ejemplo 5.6.2. Ejemplos de cuadricas.
1. Esfera: z° +y?> + 22 = 1.
2. Cono circular: % +1y? — 22 = 0.
3. Paraboloide: z = x2 + 1.
4. Dos planos secantes: 2> +2xy+y*> — 22 =0 < (v+y+2)(z+y—2)=0.
Observar que toda cuadrica se puede describir de la forma siguiente
S={(z,y,2) ER®: an12® +any’ +as32* + 2a107y + 2a1302 + 2a03yz + b+ boy + bz +c =0},

ailr a2 ai3
siendo A = ai2 a9 a93 S Mg(R) , A 7& 0y b1,bo,b3,c €R.

a1z a3 as3

Veamos otras formas de describir S. Si consideramos la forma cuadréitica ® : R — R y la funcional
a : R? — R definidas por

b(x,y,2) :a11x2+a22y2+a33z2+2a12xy+2a13xz+2a23yz, a(z,y,z) =brx+byy + b3 z.

entonces
S={XeR: ®X)+a(X)+c=0}.
X b1
Observar que si ¢ es la forma bilineal simétrica asociada a ® y escribimos X = y |y B = ba |,
z b3
entonces

D(X)=X'AX, (X,Y)=X'AY, o(X)=X'B, VXcR.
Si {, ) es el producto interno usual (escalar) de R3, las férmulas anteriores se escriben
P(X)=(X,AX), @(X,Y)=(X,AY)=(AX)Y), o(X)=(X,B), VXeR’

Definicion 5.6.3. Una cuddrica S se dice no degenerada si lo es la forma cuadratica asociada @, es decir
si det A # 0. Decimos que Xo € R3 es un centro de S si verifica 24 Xy + B = 0.

Notar que si S es no degenerada, entonces tiene un tnico centro Xy = —%Ail B. En caso contrario S
puede tener infinitos centros o no tener ninguno (ver el ejemplo 5.6.5).

Proposicion 5.6.4. Supongamos que una cuddrica S admite un centro Xg. Si un punto estd en S, entonces
su simétrico respecto a Xg también.

Dem. Supongamos que X7 € S, luego X verifica

@(X1)+(X(X1)+C:0. (5.5)
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Observar que si X es el simétrico de X7 respecto a X, entonces Xy = %(Xl + X2), luego Xo = 2Xy — X;.
Calculando obtenemos

B(Xo) + a(Xs) + ¢ = B(2Xy — X1) + a(2Xo — X1) + ¢
=49(Xo) — 4p(Xo, X1) + O(X1) + 20(Xp) — a(X1) + ¢
=4P(Xy) — 4o(Xo, X1) + 2a(Xp) — 2a(X7) (usando (5.5))

= 2(26(Xo, Xo) — 20(Xo, X1) + a(Xo - X))

2(@(2X0, Xo — X1) + a(Xo — Xl))

2(<2AX0, Xo — X1) + (B, Xo — X1>)
2(2AXo + B, Xo — X1) = 2(0, Xo — X1) = 0.

Luego ®(X2) + a(X2) + ¢ =0y por lo tanto X, € S. O

Ejemplo 5.6.5 (Ejemplos de superficies cuadricas).
Cuadricas con centro.
1. Hiperboloide de una hoja: "Z—; + v é =1.
2. Hiperboloide de dos hojas: z—; - % — % =1.
3. Elipsoide: % + Uy + 2 = 1
. Elipsoide: %5 + iz + % = 1.
4. C’ono:z—;+z—j—‘z—§:0.

Cuadricas sin centro.

N

L. Paraboloide eliptico: z = 75 + Z—;.

2

2. Paraboloide hiperbdlico: z = 75 — z—z.

3. Clilindro parabdlico: z = z—z

Cuadricas con un eje de centros.

1. Clilindro eliptico: g—i + %—; =1

2. Cilindro hiperbolico: i—z — %—; =1.

3. Dos planos secantes: i—j — z—j =0 (§- % =0y 2+ % =0).

4. Una recta (doble): %2 + 5

=0 (z=0ey=0).

Cuadricas con un plano de centros.
2

1. Dos planos paralelos: i—g =1 (x=ayz=—a).

2. Un plano (doble): "Z,'%; =0 (z=0).
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Estas son las llamadas ecuaciones reducidas de las cuadricas.

Observacion 5.6.6. La ecuacién de una cuadrica puede dar lugar a un punto o al conjunto vacio:

2 2 2 2 2 2
x y z x Y z
—+=5+—5=0 —+ =5+ =5=-1
a2 b2 2 ’ a2 b2 2
Teorema 5.6.7. Si una cuddrica S no es el conjunto vacio ni estd formada por un solo punto, entonces
coincide con una de las descritas en el ejemplo 5.6.5, a menos de trasladar, rotar o intercambiar los ejes de

coordenadas o stmetrizar respecto a un plano coordenado.

Dem. Sea 8 ={X € R*: ®(X)+ a(X) 4 ¢ =0}, siendo ®(X) = (X,AX) y a(X) = (X, B).
Como A es una matriz simétrica real, entonces existe Q € M3(R) matriz ortogonal tal que QA Q = D,
siendo

A 0 0
D= 0 X 0 |eMsR).
0 0 A

Observar que A1, A2 y A3 son los valores propios de A y det(A) = A; A2 As.

Empezamos el estudio discutiendo segin det(A) es o no cero.

Caso 1: det(A) # 0. La matriz A es invertible, luego S tiene un tnico centro Xy € R3. Realizamos el
cambio de variable X = X + X (traslacién de ejes), luego

(X + Xo) + a(X + Xo) +¢

(X) +2¢(X, Xo) + ®(Xo) + (X) + a(Xo) + ¢

(X) 4 20(X, Xo) + a(X) + ®(Xo) + a(Xp) + ¢

(X) + @&Axﬁ+<KB>+MX@+aum+c

O(X)+a(X)+c=

(X}+Qi2AX@+B>+®@my+MX@+c
(X) +d,

P
d
d
¢
¢

siendo d = ®(Xp) + a(X) + ¢. Entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas X es
S: ®(X)+d=0.

Realizamos el cambio de variable X = Q X. Como Q es una matriz ortogonal, esto corresponde a realizar
un giro de ejes si det(Q) = 1 o un giro de ejes seguido de una simetria especular si det(Q) = —1 (ver la
proposicién 5.4.2). Es

z
PX)=d(QX)=(QX)AQX =X'QAQX =X'DX = N>+ i +X12% X=| 4
z
Entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas &, § y 2 es
S: M+ NP+ X322 +d=0. (5.6)

Consideremos primero el caso en el cual d = 0.
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1. Si A1, A2 v A3 tienen el mismo signo, entonces S es un punto.

2. Si A1, A2 y A3 no tienen el mismo signo, entonces S es un cono.

Consideremos ahora el caso en que d # 0. A menos de intercambiar &, § y 2 tenemos los casos siguientes:
1. Si A1, A2, A3 y d tienen el mismo signo, entonces S es el conjunto vacio.

2. Si A1, A9, A3 tienen el mismo signo y este signo es distinto del signo de d, entonces S es un elipsoide.
3. Sisg A1 =sg A2 # sg A3 = sg d, entonces S es un hiperboloide de una hoja.

4. Sisg A1 =sg Ao # sg A3 # sg d, entonces S es un hiperboloide de dos hojas.

Caso 2: det(4) = 0. Realizamos primero el cambio de variable X = Q X.

q>(Q5<) +a(QX'> +c:)?tD)?+<QX,B>+C:XtDX+<X,QtB>+c.

T 51 b1

Seen X=| g |y | B | =Q" | b2 |.Entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas &, § y 2
z B3 b3

es

S: M+ NP+ 414 P+ B3Ei+c=0.

Observar que como A # 0, entonces no puede ser A} = Ay = A3 = 0; luego a menos de intercambiar los
ejes tenemos dos posibilidades: Ay Z0, Ao = A3 =0y A1 #0, Ao #0, A3 =0.

Caso 2.1: \{ #0, Ao = A3 =0. Es

S: ME*+ 1+ Paf+P3Z+c=0.

Caso 2.1.1: 5 =3 =0. Es:
S: ME+pii+e=0.

Sea A = 2 — 4 \; c. Tenemos las siguientes posibilidades:

1. Si A <0, entonces S es el conjunto vacio.

: ca_ =BIEVA s —Bi—VA
2. Si A > 0, entonces S son dos planos paralelos: T = %T y I = ’%T
3. Si A =0, entonces S es un plano (doble): = ;—fi
=1
Caso 2.1.2: 2 #0 o 3 # 0. Realizamos el cambio de variable ¢ § =ay — b2 y obtenemos
Z=by+aZz

I
e

S: M@+ fia+ (BratB3b) g+ (Bsa—Pab) 2 +c
Elegimos a y b tales que

Bga— Pab=0
a2+ =1
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Observar que a y b se obtienen intersectando la circunferencia x? 4+ y? = 1 con la recta B3z — oy = 0. Esto
asegura la existencia de a y b; ademds implica que existe w € [0, 27| tal que a = cosw y b = senw, luego
el cambio de coordenadas representa un giro de ejes alrededor del eje OZ. Para estos valores de a y b la
ecuacion de S respecto a las coordenadas Z, § y 2 queda

S: M@+ p1i+yG+c=0, convy=pra+f3b.

Observar que las rectas de ecuacién Box + B3y =0y B3 — P2y = 0 son perpendiculares y se cortan en el
origen, luego v = f2a + B3b # 0 y podemos despejar 4 en la ecuacién anterior para obtener

)\ _ _
Mg, Thy Ty

S: g=
"Y Y y

luego S es un cilindro parabdlico.
Caso 2.2: \{ #0, Ao #0y A\3=0. Es

St MB+ NP+ BT+ Pg+B3i+c=0.

Si hacemos la traslacién de ejes

S _ A B

r =2 72/3)‘1
U=9—3% -
F=3

entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas &, § y 2 queda
S: M2+ NP+ B32+n=0, (5.7)
siendo n =c¢ — % — %.
Caso 2.2.1: B3=0. EsS: M &2+ X9?+n=0
1. Si n = 0, entonces tenemos dos posibilidades:
a) Sisg A\ =sg Ao, entonces S es la recta (doble) 2 =0y g = 0.
b) Sisg A1 # sg Ao, entonces S son dos planos secantes y = \/;21:2‘ ey = —\/%:i.
2. Si n # 0 entonces tenemos tres posibilidades:

a) Sisg A\ =sg A2 = sg 7, entonces S es el conjunto vacio.
b) Sisg A1 =sg A2 # sg 7, entonces S es un cilindro eliptico.

c) Sisg A\ # sg Ao, entonces S es un cilindro hiperbdlico.

Caso 2.2.2: B3 #0. EsS: M a2+ 92> +B32+n=0.
1. Sisg A\ = sg A2, entonces S es un paraboloide eliptico.

2. Sisg A1 # sg Ag, entonces S es un paraboloide hiperbdlico.

Esto concluye la clasificacién de las superficies cuadricas. O
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Resumen.

Sea §: ®(X)+ a(X) +c, siendo ®(X) = X'AX, o(X) = B'X. Sean A1, Ay y A3 los valores propios de
A. Sean D matriz diagonal y () matriz ortogonal tales que D = Q'AQ.

» Caso det(A) # 0. Sea X la solucién de 2AX + B=0y d = ®(Xp) + a(Xo) + c.

Cambio de variables X = QX +Xo = S: M2+ P+ X322 4+d=0.

e d=0.
o A1, A2 v A3 tienen el mismo signo, & es un punto.
o A1, A2 y Az tienen distinto signo, S es un cono.

e d#0.

o A1, A2 ¥ As tienen el mismo signo y coincide con el de d, S es el conjunto vacio.
0 A1, A2 v Az tienen el mismo signo y es distinto del signo de d, S es un elipsoide.
0 8g A1 =g Ao £ 8g A3 =sg d, S es un hiperboloide de una hoja.
0 8g A1 =g Ao # sg A3 # sg d, S es un hiperboloide de dos hojas.

» Caso det(A) = 0. Sea 8 = Q'B.

Cambio de variables X = QX = S: MZ2+ M2+ X322+ 812+ Lo+ B3z +c=0.

e A\ £0, Ay =A3=0.
o By #00 B3 #0,S es un cilindro parabdlico.
o B2 = B3 =0.Sea A =B —4\c.
o A <0, S es el conjunto vacio.
o A >0, S son dos planos paralelos.
o A =0, S es un plano (doble).
e N\ #0, A2 #£0, A3 =0.
o B3=0. Sean:c—%—%.
o n=0.
% 8g A1 = sg A2, S es una recta (doble).
% 8¢ A1 7 sg A9, S son dos planos secantes.
o n#0.
* sg A1 =sg Ag =sgn, S es el conjunto vacio.
% 8g A1 =s8g Ao #Zsg n, S es un cilindro eliptico.
% 8g A1 # sg A2, § es un cilindro hiperbdlico.
o PB3# 0.

o 8g A1 = sg Ag, S es un paraboloide eliptico.
© sg A1 = sg A2, S es un paraboloide hiperbdlico.
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2 0 1
Ejemplo 5.6.8. Sea S: 222 +y% —22+2x2+40—4y+22+3=0.EsA= [0 1 0 | ydet(4)=-3.
1 0 -1
Calculando obtenemos Xy = (—1,2,0) y d = —3. Como A es simétrica real, sabemos por el corolario 3.5.14
que los signos de sus valores propios coinciden con los signos de las entradas diagonales de cualquier matriz
diagonal congruente con A. Luego para saber el signo de sus valores propios podemos aplicar el algoritmo
de la seccién 5.3. Observar que no necesitamos obtener la matriz de congruencia, asi que el algoritmo es mas
simple y solo debemos realizar las operaciones elementales en las filas y columnas de A. En nuestro caso
obtenemos

2 0 1 1 0 O 1 0 O 1 0 0
A=101 0 |~f0 2 1 |~]0 -1 1] ~[0 -1 0
1 0 -1 01 -1 0 1 2 0 0 3

Luego hay dos valores propios positivos y uno negativo, como el signo de d es negativo, deducimos que S es
un hiperboloide de una hoja.

Observar que en este caso podemos hallar explicitamente los valores propios, estos son 1, % y 1,7%/@’
luego aplicando (5.6) tenemos que la ecuacién reducida de S es
1 14+ V13 V13 -1
S () o (Y 2o
3 6 6
1 0 -1
Ejemplo 5.6.9. Sea S: 22 +4y?> + 22— 222 - 22 +22=0.Es A= | 0 4 0 | ydet(A) =0. Luego
-1 0 1
uno de los valores propios es cero y calculando el polinomio caracteristico de A obtenemos los otros valores
propios. En este caso es X4(t) = —t(2 —t)(4 — t) y los valores propios son 0, 2 y 4. Luego hallamos una

base de vecores propios correspondientes, por ejemplo {(1,0,1), (1,0.—1), (0,1,0)} y la normalizamos para
obtener la matriz Q:

., A=Q'DQ.

S
— OE‘»—‘

V2 V2

Calculando 3 = Q'B obtenemos 3 = (0, —2v/2, O), luego B3 = 0. Calculando n = ¢ — % — % obtenemos
n = —1. Luego de (5.7) deducimos que la ecuacién reducida de S es

42% + 297 = 1.
Esto nos dice que S es un cilindro eliptico.

Las siguiente figuras fueron tomadas de la revista digital costarricense “Matemética”, ver http://www.tec-
digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/ SUPERIOR /index.htm.
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Figura 5.1: Hiperboloide de una hoja y de dos hojas.

Figura 5.2: Elipsoide y cono.

Figura 5.3: Paraboloide eliptico e hiperbdlico.
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5.7. Un algoritmo para la forma de Jordan
La proposicién 4.4.23 nos permite calcular la forma de Jordan en casos de dimension baja. En lo que
sigue veremos cémo obtener la forma de Jordan en el caso general y también probaremos su unicidad.

Lema 5.7.1. S¢

A= € My(k), Ji= € My, (k), Vi=1,...,k (5.8)
Ty 0 1
0

siendo p = p1 > pa > -+ > pg, entonces la cantidad de blogues de Jordan de tamarnio r contenidos en A es
ly — lyy1, siendo [, = rango (A”"_l) —rango (A"), r=1,2....

Dem. Recordar que en la primera parte de la proposicién 4.4.8 probamos que si J es un bloque de
Jordan de tamano j con ceros en su diagonal principal, entonces

rango(J) = j — 1, rango (JQ) =j—2, ..., rango (ijl) =1, rango (Jj) =0.
En particular rango (J;") = 0, para todo m > j. Para cada r = 1,2,..., sea m, la cantidad de bloques de
Jordan de tamano r contenidos en A. Observar que m, = 0si j ¢ {p1,...,px}. Como paracada j=1,...,p

hay m; bloques de tamano j y cada bloque de tamano j tiene rango j — 1, es

rango(A4) = Z rango(.J;) = mg +2mg +3my + -+ (p — 2)mp—1 + (p — 1)my,.
i=1

Notar que la suma empieza en meo porque los bloques de tamano 1 son nulos. Observar que vale:
JT
A" = e M,(k), Vr=0,1,.... (5.9)
Ji

Considerando (5.9) con r = 2, cada bloque .J? de tamaifio j tiene rango j — 2, luego
k
rango (A%) = Z rango (J7) = mg + 2my + 3ms + - + (p — 3)mp—1 + (p — 2)my,.
i=1

La suma empieza en mg porque los bloques de tamano 2 al elevar al cuadrado son nulos. Asi seguimos
obteniendo

rango(A) =mo +2mg +3ma+ -+ (p — 2)mp—1 + (p — 1)my,
rango (A%) = mg + 2ma + 3ms + - + (p — 3)mp—_1 + (p — 2)my,
rango (A3) =mg+2ms+3meg+ -+ (p—4mp_1 + (p — 3)my,
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Notar que vale
my + 2ma + 3mg +4dmy + -+ - + (p — 1)my_1 + pmy, = n = rango(I) = rango(A°).
Luego l, =0sir>py

l, = rango (Ap_l) — rango (A?) = my,
lp—1 = rango (AP*Q) — rango (qu) =my + my_1,

lp—2 = rango (Ap_?’) — rango (AP_Q) =myp+ mp_1 +my_g,

l3 = rango (AQ) — rango (A?’) =mp+mp_1+mp_o+--+ms3,
lo = rango (Al) — rango (AQ) =my +Mmp_1 +mp_2+ -+ mz+ma,
[y = rango (AO) — rango (Al) =mp+Mmy_1 +mp_2+ -+ m3+ma+my.

Finalmente, restando miembro a miembro las ecuaciones anteriores obtenemos m, = [, — [,41, para todo

r=1,2,.... O
El siguiente teorema da un algoritmo para hallar la forma de Jordan.

Teorema 5.7.2. Sea T' € L(V) tal que su polinomio caracteristico escinde y B una base de Jordan para T
Supongamos que

Ay
7] = , (5.10)
Ap
y cada bloque A; es de la forma
A1
J1 A1
A; = , J= , l=1,...,k, (5.11)
Ji A1
siendo A1, ..., los valores propios distintos de T'. Entonces para cada i =1,...,h vale

= El tamano del bloque A; es la multiplicidad algebraica de ;.
= La cantidad de bloques de Jordan contenidos en A; es la multiplicidad geométrica de ;.

s La cantidad de bloques de Jordan de tamano v contenidos en A; es . — 41, siendo
I, = rango(T — \; Id)" ™! — rango(T — \; 1d)", r = 1,2....

Dem. Sea n = dimV. Observar que las dos primeras afirmaciones ya las probamos en la proposicion
4.4.23, luego solo resta probar la tercera. Recordar que la cantidad de bloques de Jordan de tamano r
contenidos en A; coincide con la de A; — \;I. Por el lema anterior, si llamamos m,. a la cantidad de bloques
de Jordan de tamano r contenidos en A; — A\;I, es m, =1, — l,+1, siendo
I, = rango(A; — A\;1d)"~! — rango(A4; — \; 1d)".

93



De (5.10) deducimos

(A — NI
(T —NI)"]g = , VYr=1,2,....
(Ap, — NI)"
Luego rango ((T' — N\;I)") = Z?Zl rango ((A; — \I)"), paratodor = 1,2,.... Observar que si j # ¢, entonces

Aj — NI € My, (k) es invertible y por lo tanto (A; — \I)" € M, (k) es invertible para todo r, luego
rango ((A; — \I)") = n;, para todo r y todo j # i. Esto implica

M>

rango (T — NI)" rango ((A; — NI)") = an +rango ((A; — NI)"), Yr=1,2,....

J=1 JFi

Operando obtenemos

rango (T — A I)" ') — rango (T — A\ I)") =

Z n; + rango ((4; — )\l-I)T_l) - an + rango ((A; — \I)")
J#i J#i
= rango ((4; — NI)"™1) — rango ((4; — NI)") = 1.

Esto prueba la tercer afirmacién del teorema. O

Observacién 5.7.3. El teorema anterior prueba que la forma de Jordan de T no depende de la eleccion de
la base de Jordan. Es decir, si ordenamos los bloques de Jordan correspondientes al mismo valor propio en
tamanos decrecientes, entonces la forma de Jordan de T es nica a menos de reordenar los bloques A;.

Ejemplo 5.7.4. Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon 8 y T' € L(V') del cual se sabe
Xr(t) = (t —2)®, rango(T —2Id) =4, rango(T —2Id)* =2, rango(T —2Id)% =

Veamos que con esos datos podemos determinar su forma de Jordan .J. Por la forma del polinomio carac-
teristico sabemos que J estd formada solo por bloques de Jordan correspondientes al valor propio 2. La
cantidad de bloques de J es MG(2) = 8 — 4 = 4. Para saber sus tamanos aplicamos el teorema 5.7.2:

Il = MG(2) =4, Iy =rango(T—21d)—rango(T—21d)? =2, I3 = rango(T—21d)?—rango(T —21d)3 =

Luego la cantidad de bloques de tamafio 1 es [{ — o = 2 y la cantidad de bloques de tamano 2 es I — I3 = 1.
Sabemos que J tiene 4 bloques y que de los cuales hay dos bloques de tamano 1 y un bloque de tamarfio 2,
luego el que resta solo puede ser un bloque de Jordan de tamano 4 y por lo tanto

21000000
02100000
00210000
J—00020000
10000 2100
000 O0O0Z2°O00O0
00 0O0O0O0OZ20
000 0O0O0O0 2

Definicién 5.7.5. Si A € M, (k) y Xa(t) = Xz, (t) € k[t] escinde, definimos la forma de Jordan de A como
lade La € L (k™).
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Observar que si J es la forma de Jordan de A y B = {v1,...,v,} es la base de Jordan para L4
correspondiente, entonces es

A=QIQ™Y, Q=1[v] - |ul.

Ejemplo 5.7.6. Sea

2 —1 01
0 3 -1 0

A= 0 1 10 S M4(R)
0 -1 0 3

Es Xa(t) = (t — 2)3(t — 3), luego
J= ( = 5 ) Ay € M3(R).

Para el valor propio 2, es MG(2) = 4 — rango(A — 2I) = 2. Luego A; tiene dos bloques y como A; € M3(R)
esto determina A;. Entonces la forma de Jordan de A es

S O O N
S O N
SN OO
w o o O

Para hallar la matriz de semejanza () tenemos que hallar la base de Jordan correspondiente. Observar que
esta base es de la forma

B={(A-2I)v,v,u,w},
siendo {(A — 2I) v, u} una base de Ker (L4 — 2id ), Ker (L4 — 2id )* = Ker (L4 — 2id )@ [v] y {w} una base
de Ker (L — 3id).
Operando obtenemos

0 -1 0 1 0 -2 1 1 -1 -1 0 1
o 1 -10 > |0 000 e 0 0 -1 0
A-20= 0 1 -1 0 , (A-2D)" = 0 000 , A-3I= 0 1 -2 0
0 -1 0 1 0 -2 1 1 0 -1 00

Luego

Ker(Lg —2id) = {(z,y,2,t) : y=2z=1t}=][(1,0,0,0),(0,1,1,1)],
Ker (L —2id)* = {(z,y,2,t): —2y+2z+t=0} =[(1,0,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,—1)],
Ker (La —3id) ={(z,y,2,t): x=tyy=2=0}=][(1,0,0,1)].

Observar que v = (0,1,0,2) € Ker (La — 2id)?\ Ker (L4 — 2id ), luego
Ker (L —2id)? = Ker (La —2id)?* & [v].

Entonces sabemos que (L4 —2id) (v) = (1,1,1,1) € Ker (L4 — 2id). Observar que si v = (1,0,0,0), el
conjunto

{(La—2id) (W), u} = {(1,1,1,1),(1,0,0,0)} € Ker (L4 — 2id )

y es LI, luego es base de Ker (L4 —2id). Si tomamos w = (1,0,0,1) € Ker (L4 — 3id ), obtenemos que el
conjunto

B={(1,1,1,1),(0,1,0,2),(1,0,0,0),(1,0,0,1)}
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es una base de Jordan y si Q) = ,es A=QJQ L.

— ==
N O = O
SO O =
_ o O

Del teorema 5.7.2 se deduce inmediatamente la siguiente.

Proposicién 5.7.7. Sea T € L(V), B una base de V y A = [T|g. Supongamos que Xa(t) = Xp(t) escinde.
Entonces la forma de Jordan de T coincide con la forma de Jordan de A. O

En el teorema y corolario siguientes asumiremos que en las formas de Jordan los bloques de Jordan
correspondientes a los mismos valores propios estan ordenados en tamanos decrecientes.

Teorema 5.7.8. Sean A y B en M, (k) tales que sus polinomios caracteristicos escinden. Entonces A y B
son semejantes si y solo si tienen la misma forma de Jordan'.

Dem. Si Ay B tienen la misma forma de Jordan J, entonces A y B son semejantes a J y por lo tanto
son semejantes entre si.

Si Ay B son semejantes, entonces existen 7' € L (k™) y By C bases de k™ tales que A = [T]gy B = [T]c.
Luego la proposicion 5.7.7 implica que A y B tienen la misma forma de Jordan. O

Corolario 5.7.9. Si A y B estan en M,(C), entonces A y B son semejantes si y solo si tienen la misma
forma de Jordan. O

!Se entiende que la misma a menos de permutar los distintos valores propios.
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5.8. Formas multilineales alternadas

Sea k un cuerpo arbitrario, V' un k-espacio vectorial y k£ un entero positivo. Recordar que una k-forma
multilineal en V' es una funcién o : V x --- x V. — k que verifica:
N———

k
a(vi, .. av Fwiy .o v) =aa (v, Ve Uk) F (U1, Wiy, V)
para todo a € k, vy,...,vg,w; €V ytodoi=1,...,k. La forma w en V se dice alternada si verifica:
WL,y Uiy Uy ug) =0 (5.12)

cada vez que existan 7 # j tales que v; = v;.
Observar que si w es una k-forma alternada, entonces verifica:
WL,y Uiy Uy, U) = —w (V1,0 U,y oy Uiy V), VEFE G vn, .0 € VL (5.13)

En efecto, es

0 = wv,...,vi+vj,...,0 +vj,...,0)
= WL,y Vi Uiy, U)W (U1, o, V4o Uy, U)W (U1, Vg Uy, UR)
Fw (U1, vy Vs ey Ujy e e, V)
= 04+w(r,...,0,...,05,...,0) +w(v1,...,05,...,0...,05) +0
= WL, Vi, Uy U)W (UL, Vg Uy, )
luego w (v, ..., Viy. ., Vj, .., Up) = =W (V1,2 o, Ujy ooy Vs oo, V).

Reciprocamente, si cark # 2 y w es una k-forma multilineal que verifica (5.13) entonces verifica (5.12):

Sean vy, ...,V ...,0j,...,v; € V con v; = v; e i # j. Utilizando (5.13) y que v; = v; obtenemos:
WUL, ey Wiy ey Uy ey U) = =W (V1,2 o, Uy ooy Vg ey V) = —W (U1, 0oy Ugy ooy Uy ooy V)
Luego 2w (v1,...,Vi,...,0j,...,v;) = 0y como cark # 2 es w (v1,...,V,...,Vj,...,0) = 0.

Observar que lo anterior prueba que (5.12) y (5.13) son equivalentes si cark # 2.

Escribiremos

Altp(V)={w:V x--- xV — k: w es una k-forma multilineal alternada}, k=1,2,...
k

Es un ejercicio el verificar que AltF (V') es un subespacio del espacio de las k-formas multilineales en V', luego
AltF(V) es un espacio vectorial. Observar que Alt'(V) = V*. Definimos Alt®(V) := k.

97



Ejemplo 5.8.1. Sea w : R? x R? — R definida por w((z,y, 2), (z',y,2')) = 2y —ya' +2y2' — 2y 2.
Observar que w se puede escribir como el siguiente producto matricial:

w((z,y,2), (@, y,2)) =2y —ya' +2y2 =2y z=ay +y (-2’ +27') =2y 2

Yy 0 1 0 x’
=(z,y,2) | =2’ +22 | =(z,y,2)| -1 0 2 y |- (5.14)
_2y/ 0 -2 0 )

De esta féormula se deduce que w es una forma bilineal y es facil probar que w es alternada. Observar que la
matriz en la igualdad (5.14) es antisimétrica, es decir verifica A = —A.

Ejemplo 5.8.2. Observando k" x --- x k" ~ M,,(k), podemos definir det : k™ x --- x k™ — k mediante
—_——

n

T11 ot Tin
W11y s @n1) ooy (Tiny ooy Tpp)) =

Inl " Tnn
De las propiedades del determinante se deduce inmediatamente que det es una n-forma alternada en k™.
De ahora en adelante supondremos que V' es un espacio vectorial de dimensién finita n.

Proposicién 5.8.3. Vale Alt*(V) = {0} para todo k > n.

Dem. Consideremos {ey,...,e,} una base de V y sea w € Alt*(V), con k > n. Sean vy,...,v, € V.
Escribiendo vy = 37 _j aj €jy, ..., v = 35 _q a5 €5y, €8
n n n
w(vy,...,v5) =w E aj €., g aj.ei | = E aj, - ajw (€5, .., €5)-
j1:1 jkzl ]1::Jk:1
Como k > n, entonces en {e;,, ..., €j, } necesariamente hay elementos repetidos y por lo tanto w (e;,, . .., €j,) =
0, Y1, .., jk; luego w(vy,...,vx) = 0. Como vy, ..., v son arbitrarios, se deduce w = 0 O

Proposicién 5.8.4. Sea w € Alt*(V), k < n. Si existe {e1,...,en} base de V tal que
w(€i,...,e,) =0, Vir,...,ix € {1,...,n} tales que 1 <ij <ip < --- < i <n, (5.15)
entonces w = 0.
Dem. Supongamos w verifica (5.15). Sean vi,...,vp € V. Escribiendo vy = E?lzl Aj €51y sV =
Z;Lk:1 aj, €j. €S

n

n n
Wy, .., vk) =w Zajlejl,...,Zajk,ejk = Z aj, - a5 w (€, ..., €e5,). (5.16)

=1 Jr=1 ji==jp=1

Si existen p # ¢ tales que e;, = e;,, entonces w (ejy,...,e;,) = 0. Por otro lado, si ej,, ..., ¢e;, son distintos
entre si, podemos reordenarlos para obtener un conjunto e;,,...,e; con 1 <3 <ig < --- < i < n. Notar
que siempre podemos pasar de la k-upla (ej,,...,ej, ) ala k-upla (e;,, ..., e;, ) realizando una cantidad finita
de intercambios entre los elementos de (ej,, ..., e;, ); cada intercambio corresponde a un cambio de signo en
w, de donde aplicando (5.15) obtenemos

w(ej,...,e5)==Fwl(ep,...,ey)=0.

Luego todos los sumandos de (5.16) son nulos y por lo tanto w(vy,...,v;) = 0. O
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Corolario 5.8.5. Sean w,n € Altk(V), k <mn. Si existe {e1,...,e,} base de V tal que
W(€isos€i) =1n(€iyy--s€ip), Vit,...,ip € {1,...,n} tales que 1 < i1 <ig < -+ <ig < n,

Entonces w = 1.

Dem. Aplicar la proposicién anterior a w —n € AltF(V). O
Proposicién 5.8.6. Para cada para k,l =1,2,..., existe un mapa

AF(V) x Al (V) 25 ALV, (w,m) = w A,

llamado el producto cuna que tiene las siguientes propiedades:

L whn+v)=wAn+wAv, ¥V weAltF(V) yn,v e AltY (V).

2. M+ Aw=nAwtrvAw YweAltF(V) yn,ve AltY(V).

3 whA(an) =(aw)An=a(wAn),VweAlt) (V) , ne AltH(V) ya e R.

4. wA(AV)= (WA Av, ¥ weAltF(V), n e AltY(V) y v e Alt"(V).

5. Siai,...,ap € ALY (V) = V*, entonces ay A--- Aoy, € AltF(V) estd definido por

a1 (’1)1) s al(vk)
(ar A ANag) (v1,...,05) = : : . Yui,...,v, €V
ag(vr) - ag(vk)
Notar que en la propiedad 5 podemos escribir ay A --- A ay porque el producto cuna es asociativo. O

Observacion 5.8.7. La prueba de la proposicién anterior no es simple (hay una demostraciéon del mismo
en el libro “Célculo en variedades”, Ed. reverté, de Michael Spivak). M4as adelante probaremos en el teorema
5.8.11 que toda k-forma se escribe como suma de productos de 1-formas; luego el producto cuna queda
determinado por las propiedades 1 a 5.

Ejemplo 5.8.8. Sia,B € V*esaAf € Alt* (V) y

(@A) (u,v) =

' =a(u) B(v) — a(v) B(u), Yu,veV.

Consideremos V = R3, {e1, e2,e3} la base canénica y {e}, e}, €5} la base dual en V*, es decir

el(z,y,2z) =z, e5(x,y,2)=y, e3z,y,z2) ==z

Entonces
/
(el Nes) ((:U,y,z),(x’,y',z')) = Z Zj/ ‘zmy’—yw’,
* * roroon | T ! _ / /
(61/\63) ((x,y,z),(a:,y,z))— Py Z/ =Tz —z2T,
(6*/\6*) ((CL‘ Y _ Yy y/ _ I /
2 3 7973)7($ay72))— P Z/ =y=z 2Y,

Observar que si w es la 2-forma del ejemplo 5.8.1, entonces w = e} A e + 25 A e3.
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Ejemplo 5.8.9. Sia,3,7y€V*esaABAyeAlt3 (V) y

a(u) a() a(w)
(@A BAY) (u,v,w) =| Blu) Bv) Bw)
() y(v) y(w)

La prueba de las siguientes propiedades es simple y queda como ejercicio.
Proposicién 5.8.10. Para todo aq,...,q € V*, vale:
1. Si ewisten i # j tales que a; = aj, entonces ag N--- Aoy A==~ Aoy A--- ANag, = 0.
2. ar N Noag N Nag N Nag = —ag N Nagg A= ANag N+ - N .
Teorema 5.8.11. Sea {e1,...,e,} una base de V y {e7,... e} la base dual en V*, entonces

B:{efl/\---/\e*k: 1§i1<---<ik§n}

7

es una base de Alt*(V), para todo k = 1,...,n. Ademds vale

w= Z W€y seiy) € A Nel, Vw e AltR(V). (5.17)

’ik7
1<ip << <n

Dem. Sea k € {1,...,n} y w € Alt*(V). Probaremos que existen tinicos a;, _;, € k tales que

* *
w = E Qiy .. i €4y VANRERWAY €.
1<ip << <n

y que a;, i, =w(ej,...,e;, ). Esto mostrard que B es una base de Alt*(V) y que vale la igualdad en (5.17).
Observar que aplicando el Corolario 5.8.5, obtenemos que se verifica esta ultima igualdad si y solo si

w(€j,...,€5) = Z iy, ig (ef1 /\-~~/\e;kk) (€j1ys---1€5), (5.18)
1<ip < <ig<n

para todo ji,...,j5k € {1,...,n}con1<j <- - < jr <nm.

Calculando tenemos dos casos posibles:

ey (en) - ey ()
* * . N . . o (A) siﬂl:jlg{il,...,ik},
(6“/\ /\elk) (6]17‘.-76316)_ . . i} N - { (B) Si {jl"."jk}:{il’“"ik}‘ (5.19)
e’ik (ejl) e eik (e]k)
En el caso (A), es e} (ej,) = -+ = €] (ej,) = 0, luego en el determinante de la ecuacién (5.19) la columna
[-ésima es nula y resulta (e;-k1 A A e;‘k) (ejl, ceey ejk) =0.
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En el caso (B) es {j1,.--,Jk} = {i1,.. . ix} siendo 1 < j; < <jpr <nyl<i <+ <ig <n, luego
necesariamente es 11 = j1, ..., Ik = Jg Y

10 - 0
* * * * 0 1 T 0
(eil/\"'Aeik)(ejl7“'7€jk):(eilA'”/\eik)(e’h?"'aeik): : : .. : =1
00 1
Entonces en la suma de la ecuacién (5.18) el tnico término no nulo corresponde al caso i1 = ji, ..., ix = Jk
y en ese caso es (ef A--- A e;‘k) (€iys--.,€i,) =1, luego la ecuacién (5.18) equivale a
w(ejl,...,ejk) = Q... le,...,jk € {1,...,77,}, 1 S]l < .- <jk <n
Esto concluye la prueba del teorema. O

Recordemos el simbolo combinatorio (Z) = (n%k'),k,, definido para todo n,k € N, n > k.
Corolario 5.8.12. Si dimV =n y k < n, entonces dim Alt*(V) = (}). O
Ejemplo 5.8.13. Si dimV =3y {ey,e,e3} es una base de V, entonces Alt*(V) = {0}, Vk > 4 y vale
(o) =
(1)
()

» dimAIP(V) = (3) =

= dim Alt?(V)

, {1} es una base de Alt°(V) = R;

» dim Alt'(V)

{et, eb, e} es una base de Alt' (V) = V*;

= dim Alt?(V)

{ef Aes, el Neb, e Aes} es una base de Alt?(V);

1
3,
3,
1, {ef Aes Aeb} es una base de Alt3(V).

En el caso de V = R? estas bases fueron halladas explicitamente en los ejemplos 5.8.8 y 5.8.9.

Ejemplo 5.8.14. Si V = k" y {ey,...,e,} es la base candnica de k™, entonces dim Alt" (V) = (Z) =1y
{eif A---Ne}} es una base de Alt" (V).

e (T, 1) o € (Tin, .-, Ton)
(g A ANey) (11, Tn1) s oy (T1ny e ooy Tpn)) = : :

ef (T11y -y xn1) o € (Tiny - Tnn)

Tl o Tin

Tnl *° Tnpn

Luego ej A --- A el = det (el determinante) y {det} es una base de Alt" (V).

Definicién 5.8.15. Si T : V — W es una transformacién lineal, definimos T : Alt*(W) — Altk(V)
mediante

T* (W) (v1, ..., 0) = w(T(v1),...,T(w)), VweAltF(W), vi,...,v, € V.

Proposicién 5.8.16. 1. SiT:V — W es una transformacion lineal, entonces T* : Alt*(W) — Altk(V)
también es lineal.

2. id* =id : Alt*F(W) — AltF(V).
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3.815:U—=V yT:V —= W son transformaciones lineales, entonces (T o S)* = S* o T*.

4. 8T :V — W es un isomorfismo, entonces T* : Alt*(W) — AlF(V) es un isomorfismo y verifica
(T~1)" = (T*)"" - Alt* (V) — AltF(W).

Dem. La prueba de las dos primeras afirmaciones es inmediata y la omitiremos. Para la tercera, si
wEAltk(W) yu...,u €U, es

(T o 8)*(w))(us, . .., ux) w((ToS)(ul),...,(ToS)(uk)):w<T(S(u1)),...,T(S(uk)))

= (T (@)) (S(u)), ..., (S(up)) = (S*(T*(w)))(ul,...,uk)
= (S* o T™)(w)(u1,. .., up).
La cuarta afirmacién se deduce de la segunda y la tercera: al ser T~! o T = id, se deduce
(T'oT) =id* = T o(T ') =id.
Anélogamente de T o T~ = id se obtiene (T‘l)* oT* =1id y por lo tanto (T‘l)* es la inversa de T*. [

Proposicion 5.8.17. Si T :V — W es una transformacion lineal y oy, ..., € W*, entonces

T (a1 A ANag) =T (1) A - AT*(ag) € Alt*(V).

Dem.
a1 (T(v1)) -+ ar(T(vg))
T Ao Aag)(vr, ..oy op) = (@ Ao Aag)(T(v1), ..., T(vk)) = : :
ar(T(v1)) -+ (T (vi))
T*(ar)(v1) -+ T™(er)(vk)
= : : = (T*"(ar) A= AT (o)) (v1,...,08). O
T*(a)(v1) - T*(ok)(vk)

Corolario 5.8.18. Si T :V — W es una transformacion lineal y w € Alt*(V), n € Alt{(W), entonces
T (wAn) =T"(w) ANT*(n). O

Proposicién 5.8.19. Si dimV =n, T : V — V es una transformacion lineal y B = {e1,...,e,} es una
base de V', entonces
T (el N---Ney)=det(T)ef A--- Ae;

n:

Dem. Si g[T|p = (aij), es e (T'(e;)) = € (Z?Zl aji ej> = ay;, V i,k = 1,...,n. Luego aplicando la
férmula (5.17) a T (ef A --- Ae}), obtenemos

T*(eIN---Nep) =T (el N---Ney)(er,...,en)e] A= Ney = (e A---ANep) (T(er),...,T(en)) el A--- Ney,

n n

G(T(e) - ei(T(en) . a
=det(T)ej A---Ney. O

102



Capitulo 6
Ejercicios

En este capitulo incluimos las listas de ejercicios del curso.

6.1. Practico 0

1. Sea V un espacio vectorial y T' € £(V). El operador T se dice que es una proyeccion si T? = T.
a) Supongamos que un espacio vectorial V' se descompone como V = W @ U y consideremos la
funcién T : V' — V definida por T'(v) =w siv =w+u, w € W, u € U.
1) Probar que T' es una proyeccion.
2) Probar que T verifica Im(T) = W y Ker(T) = U.
El operador T se llama la proyeccion sobre W en la direccion de U.

b) Probar que si T € L(V) es una proyeccion, entonces V' = Ker(T) @ Im(7T') y T es la proyeccién
sobre Im(7") en la direccién de Ker(T"). Sugerencia: escribir v = v — T'(v) + T'(v).

2. Sea V un espacio vectorial y Vi,...,V, subespacios de V tales que V = V3 & --- @ V,,. Para cada
i = 1,...,n, definimos una funcién 7; : V. — V mediante T;(v) = v; si v = v; + -+ + v,, con
v1 € Vi,...,v, € V. Probar que las funciones T; son proyecciones que verifican

a) TjoT; =0sii#j.
b) Ty+- + T, =id.
¢) Im(T;) =V, para todoi=1,...,n.

3. Reciprocamente, probar que si tenemos un espacio vectorial V' y proyecciones T1,...,T, € L(V) que
verifican 2a y 2b, entonces V = Im(7T1) @ - - - & Im(T5,).

4. Sean T', S : Ro[X]| — Ry[X] definidas por
T(a+ bz + cx?) = —b + bx — ba?, S(a+bx+cx’)=a+b+ (b+c)z?
Se pide:

a) Probar
T?2=T, S?=8, ToS=8S0T=0, T+S=id.

b) Hallar bases de U =Im(T') y de V' =Im(S5).
¢) Verificar Ry[X]=U @ V.

103



6.2.

1.

2.

Sean M, (R) el espacio de las matrices reales n x n, S el subespacio formado por las matrices simétricas
y A el subespacio formado por las matrices antisimétricas.
a) Probar que M,(R) =5 & A.

b) Hallar explicitamente la proyecién de M, (R) sobre S en la direccién de A y la proyecién de M, (R)
sobre A en la direccion de S.

. Hallar una proyeccién P que proyecte R? sobre el subespacio generado por el vector (1,—1) en la

direccion del subespacio generado por el vector (1,2).

Demostrar que si V =U & W y P es la proyeccién sobre U en la direccién de W, entonces id —P es
la proyeccién sobre W en la direccién de U.

Demostrar que si P : V — V es una proyeccion y V' tiene dimensién finita, entonces existe una base
Id 0

0 0 > . Qué informacién nos

B de V tal que la matriz asociada a P en la base B tiene la forma <
da la traza' de una proyeccién?

Sea V un espacio vectorial (no necesariamente de dimensién finita) y P : V' — V una proyeccién.
Probar que id +P es invertible y hallar su inversa.

Practico 1 (diagonalizacién)
Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas.

a) Todo operador lineal en un espacio vectorial de dimensién n tiene n valores propios distintos.

S

Si una matriz real tiene un vector propio entonces tiene un nimero infinito de vectores propios.

Existe una matriz que no tiene vectores propios.

SN Y

Los valores propios son escalares no nulos.

9]

S~

La suma de dos valores propios de un operador 1" es también un valor propio de T

Los operadores en espacios vectoriales de dimension infinita no tienen valores propios.

Q

)
)
)
)
) Dos vectores propios cualesquiera son linealmente independientes.
)
)
)

>=

Una matriz A n X n con entradas en un cuerpo k es semejante a una matriz diagonal si y solo si
existe una base para k™ compuesta de vectores propios de A.

i) Matrices semejantes tienen siempre los mismos valores propios.
J) Matrices semejantes tienen siempre los mismos vectores propios.

k) La suma de dos vectores propios de un operador T es también un vector propio de 7'
Para las siguientes matrices A € M, (k):

a) Hallar los valores propios de A y los subespacios propios correspondientes a cada uno de ellos.

b) Si es posible, hallar una base de k™ que consista en vectores propios de A y dar una matriz
diagonal D y una matriz invertible Q tales que A = QDQ™!.

'La traza de un operador se define como la traza de la matriz asociada al operador en alguna base del espacio. La definicién
anterior no depende de la eleccién de la base, porque matrices semejantes tienen la misma traza.
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3. Probar que los valores propios de una matriz triangular superior A son las entradas de la diagonal
principal de A.

4. a) Probar que un operador lineal 7' en un espacio de dimensién finita es invertible si y solo si 0 no
es valor propio de T’

b) Sea T un operador invertible. Probar que A € k es un valor propio de T si y solo si A™! es un
valor propio de T~

5. Sea T un operador lineal en un espacio V y sea v un vector propio de T correspondiente a un valor
propio A. Para cada entero positivo m, probar que v es un vector propio de T™ correspondiente al
valor propio A™. (Recordar que 7™ =T o---o T, m veces.)

6. Una matriz escalar es una matriz de la forma aId con a € k.

a) Probar que si A es semejante a una matriz escalar a Id entonces A = aId.

b) Probar que una matriz diagonalizable que tiene un solo valor propio es una matriz escalar.

¢) Deducir que la matriz ( g ; ) no es diagonalizable.

7. Para una matrix cuadrada A, probar que A y A’ tienen el mismo polinomio caracteristico (y por lo
tanto tienen los mismos valores propios).

8. Sea T : M, (R) — M,(R) la funcién que asigna a una matriz su traspuesta, T'(A) = A’.

a) Probar que T es lineal y que sus tnicos valores propios son 1y -1.
b) Hallar los subespacios de vectores propios correspondientes a 1y -1.

¢) ¢Existe una base de M, (R) cuyos elementos sean vectores propios de 77

9. Sea A una matriz n X n con polinomio caracteristico
Xa(t) = (=1D)™" + ap_1t" L+ - + a1t + ao.
a) Probar que ag = det(A). Deducir que A es invertible si y solo si ag # 0.
b) Probar que a,_1 = (—1)""1tr(A4), donde tr (A) es la traza de A.
6.3. Practico 2 (diagonalizacion)

Sea T un operador en V' y W un subespacio de V. Decimos que W es un subespacio T-invariante si
T(W) C W. En este caso la restriccién T'|y : W — W es un operador en W.
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1. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas. En todos los casos T € L£(V'), donde V es un
espacio vectorial de dimensién finita.

a) Si el nimero de valores propios diferentes de T es estrictamente menor que la dimensién de V', T
no es diagonalizable.

b) Dos vectores propios de T' correspondientes a un mismo valor propio son linealmente dependientes.

c¢) Si T es diagonalizable, tiene al menos un valor propio.

d) El operador T es diagonalizable si y sélo si la multiplicidad de cada uno de sus valores propios A
es igual a la dimension del subespacio F).

e) Si A1y A2 son valores propios diferentes de T', Ey, N E), = {0}.

2. En los siguientes casos determinar si la matriz A € M, (R) es diagonalizable y si lo es hallar una matriz
Q € M,(R) tal que Q1 AQ es diagonal.

12 13 14
t(o1) a5 7) a=(ae)
0
2
3

7 —4 0 00 1 11 3 01 1
A=|8 =5 0|, A=[10 -1 |, A=| o0 1 . A= 2 4 2
6 —6 3 01 1 0 0 -1 -1 1

3. En los siguientes casos determinar si T € L(V') es diagonalizable y si lo es hallar una base B de V tal
que la matriz [T]p es diagonal.
a) V =Rsz], T(ax? + bz + ¢) = cx® + bz + a.
b) V =Relz], [T(p)l(z) = p(0) +p(1) (z +2?).
c) V=C% T(z,w) = (2 +iw,iz +w).
d) V =Rslz], T(p(x)) = p'(z) + p"(z).
e) V = My(R), T(A) = A

2 3
QDQ™!, donde D es diagonal.

4. Si A = < L4 ) € Ms(R), calcular A™ para cualquier n entero positivo. Sugerencia: escribir A =

5. Sea T' € L(V) invertible, donde V es un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que T es
diagonalizable si y sélo lo es T71.

6. Un operador T se dice nilpotente si existe algtin n € Z* tal que T™ = 0.

a) Probar que si un operador T es nilpotente y A es un valor propio de T', entonces A = 0.

b) Probar que si un operador 7' en un espacio de dimensién finita es diagonalizable y nilpotente,
entonces es T = 0.

7. Sea T un operador diagonalizable en un espacio de dimension finita. Probar que T es una proyeccion
si y solo si todo valor propio de T es 0 o 1.

8. La sucesion de Fibonacci se define por recurrencia mediante

a=1, a1=1, ap,=0p-1+an_2, n=2,3,....
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

6.4.

1.

Gn—1 an—2

a) Encontrar una matriz A tal que < n > =A ( tn=1 ) , Vn.

b) Dar una férmula explicita para a,.

. Sea A € M, (k). Probar que A es diagonalizable si y solo si A’ es diagonalizable.

Sean T'y S € L(V), donde V es un espacio vectorial de dimensién finita. Se dice que Ty S son
simultdneamente diagonalizables si existe una base B de V tal que [T'|g y [S]s son diagonales.
a) Sean Ty S simultaneamente diagonalizables. Probar que 7'y S conmutan, es decir ToS = SoT.
b) Probar que si T' € L(V) es diagonalizable, entonces 7'y 7™ son simultdneamente diagonalizables

para todo entero positivo n.

Sea T un operador diagonalizable en un espacio de dimensién finita V' y sea W # {0} un subespacio
T-invariante de V.

a) Sean wv1,...,v, vectores propios de T' correspondientes a valores propios distintos. Probar por
induccién en k que si v1 + --- + v € W, entonces v; € W para todo <.
b) Probar que T'|y es diagonalizable.
Probar que si Ty S son dos operadores diagonalizables en un espacio de dimensién finita V' que
conmutan, entonces Ty .S son simultaneamente diagonalizables.
Sugerencia: mostrar que para todo valor propio A de T' el subespacio propio E)r es S-invariante y

aplicar el ejercicio anterior para obtener una base de F) r formada por vectores propios de S.

Hallar la descomposicién espectral de T en el ejercicio 3, dando explicitamente las proyecciones sobre
los subespacios propios. Para alguno de estos casos, escribir explicitamente cada proyeccién como un
polinomio evaluado en el operador.

Probar que si T es diagonalizable e invertible con descomposicién espectral T = 2?21 A P;, entonces
T-! = Z?:l A 1P;. Observar que esto se puede usar también para probar el ejercicio 5.

Sea T un operador diagonalizable en un espacio de dimensién finita. Usar la descomposicién espectral
T =M P+ -+ M\ P, para probar:

a) Sip(z) es un polinomio cualquiera, es p(T) = Zle p(\i) B;.

b) Un operador S conmuta con 7 siy solo si S conmuta con cada P;.

¢) Sik =R y todos los valores propios de T son no negativos, entonces existe un operador diagona-
lizable S tal que S? = T. ;Qué se puede decir en el caso k = C?

Practico 3 (espacios con producto interno)

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas.

a
b
c

d

Un producto interno es lineal en ambas componentes.
Hay un tnico producto interno sobre R".

La desigualdad triangular solo vale en espacios de dimensién finita.

)
)
)
)

Todo conjunto ortonormal es LI
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10.

. Sean u = (2,1+1i,4), v=(2—1,2,1+2i) € C3, con el producto interno habitual. Calcular (u,v), ||u||

y ||v]| y verificar que se cumplen la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular.

-1 2

. Probar que (z,y) = zAy* define un producto interno en C2, donde A4 = ( 1. ! >

Caleular ((1 —1i,2 4 3i), (2 41,3 — 2i)).

. Sea V un espacio vectorial con producto interno sobre k.

a) Probar la regla del paralelogramo: |Ju + v||* + |u — v|* = 2 (||ul|* + |v||?), Yu,v € V.
b) Probar las formulas de polarizacion:
1 k=3 9
(Jlu+v* = u—2]?), k=R; (u,v) = ZZZk Hu—&—lka , k=C; Vu,veV.
k=0

| =

<U,U> =

. En los siguientes casos, hallar una base ortonormal B de V aplicando el método de Gram-Schmidt al

conjunto S dado y calcular los coeficientes de Fourier con respecto a la base B del vector v dado.
a) V =R3, con el producto interno habitual, S = {(1,0,1),(0,1,1),(1,3,3)}, v = (1,1,2).
b) V = C? con el producto interno definido en el ejercicio 3, S = {(1,0),(0,1)}, v = (i, —1).

¢) S ={(1,i,0),(1 —4,2,4i)}, V es el subespacio de C* generado por S, con el producto interno
habitual en C3, v = (3 + 4,44, —4).

. Se define (, ) : R? x R? — R mediante {(z,y), (z,9)) =2x2" +ya' + 2y +yy'.

a) Probar que (, ) es un producto interno en R2.
b) Hallar una base de R? que sea ortonormal respecto a este producto interno.
Sea V' un espacio vectorial real o complejo de dimensién finita y B = {v1,...,v,} una base cualquiera

de V. Definimos (, ) : V xV =k por (v,w) =>" jxgisiv=> ; 2;v; y w=y - y;v;. Probar
que ( , ) define un producto interno en V' y que B es una base ortonormal respecto a ( , ).

. Hallar explicitamente un producto interno en R? que verifique que {(2,3), (1,2)} es una base ortonor-

mal.

. Sean V = C3 con el producto interno habitual y W el subespacio generado por {(i,0,1)}. Hallar bases

ortonormales de W y de W+. Hallar explicitamente py y p,,. y verificar py + py,0 = Id.

Sea V un espacio vectorial con producto interno, W un subespacio de V y v € V. En los casos siguientes
se pide:

» Hallar W,

» Hallar las proyecciones py (v) y py, L (v).

= Calcular la distancia de v a W.

a) V=RY W ={(z,y) : y =4z}, v=(2,6), con el producto interno habitual.

b) V = C3, W es el subespacio generado por {(1,4,1 —1i),(i,1+14,2)}, v = (0,2i — 1,1+ i), con el
producto interno habitual.

c) V = Rolz], W = Rylx], p(x) = 4 + 3z — 222, con el producto interno (p,q) = folpq. (;Por
qué (p,q) = fol pq define un producto interno en Ro[z]?)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sean Wp y W5 subespacios vectoriales de un espacio vectorial con producto interno V. Probar que
(W1 + W)t = Wi n Wik y que Wit + Wik € (W3 N Wa)L. Probar que si V es de dimensién finita,
entonces (W1 N Wo)t = Wit + Wit

Sea V' un espacio vectorial con producto interno y U, W subespacios de V.

a) Probar U ¢ W implica W+ c U+,
b) Probar W C (Wl)J'. Probar que si V es de dimensién fnita?, entonces W = (Wl)L.

Sean V un espacio vectorial de dimension finita con producto interno, W un subespacio de V y
@ € L(V) tal que ply =Id y W C ker . Probar que ¢ es la proyeccién ortogonal sobre W.

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita con producto interno, W un subespacio de V' y v & W.
Probar que existe z € W+ tal que (v,z) # 0.

Sea V el conjunto de sucesiones reales () tales que Y oo | |z,[? < oc.

a) Sean z,y € V, x = (z,), y = (yn). Probar que

N 2 0o 0o
(Snl) <SS
para todo N > 1 y concluir que la serie Y x, y, es convergente.
b) Probar que V es un espacio vectorial real con las operaciones:
(I‘ + y)n = Tn + Yn, (Ax)n = ATp,

para todo n > 1, donde = = (x,,), y = (yn).

¢) Probar que (z,y) := > ", &n Yn es un producto interno en V, donde z = (zn), y = (yn).

d) Sea W el subespacio generado por {z%:i =1,2,...}, donde x; = (a:fl)n, conzl, =0sin#iy
z¢ = 1. Probar que W ¢ W+,
Los siguientes ejercicos son optativos.
Si I = [a,b] C R es un intervalo cerrado y f : I — C es una funcién, entonces para cada t en

Ies f(t) = fi(t) + i fat), luego f define dos funciones fi, fo : I — R y reciprocamente f; y fo
definen f = f1 + ifs. Se dice que f es continua o integrable si fi y fo son continuas o integrables
respectivamente. Si f es integrable se define

/abf(t)dt = /abf1(t)dt+i/abf2(t)dte(c_

Sea H = {f :[0,2n] = C : f es continua}, definimos (, ) : HxH — C por (f,g) = o= 2n f(t)g(t)dt.

27 JO
Probar que (, ) es un producto interno en H.

En los ejercicios siguientes se considera H con este producto interno.

17. Recordar que si z = a + ib € C, se define e* := e*(cosb + i senb). La exponencial verifica:

ete? =1t ()" =€, VneZ, e=¢c".

2La hipétesis de dimensién finita es necesaria; ver el ejercicio 15.
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a) Probar que para todo z # 0 en C es f; etdt = €8 = ¢=e

z
t=a
b) Probar que el conjunto S = {f,:[0,27] = C: fy(x)=¢e"", x €[0,27], n € Z} es un subcon-
junto ortonormal de H. Deducir que la dimensién de H es infinita.

18. Sea S = {f,: n € Z} el conjunto ortonormal de H definido en el ejercicio 17 y sea f € H definida
por f(z) =z, Vx € [0, 27].

—.i, sin#0
) Probar [|f][* = 4 y (f. fu) = {ﬂ w7

b) Aplicar la desigualdad de Bessel a f y {f,: —h <n <h}, h=0,1,..., para probar

) , Vn € Z.
sin=20

h
1
et +2) =
n=1
¢) Deducir que la serie 3 - es convergente y > 00| 45 < im2.

6.5. Practico 4 (operadores en espacios con producto interno)

En los ejercicios de este repartido se considera siempre a k™ con el producto interno habitual y en R,,[z]
el producto interno (p, q) = folpq.

1. Para cada una de las siguientes funcionales « : V' — k, encontrar un vector w tal que a(v) = (v, w)
para todo v € V.
a) V=R3 a(zr,y,z) =22y +4z.
b) V =C3, a(z,y,2) =2z — 2 +i(3z + ).
c) V =Rafz], a(p) = p(0) + p'(1).
2. En los casos siguientes, para cada T' € L£(V') hallar el adjunto 7.

a) V=C3 T(z,y,2) = 2z +iy, (1 — i)z — x,iy).
b) V =Ralz], T(p) = p'.
¢) T'(v) = (v,u) w, donde V es un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y u y

w son vectores fijos de V.

3. Sea V un espacio de dimension finita con producto interno y 7" un operador en V. Probar que si T es
invertible, entonces T* es invertible y (7%)~! = (T—1)*.

4. Sea V un espacio de dimension finita con producto interno y T un operador en V. Probar que Im 7™ =
(Ker T)*.

5. Para cada una de los siguientes operadores, determinar si es normal o autoadjunto.
a) T:R?> - R? T(x,y) = (22 — 2y, —2x + 5y).
b) T:C%— C?, T(z,y) = (2x + iy, x + 2y).
¢) T:Rolz] = Ralz], T(p) =p'.

6. Sean Ty S operadores autoadjuntos. Probar que T o S es autoadjunto si y solosi T oS =SoT.
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7. Probar que para todo T' € L£(V'), los operadores T* o Ty T o T* son autoadjuntos.

8. Sea V un C-espacio vectorial y T' un operador en V. Se define
1 * 1 *k
Th==(T+T") vy To=—(T-T7).
2 21
a) Probar que T} y Tb son autoadjuntos y que T' =T} + i Th.
b) Probar que si T'= S; + 153 con S; y Sy autoadjuntos, entonces S1 =T y So2 = Tb.
¢) Probar que T es normal si y solo si T3 0 Ty = Th o 7.
9. Sea T un operador en un espacio con producto interno V' y sea W un subespacio T-invariante de V.
Probar:
a) Si T es autoadjunto, entonces T'|y es autoadjunto.
b) El subespacio W+ es T*-invariante.

10. Sea T un operador normal en un C-espacio vectorial de dimensién finita con producto interno V.
Probar que kerT'=kerT* e ImT = Im T™.

11. Sea T un operador autoadjunto en un espacio de dimensién finita con producto interno V. Probar que
para todo v en V es
2 2 2
1T (v) £ il = |T(0)[|” + [Jo]|*.

Deducir que T — i id es invertible y que ((T" — i id)*l)* =(T+iid)~%
12. Sea T un operador en un C-espacio vectorial con producto interno. Probar:

a) Si T es autoadjunto, entonces (T'(v),v) es real para todo v € V.

b) Si T satisface (T'(v),v) = 0 para todo v € V, entonces T = 0. (Sugerencia: Sustituir v por v + w
y luego por v + iw).
¢) Si (T'(v),v) es real para todo v € V, entonces T' = T™*.
13. Sea T un operador autoadjunto en un espacio vectorial V' con producto interno de dimensién finita n.

El operador T se dice que es definido positivo si (T'(v),v) > 0 para todo v # 0y que es semidefinido
si (T'(v),v) > 0 para todo v.

Sea A = [T]p donde B es una base ortonormal de V. Probar:
a) T es definido positivo (semidefinido) si y solo si todos sus valores propios son positivos (no
negativos).
b) T es definido positivo (semidefinido) si y solo si L4 lo es.

c¢) T es definido positivo si y solo si
n
Z AijZix; >0 para todo (zq,...,2,) #0.
i,j=1

14. Sea T un operador (invertible) en un espacio vectorial V' de dimensién finita con producto interno.
Probar que T'oT* y T* o T son operadores semidefinidos (definidos) positivos.

15.  a) Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y sean T'y S operadores
autoadjuntos tales que T o S = S o T. Probar que existe una base ortonormal de V tal que
diagonaliza simultaneamente a T' y a S.
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16.

17.

18.

6.6.

1.

2.

3.

4.

d.
6.

b) Enunciar y probar el resultado andlogo para matrices.

Sea V un espacio con producto interno (, ) y sea T' un operador definido positivo en V. Probar que
(u,v)" = (T'(u),v) define otro producto interno en V.

Sea V un espacio de dimensién finita con producto interno y sean 1" y S operadores autoadjuntos
con S definido positivo. Probar que 7o S y S o T son operadores diagonalizables que solo tienen
valores propios reales. (Sugerencia: Mostrar que T o S es autoadjunto con respecto al producto interno

(u,0)" = (S(u),v)).

Probar el reciproco del ejercicio 16: Sea V un espacio de dimension finita con un producto interno
( , ). Probar que cualquier otro producto interno en V se puede expresar de forma tunica como
(u,v) = (T'(u),v), siendo T € L(V) un operador definido positivo.

Practico 5 (operadores en espacios con producto interno)

Indicar si las siguientes proposiciones son ciertas o falsas (asumimos que estamos en un espacio con
producto interno y de dimensién finita):

a) Todo operador unitario es normal.

S

Todo operador ortogonal es diagonalizable.

o

Si dos matrices son unitariamente equivalentes, entonces son semejantes.

S8

La suma de dos matrices unitarias es unitaria.

El adjunto de un operador unitario es unitario.

[

)
)
)
)
)
)

~

Si T es un operador ortogonal en V', entonces [T]3 es una matriz ortogonal para cualquier base

B.

g) Si todos los valores propios de un operador son 1 entonces el operador es unitario u ortogonal.

Sea T : R? — R? definido por T(z,y) = (2 — 2y, —2x + 5y). Probar que T es autoadjunto y hallar
una base ortonormal de R? que consista en vectores propios de 7T'.

Sean B, B bases de k"™ y A = g/ [id]g. Probar:

a) Si By B’ son bases ortonormales de k™, entonces A A* = A*A = Id.

b) Si B (B') es una base ortonormal de k™ y A verifica A A* = A*A = 1d, entonces B’ (B) es una
base ortonormal de k™.

Para cada una de las siguientes matrices A encontrar una matriz ortogonal o unitaria () y una matriz
diagonal D tal que A = QDQ".

(12 (0 —i (2 3-3i o (1—i 1+
A‘(2 1>’ A_<z' o)’ A‘<3+3z’ 5 ) A_<1i 1+i>’

A <cos€ —sin6

) 0 2 2 2
=1 . € M,(C), A=12 0 2 A=11
sinf cos@ 9 92 0 1

—_ N
N = =

Probar que la composicién de isometrias es una isometria.

Dado X\ € C, sea T\ : C — C definida por T)(z) = A z. Hallar los valores de A para los cuales T) es a)
normal, b) autoadjunto, ¢) positivo (ver practico anterior) d) isometria.
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7. ;Cuales de los siguientes pares de matrices son unitariamente equivalentes?
) 10 01
“\o 1) 1 0)
01 0 1
2
0 (o) (G 8)

0 1 0 1 0 0
) [-1 0 0], [0 i o
0 0 1 0 0 —1
8. Sea V el espacio de las funciones continuas de [0, 1] en C con el producto interno: (f, g) = fol fg. Sea

h € V fija. Se define T' : V' — V mediante T'(f) = hf. Probar que T es una isometria si y solo si
|h(t)] = 1 para todo t € [0, 1].

9. Sea V un espacio con producto interno y sea T': V' — V un operador autoadjunto. Probar que T'—: id
es invertible y que S := (T +i id) o (T —i id)~! es una isometria.

10. Sea T un operador en un espacio con producto interno de dimensién finita V. {Si ||T'(v)|| = ||v|| para
todo v en alguna base ortonormal, debe ser T" una isometria? Probar o dar un contraejemplo.

122).

11. Encontrar una matriz ortogonal cuya primera fila sea (g, 5,5

12. Sea V.= R% W = [(1,3)] y B la base canénica de V. Calcular [Pz donde Py es la proyeccién
ortogonal sobre W. Hacer lo mismo para R® y W = [(1,0, 1)].

13. Para cada una de las matrices del ejercicio 4:

a) Describir la descomposicién espectral de L 4.
b) Definir explicitamente cada una de las proyecciones ortogonales sobre los subespacios propios de
L.

14. Sea V un k-espacio de dimensién finita con producto interno y sea P : V — V una proyeccion.

a) Si P es una proyeccién ortogonal probar que ||P(v)|| < ||v|| para todo v € V. Dar un ejemplo de
una proyeccién para la cual no sea vélida la desigualdad anterior. ;Que se puede deducir si se da
la igualdad?

b) Si P es normal y k = C, probar que P debe ser una proyeccién ortogonal.
¢) Sea P una proyeccién sobre un espacio de dimensién finita con producto interno V. Probar que

si [[P(v)|| < ||lv]] para todo v, entonces P es una proyeccién ortogonal.

15. Sea T un operador normal en un C-espacio con producto interno y de dimensién finita. Usar la
descomposicion espectral T'= A1 P; + - - - + A\p P para probar:
a) T = —T* si y solo si todo valor propio de T es un nimero imaginario puro.
b) Existe un operador normal S tal que S? = T.

¢) Si existe un operador autoadjunto S tal que S? = T, entonces T' es un operador semidefinido
positivo.

d) SiT es un operador semidefinido positivo, entonces existe un tinico operador semidefinido positivo
S tal que S =T.
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16. Sea T un operador invertible en un C-espacio vectorial de dimensién finita. El objetivo de este ejercicio
es probar que existen inicos operadores S'y U tales que S es definido positivo, U es unitarioy T = UoS.
a) Probar que existe un operador definido positivo S tal que S? = T* o T..
b) Probar que U :=T o S~! es un operador unitario.

c¢) Probar la unicidad de la descomposiciéon T = U o S, con U unitario y S definido positivo.
Sugerencia: si T = U o S es una tal descomposicién, probar que 7% o T = S? y aplicar 15d.

6.7. Practico 6 (formas bilineales simétricas y superficies cuddricas)
En los siguientes ejercicios k es un cuerpo de caracteristica distinta de 2

1. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas.
a) Si ¢ es una forma bilineal en un espacio vectorial V' de dimensién finita, existe una base B de V
tal que Mp(p) es diagonal.

b) Si ¢ es una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial V' de dimensién finita, Mg(p) es
simétrica para toda base B de V.

¢) Dos matrices congruentes tienen los mismos valores propios.

d) Toda matriz simétrica es congruente a una matriz diagonal.

2. Determinar cudles de las siguientes funciones ¢ : V' x V' — k son formas bilineales, donde V es un
espacio vectorial sobre el cuerpo k.

a) p(u,v) = a(u) B(v), donde «, 5 € V*.

c) V=R2 k=R, p(u,v) = det[u,v], donde u y v indican la primera y segunda columna de [u, v],
respectivamente.

3. Verificar que las siguientes funciones son formas bilineales y hallar la matriz asociada a cada una de
ellas en la base B dada.

a) k3 xk3 =k, o((z,y,2) (2,9, 7)) = 2z’ — 29:y’ +ya’ — 22/, B={(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,0)}.
b) ¢ : Ma(k) x Ma(k) = k, p(A,B) —tr A)

0Dy
4. Se define ¢ : M, (k) x M, (k) — k mediante ¢(A, B) = tr (AB).
a) Probar que ¢ € Bilg (M, (k)).

b) Probar que ¢ es no degenerada.
5. En cada uno de los casos siguientes encontrar una base ¢-ortogonal B y hallar Mp(p).

a) ¢ € Bilg (]kQ), tal que ®(x,y) = 22 + 62y + 2y%, para todo (z,y) € k2.
b) ¢ € Bilg (k?), tal que ®(x,y) = 2zy, para todo (z,y) € k?.

3 1 2
¢) ¢ = B4 € Bilg (k3), siendo A=|1 4 0
2 0 -1
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7.

10.

11.

12.

13.

d) ¢ € Bilg (k3), tal que ®(x,y, z) = 222 + y? + 322 — 2zy + 4xz + 6yz, para todo (z,y, z) € k3.

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita y ¢ € Bilg(V'). Probar que en V existe una base
p-ortonormal. Sugerencia: partir de una base p-ortogonal de V' y normalizarla.

a) Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita y ¢ € Bilg(V'). Probar que en V existe una base
p-ortonormal {v1,...,v,} tal que ®(v;) € {0,1}, para todoi =1,...,n.
Sugerencia: recordar que en C todo elemento tiene una raiz cuadrada.

b) Sean A, B € M,(C) simétricas. Probar que si A y B tienen el mismo rango, entonces existe
¢ € Bilg (C™) y dos bases B, C de C™ tales que A = Mp(p) y B = Mc(p).

Luego A y B representan a una misma forma bilineal simétrica si y solo si tienen el mismo rango.

. Para cada una de las matrices A, hallar los invariantes de ®, siendo ¢ = 84 € Bilg(R?).

1 2 0 -1 3 =3 1 3 2 5 -3 3
A=12 3 2|, A=3 -5 3|, A=|3 3 2|, A=|-3 3 -3
0 2 -1 -3 3 =3 2 2 2 3 -3 3

. Sean A, B € M,(R) matrices simétricas tales que B es invertible y tiene todos sus valores propios del

mismo signo. Probar que existe una matriz invertible Q € M, (R) tal que Q*AQ y Q'B Q son matrices
diagonales. Sugerencia: considerar primero el caso en que B tiene todos sus valores propios positivos
y definir a partir de B un producto interno en R".

Hallar en los siguientes casos la forma bilineal simétrica ¢ asociada a la forma cuadratica ®, una base
ortonormal B del espacio tal que Mp(p) es diagonal y el indice, la signatura y el rango de . En todos
los casos se considera el producto interno habitual en R"”.

a) ®:R? = R, &(z,y) = —22% + 4oy + 2.
b) &:R? = R, &(z,y) = 72?2 — Sxy + 1>
c) ®:R® = R, ®(x,y,2) =322 — 2wz + 3y + 322

Sea S = {(z,y,2) € R3: 32% 4+ 3y% + 322 — 222 + 2v/2(x + 2) + 1 = 0}. Calcular la ecuacién de S en
funcién de las coordenadas en la base B hallada en 10c¢ y describir S geométricamente.

Clasificar las siguientes cuadricas:

322 + 3y + 522+ 20y — 202 —2yz —1=0; a2 +9y>—322—22y+622+6yz+c=0, c=0,—1;
22 +y? + 22 + 22y + 222 + 2z + * + y + 2 + ¢ = 0, discutir segiin ¢ € R;
202 + 22 + 22+ 2+ 2zt +y—2:+1=0; 202422 + 22+ 22+ 22+ +y+2—1=0.

Sea S la superficie cuddrica definida por 222 + 5y% + 222 4 62y — 2yz + 3z — 2y — 2z + 14 = 0.

a) ;Qué tipo de cuddrica es S7

b) Hallar explicitamente las ecuaciones de los ejes en los cuales S tiene su forma reducida.
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6.8. Practico 7 (subespacios invariantes y polinomio minimal)
En los ejercicios que siguen todos los espacios son de dimension finita.

1. Se define T € £ (M>(R)) mediante T'(X) = ({ §)X.
Estudiar si el subespacio W = {X € My(R) : X' = X} es T-invariante.

2. Para cada uno de los operadores T' € L(V) y cada vector v € V, encontrar una base del subespacio
T-ciclico generado por v.

a) V =Rsz], T(p(z)) = p"(x) y v =2
b) V =MyR), T(X)= X' yv=(91).
c) V=DMR), T(X)=(33)Xyv=(75)

3. Sea T un operador en V.

—~~

a) Probar que si el polinomio caracteristico de T" escinde, entonces también escinde el polinomio
caracteristico de la restriccion de T" a un subespacio T-invariante.

b) Deducir que si el polinomio caracteristico de T" escinde, entonces todo subespacio T-invariante no
trivial contiene un vector propio de T

4. Sea
0 0 0 0 ag
1 00 a
01 0 0 ao
A= € M, (k)
00 ... 10 Ap—92
00 ... 01 ap—
donde ayg, a1, ...,a,_1 son escalares arbitrarios. Probar
Xa(t) = (=1)" (th —ap " = —agt— ao) .

Sugerencia: probarlo por induccién en n, desarrollando det(A — tI) por la primera fila.
5. Sea A una matriz n x n con polinomio caracteristico X 4(t) = (=1)™" +a, _1t" ' +- - - +ast? +ast +ao.

a) Probar que si A es invertible entonces A™! = ;1((—1)"14”_1 + a1 A" 4 4 ag A+ all).

ao
Sugerencia: recordar el teorema de Cayley-Hamilton.

1 2 1
b) Calcular A~!para A= [0 2 3
0 0 -1

6. Indicar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

a) El polinomio minimal y el polinomio caracteristico de un operador diagonalizable son iguales.

b) Sea T un operador en V, n = dimV, mp(z) el polinomio minimal de Ty X7 (x) el polinomio

caracteristico de T'. Si Xp(x) escinde, entonces Xr(x) divide a mp(z)".

¢) Si el polinomio minimal de 7" escinde, entonces 1" es diagonalizable.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

6.9.

Calcular el polinomio minimal de las siguientes matrices.

4 14 5 3
2

G2 o) ()
1 -6 4 1

o N O
— N

. Calcular el polinomio minimal de los siguientes operadores.

a) T:R? - R? donde T'(z,y) = (z +y,z — y).
b) T : Ro[x] — Ry[z] donde T'(p(x)) = p'(z) + 2p(x).
¢) T : M,(R) = M,(R) donde T(X) = X*.

Sugerencia: los dos dltimos casos se pueden resolver sin hallar la matriz asociada al operador.

. Determinar cuales de las matrices y operadores de los dos ejercicios anteriores son diagonalizables.

Sea T un operador diagonalizable en R? que verifica T°% — 272 + T = 0. Describir las posibles formas
diagonales de T

Sea T € L(V) que verifica T2 = T?, T? # T y T no es nilpotente. ;Es T diagonalizable?

Sea T un operador en V' y W un subespacio T-invariante de V. Probar que el polinomio minimal de
T'|w divide al polinomio minimal de 7.

Sea T un operador en V. Sean W7 y Ws subespacios T-invariantes de V tales que V = W1 @& Whs.

a) Sean Xi(x) y Xa(z) los polinomios caracteristicos de T'|w, y T'|w, respectivamente. Probar que
X1(z) X2(x) es el polinomio caracteristico de 7.

b) Sean mi(x) y ma(x) los polinomios minimales de Ty, y T'|w, respectivamente. Probar que

m1(x) ma(z) se anula en T. Mostrar mediante un contraejemplo que m1(z) mz(x) no® es necesa-

riamente el polinomio minimal de T'.

Sea A una matriz n X n. Probar que la dimensién del subespacio generado por {I VAL A% } coincide
con el grado del polinomio minimal de A.

Sea A € M, (k) como en el ejercicio 4. Probar
_ 4h n—1
ma(t) =t" —ap—1t — - —a1t— ag.
Sugerencia: observar que si B = {e1,...,e,} es la base canénica de k™, entonces e; = A'~ley, para

todot=2,...,n.

Practico 8 (forma de Jordan)

En los ejercicios que siguen todos los espacios son de dimension finita, salvo que se diga lo contrario.

3Con un poco de trabajo se puede probar que el polinomio minimal de T' es el minimo comtn multiplo de m1(zx) y ma ().
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1. Se consideran las siguientes matrices

000 1 0 010 -1 2
-1 0 1 0
000 0 0 001 1 0
<12), if'ﬁ f é, 010 -12|, [000 0 1
6 1 71 010 -11 000 0 2
010 -11 000 0 0

Probar que son nilpotentes. Hallar sus polinomios minimales y sus formas de Jordan.
2. Probar que si T' € L£(V) es un operador nilpotente, entonces su traza es nula.

3. a) Probar quesi A € M, (k) y k = C, entonces A es nilpotente si y solo si 0 es su tinico valor propio.

b) Probar con un contraejemplo que esto es falso si k = R.

4. Para cada uno de los operadores T', encontrar la forma candnica de Jordan y una base de Jordan.

a) T:LAdondeA:<1 1).

-1 3

b) T € L(Ry[z]) definido por T'(p(x)) = p'(x) + 2p(z).
-2 4 -3

¢c) T=Ljydonde A=|-4 6 -3
-3 3 -1

5. a) Sea T un operador y A un valor propio de T'. Probar que si rango(T —\id )™ = rango(T —\id )™*!

para algin nimero natural m, entonces Ker(7T'— \id )" = Ker(7' — Aid )™ para todo n mayor o
igual que m.

b) Test de diagonalizacion. Sea T un operador cuyo polinomio caracteristico escinde. Supongamos
que A1...,An son los valores propios distintos de T'. Entonces T es diagonalizable si y solo si
rango(T — \;id) = rango(T — \;id)? para todo i = 1,..., h.

6. Para cada una de las siguientes matrices A, encontrar su forma de Jordan y una matriz @ tal que

J=Q'AQ.

2 0000 O

Z) (1) 8 8 8 0 3 1 2 1 2000 O

001 0 0 -2 1 -1 2 -1 0 2 0 0 O

000 1 -1 ’ -2 1 =1 2|’ 0 1.0 2 0 O

000 -1 1 -2 =3 1 4 1 1.1 12 0
0 0001 -1

7. {Cuales de las siguientes matrices son semejantes entre si?

-3 3 =2 0 1 -1 0o -1 -1 01 2

-7 6 =31, -4 4 =21, -3 -1 =21, 01 1

1 -1 2 -2 1 1 7T 5 6 00 2

8. Sea A una matriz n X n cuyo polinomio caracteristico escinde. Probar que A y A tienen la misma
forma de Jordan y concluir que A y A? son semejantes. (Sugerencia: Para cada valor propio A de A y
cualquier natural r, mostrar que rango ((A — AI)") = rango ((A* — XI)").)
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10.

11.

12.

13.

. Sea V el subespacio de las funciones de R en R generado por las funciones e, ze®, 22e* y €2*. Definimos

T:V — V por T(f) = f'. Encontrar la forma de Jordan y una base de Jordan para T.

El objetivo de este ejercicio y del siguiente es probar que si el polinomio caracteristico de un operador
T escinde, entonces T' se escribe de forma unica como T = S + N, donde S es diagonalizable, N es
nilpotente y So N = N o S. Esta es la descomposicion de Jordan del operador T

Sea T' € L(V) cuyo polinomio caracteristico escinde y supongamos que
Xp(t) = (=1)" (t = A)™ - (= A)"™,

siendo A1, ..., A los valores propios distintos de T'. Sean Py, ..., P, € L(V) las proyecciones asociadas
a la descomposicién

V=Ker(T—X\id)" &---®Ker (T — \;id )" .
Definimos S := A MPi+ -+ APy N:=T - 5.

a) Si B es una base de Jordan para T', describir [S]g y [N]5.
b) Probar que S es diagonalizable, N es nilpotente y So N = No S.
Sean T, S y N operadores en un mismo espacio vectorial V' tales que T' = S + N donde S es

diagonalizable, N nilpotente y SoN = NoS. Probar que T'y S tienen el mismo polinomio caracteristico
y que S es el definido en la parte b) del ejercicio anterior.

(Sugerencia: Sean A1, ..., A, los valores propios distintos de S y E; := Ker (S — \;id), ¢ = 1,..., h.
Observar que Ej; es N invariante y que N|g, € £ (E;) es nilpotente. Para cada i = 1,...,h sea B; una
base de Jordan para N|g, y B =By U---UDB,. Calcular [T]g.)

Observar que esto prueba la unicidad de la descomposicién de Jordan de T.
Hallar la descomposicion de Jordan de los operadores del ejercicio 4.

Sea T € E(R4) que verifica T? — 6T +8T3 + 672 — 9T = 0.

a) Hallar los posibles valores propios de T.
b) Si T es sobreyectiva y T + id es inyectiva, dar los posibles polinomios minimales de 7.

¢) Si ademds T no es diagonalizable, hallar las posibles formas de Jordan de T y los respectivos
polinomios caracteristicos.

d) En las hipétesis de (13¢), si T = S+ N es la descomposicién de Jordan de T' con S diagonalizable
y N nilpotente, hallar el menor n € N tal que N” = 0.

6.10. Priactico 9 (formas multilineales alternadas)

1.

Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y V' un k-espacio vectorial. Si ¢ € Bil(V'), definimos
¢! € Bil(V) mediante !(u,v) = (v, u), para todo u,v € V. Probar:

a) Dada ¢ € Bil(V), es ¢ € Bilg(V) si y solo si o' = ¢y ¢ € Alto(V) si y solo si o' = —p.
b) Bil(V) = Bilg(V) & Alte(V).

. Escribir las siguientes formas alternadas en funcién de la base {ez‘l /ARERWAN e*}C Pl < << < n},

(2
siendo {ey,...,e,} la base candnica de R™.
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a) w € Alta(R3), w((z,y,2), (2/,y, ') = 3zy' — 32"y — y2' +y'z + 2wz — 222
b) w e Alta(R?), w((z,y, 2), (2,9, 7)) = 2y + 22 +yz' — (2'y + 2’2 +o/2).

/ / /

T
¢) we Alt3(R?), w((z,y,2), (@, v, ), (@, y",2"))=| 2 y =z
x// y// Z”
d) we Altg(RY), w =€l AejAes+el Nes Aet+el Nes Aes+ el Aej Aes.
y// y/ y z T t
e) w e Alt3(RY), w((x,y, 2, 1), (2,9, 2, '), (@", ", 2" ")) = | 2" o 2z |+| 2 o t
t// t/ t z// x// t//

f) a A B e Alty(R3), siendo a(x,y,2) =z +y + 2y B(z,y) = 2x — y. (Sugerencia: escribir a y 3 en
funcién de la base dual de la base canénica de R3.)

g) aAB Ay e Altz(R3), siendo a(z,y,2) =z +y, B(z,y,2) =2+ 2y y(2,9,2) =y + 2.

3. Calcular )y ;2  dim Alt(R"), paran =1,2,....
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