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Capitulo 2

Elemento de barra

Este material es una guia para las clases tres y cuatro del tedrico. Se abordan tres temas cen-
trales: Marco para el método de elementos finitos, elemento finito de barra de dos nodos 3D y
elemento finito de barra de tres nodos 3D.

2.1. Introduccion

En esta seccion recordaremos algunos puntos importantes sobre la teoria de elasticidad lineal,
para un detalle mas extenso de los mismos se recomienda fuertemente ver los capitulos 2, 3,4y 5
de|Canelas| [2013], 2014].

El problema de elasticidad lineal consiste en hallar la funcién desplazamiento u, el tensor de
deformaciones D y el tensor de tensiones T en cualquier punto del cuerpo en estudio que ocupa
una region {2.

Teorema 2.1. (Teorema de Cauchy de existencia del tensor de tensiones) Dado un punto P € €2,
existe un tensor T(P) € Lin, que llamaremos tensor de tensiones, que cumple:

f(P,n) = T(P)n. @.1)

Llamaremos tensor a una transformacion lineal que se define de V53 en Vs, y Lin al conjunto de los
tensores, es decir:

Lin = {L : V3 — Vs|L es un tensor lineal } .

En los temas bésicos del curso (temas no avanzados) asumiremos dos hipdtesis importantes:

= Pequeiios desplazamientos: Asumiremos que las ecuaciones de equilibrio pueden plantear-
se en la configuracion de referencia. Esto implica realizar una cierta aproximacién, puesto
que, estrictamente, las ecuaciones de equilibrio s6lo podrian ser planteadas en la configura-
cién deformada, en la cual aparecen las tensiones internas de acuerdo con el comportamiento
constitutivo del material.
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2.2. Marco para el método de elementos finitos 3

= Pequeiias deformaciones: Esta aproximacion es la que hace que el tensor de deformaciones
infinitesimales caracterice los cambios de forma en el entorno de una particula de ).

2.2. Marco para el método de elementos finitos

Esta seccion describe el sistema de ecuaciones que gobiernan los problemas a tratar en el curso.
Se tratardn principios variacionales y la formulacién de elementos finitos a utilizar. Esta seccion
servird como el marco para el desarrollo de los capitulos siguientes.

2.2.1. Formulacion fuerte

Dado un cuerpo que ocupa la region {2 C &3, siendo &5 el espacio euclidiano tridimensional,
llamaremos € a la clausura de €, es decir, el menor dominio cerrado que contiene a {2, esto es
Q = QU . La formulacion cldsica, también llamada formulacion fuerte del problema de
elasticidad lineal consiste en hallar los campos

u:Q— Vs, conueC%QVs), ueC*QVy),
D:Q — Sim, conD ¢ C°Q,Sim), D < C'(€,Sim), (2.2)
T:Q — Sim, conT e C°Q,Sim), T e C'(£,Sim),

que satisfacen las siguientes ecuaciones [Wu and Gu, 2012]:

Equilibrio puntual: pi (¢,x) — V-T (¢,x) = b (¢,x), VxeQy VvVt eRt. (2.3)
Cond. iniciales: u (0,x) =u’(0,x), u(0,x) =u! (0,x), VxeQ. (2.4)
Cond. de borde cinemdticas: u (t,x) = u. (t,x), Vx€dQ, y Vt € RT(2.5)

Cond. de borde mecanicas: T (¢,x) n = f(¢,x), Vx e o, y Vit € R7(2.6)

Ecuacion constitutiva: T (¢,x) = C(D (¢,x)), Vx e Q y Vt e R. (2.7)
Relacién Deformacién-Desplazamiento: D (¢,x) = F (u(t,x)), Vxe€ Q y Vt €e RT. (2.8)
00 = 99, U 0Q;. (2.9)

En la Figura[2.1]se describe un caso general reflejado por las ecuaciones anteriores, donde:
» RT={z eR /x> 0}
= p representa la densidad de masa por unidad de volumen.
= T representa el tensor de tensiones.
= D representa el tensor de deformaciones.
= b representa las fuerzas de volumen.

= u! representa los desplazamientos iniciales.
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4 2. Elemento de barra

u! representa las velocidades iniciales.

u, son los desplazamientos conocidos en el borde 0f2,,.

f representa las fuerzas de superficie aplicadas en el borde 0€2;.

= nrepresenta la normal saliente para la frontera que corresponda 0.

en el curso utilizaremos que C (D (¢,x)) = VU, (D(t,x)) donde Uy, es la densidad de energia
de deformacion. Asumiendo asi que el material es hipereldstico lineal, esto equivale a que la
relacién entre tensiones y deformaciones sea lineal. Esta hipdtesis no se cumple en materiales
como el hormigén 6 en el acero a partir de ciertos valores de la deformacion. La funcién Uy
cumple las siguientes condiciones:

Ug(0) = 0, (2.10)
UyD) > 0 VYD#0, (2.11)
VUy(D) = C(D). (2.12)

Si se cumple que el material es isétropo, C es simétrico, se tiene que:

Up(D) = %D . C(D). (2.13)

T
= en el curso utilizaremos que F (u (¢,x)) = D (¢,x) = w considerando asi pe-

queiias deformaciones.

Supondremos que las superficies 0€2,, y 0€) son abiertas respecto de JS2, 92, N Oy = Ty
00, U 0Q 5 = 0%, es decir, donde se conocen los desplazamientos no se conocen las fuerzas
de superficie y viceversa. Consideraremos u, € C°(99Q,,Vs) y f. € C°(9Q 7, Vs3). Note que en el
problema de elasticidad lineal, las regiones €2, 0€2,, y 9€); son consideradas conocidas.

Uc

Figura 2.1: Formulacién fuerte.

En la Figura[2.1]se tiene que €2y = 982y, U 0S5, U OS2y, .
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Ejemplo 2.1.

/contacto liso corte A-A

<A

Y2

Ja

xTq < A To 29 z1
Definimos las siguientes regiones:

w Q={(2,y,2) €ER® /11 <0 <X, YU <Y<Yo, 21 <2< 2}

0N ={(z,y,2) eR® |z <x<T9, Yy=41, 21 <2< 29}

O ={(x,y,2) ER® /| w =19, 10 <y <yp, 21 <2< 2}

)
)
0% ={(z,y,2) ER® /| 11 <x<T9, Y=132, 21 <2< 29}
)
)
)

(
(
U ={(z,y,2) €ER® /| x=a1, yu<y<ys, 21 <2< 2}
(
(

895:{3:72/72 ERS/.’I:1<LL’<J}27 N <y <yo, 2’221}

0% ={(z,y,2) R | vy <x <9, Y1 <Y<7Ya, 2= 29}
Segun cada direccion se tiene que:

= Segiine,: 9y C 0, y 0Q; C O con i =1,2,3,5y6.

= Seglne,: 00 C 08, y 082 C 0Qs con i =2,3,4,5y6.

= Segtine,: 025,00 C 08, y O C OQy con 1 =1,2,3y4.
Siendo u = u,e, + u,e, + u.e., segin cada region se tiene que:

» EndQ;:u, =0, eT(—e,) =0 y e T(—e,) =0.

En 0Q5: Te, = f,e,.

En 0Q23: Te, = 0.

En 0Q: u, = 0, egT(—ex) =0y eZT(—ez) =0.

En0Q5:u, =0, elT(—e,) =0y egT(_ez) = 0.

En0Q¢:u, =0, e]Te.=0 y e Te. =0.
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6 2. Elemento de barra

2.2.2. Principio de Hamilton

En mecdnica analitica la cantidad mds importante es el trabajo realizado por las fuerzas para
realizar desplazamientos arbitrarios infinitesimales. Se define entonces la “accién” . como:

to to
.,%:/ Ldt:/ T — 11 dt, (2.14)
t1 t1

donde:
» L: Esel lagrangiano.
= 7: Es el la energia cinética.
= [I: Es la energia potencial total. [T = U + V

e U: Energia de deformacion.

e V: Energia de potencial por las fuerzas externas.

En un sistema de particulas o un sistema con un nimero finito de grados de libertad se pueden
definir las coordenadas generalizadas q(t) = (qi(t),...,¢x(t)), donde i = 1,...,n, donde n es
el nimero de grados de libertad y las coordenadas generalizadas ¢; son independientes. Con lo
anterior L. queda definido como:

L =L(q(t),q(t),t). (2.15)

En un sistema continuo o un sistema con un nimero no finito de grados de libertad se debe
definir la densidad langrangiana, L, siendo ¢ (X, t) el movimiento de una particula de coordenadas
iniciales X en un instante .

L= / L(6(%.1) .60 (x1) 65 (%,1) ,x,1) AV 2.16)
Q

donde ¢, (x,t) = do (x,t) /dt y ¢« (X, t) se puede interpretar como el gradiente de deformacién F
donde F;; = 0¢; (x,t) /Oz; (donde el indice i se refiere a la componente del campo ¢).

El postulado principal de la mecénica analitica es un principio variacional, conocido como el
principio de Hamilton, el cual establece que: De todos los posibles recorridos que puede realizar
un sistema mecdanico entre una configuracion inicial y una final conocidas, el recorrido que efec-
tivamente realiza el sistema es el que hace estacionaria la accién . del sistema. Con lo cual .¥
tendrd un valor estacionario en el recorrido real.

Para obtener el valor estacionario, es necesario imponer que la variacion d,.Z sea 0 para cual-
quier direccion, es aqui que debemos introducir el concepto de derivada direccional para funcio-
nales, como es el caso de .Z. La notacion J, refiere precisamente a la derivada direccional segtin
la direccién v.
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Definicion 2.1. Sea F' : 2 — R, en donde 2 C Ay A es una subvariedad afin de V' con
espacio director Vj. Sea P un punto algebraicamente interior de €2 (en A). La funcién de variable
vectorial F' admite derivada direccional en P € (), segin la direccion v € Vj, si la funcion real
a — F(P + av) es derivable en o = 0. El valor de la derivadad direccional lo denotaremos por
dyF(P). De la definicién se deduce que:

F(P+av)— F(P)

) d
WE(P) := ilir(l) " = %F(P + av)

a=0

En el caso de un sistema discreto se tiene que dados Q; y Q,, configuracién inicial y final
respectivamente, la solucién es q(¢) que satisface que q(t1) = Q; y q(t2) = Q, y hace estacionario
el funcional .Z (q). Para este caso el espacio afin A y el espacio vectorial director V; son tales que:

A={a/ q(t1) =Q. y q(t2) = Qo}, (2.17)
Vo=A{v/ v(t:) =0y v(t2) = 0} . (2.18)

Para el sistema discreto el funcional .Z queda definido por la siguiente expresion:
to
Z(q) :/ L (q(t),q(t),t) dt donde i =1,--- n. (2.19)
t1

Es importante recordar que q(t) representa el vector de R": (¢;(t), ..., ¢,(t)), lo mismo sucede
con q(t), por tanto L : R?"*! — R,

Z(q+av) = /t2 L (q(t) + av(t),q(t) + av(t),t) dt, (2.20)

t1

por lo tanto, utilizando la definicion de derivada direccional:

d d (" ; ;
5v$ (q) = %g (q + aV) a=0 - diofg </t; L (q(t) + aV(t% q(t) + aV(t)’ t) dt) a=0
_ / L (a(t) + av(1),a(1) + 0¥(0) 1 o (221)
_ / 55 g;v-os) 2; 0+ gy

1 4=1

Como 0t/0a = 0 se tiene que (se quitard la dependencia del tiempo para simplificar la notacion):

to i=n 8L to i=n to z n L
/ vz dt = / Z P vz dt + / Z 25, dt. (2.22)
t1 Qi

Utilizando integracién por partes en la segunda integral de la dltima expresion se tiene que:
to i=n ts =n d (8L) ts i=n d aL
[ g Z 2w\ L 2 \ag
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8 2. Elemento de barra

donde se utilizé que v(t1) = v(t2) = 0 por lo definido en Por lo tanto:
ROl d [OL
ov-Z (q) = - ;i dt. 2.24
o=/ 2[5 -a )] @24

Loi=1
>] donde ~y(t) es una funcién estrictamente positiva

oL d (0L

dg;  dt \ 9g;

en el intervalo (¢4, ¢2) tal que y(t1) = v(t2) = 0, de la igualdad 6,.Z (q) = O se obtiene que:
2

o R[OL d [OL = [OL d [OL\]’
[ 0% 5 -5 ()] amosoX G -a ()] -0 e

i=1 i=1

Si elegimos v; / v; = ~(t) [

con lo cual

oL d (8L

- — =0Vt t1,t 1 =1,...,n. 2.26
T aq) €lhut) ei=1...n (220

Ejemplo 2.2. Consideremos una particula de masa m limitada a moverse sobre la superficie de un
cono de semidngulo « y sometida a la accién de la gravedad. Como se puede ver en la figura el
eje del cono se encuentra sobre el eje e, y su vértice coincide con el origen. Se puede obtener la
expresion de ligadura z = r cot (o) donde cot (ar) = 1/tan (). Con lo anterior se tiene que las
coordenadas generalizadas del problema son q = (¢q1, ¢q2) = (7, 0).

eje delcono gy egte caso se tiene que la posicion de la particula es x = r(t) e, +

z(t) e,, por lo tanto la velocidad es v = 7" e, + rf ey + Z e, (donde se
omitio la dependencia de ¢ para simplificar la notacién). Utilizando
la ligadura entre z y r se tiene que:
. 72 . .
Vv =72 47207 + 2 = ——— + 170> = i* esc® (a) + r?07,
sen? (@)

por tanto:

1 .
T = MV = % (7”20802 (a) +7‘282) V=mgz=mgr cot(a).
e

y
Queda asi definido el Lagrangiano L como:
m.o 2 242
L:T—VZE <7’ cse” (o) + 170 ) —mgr cot ().

Utilizando la expresion[2.26] se otiene:

E_%(E) = mrf* —mgcot (a) —mi csc® (a) = 0,
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Continua ejemplo 2.2. Reordenando el sistema anterior se tiene:

i — rf%sen’ (a) + g cos (@) sen (@) = 0,

2r70 + 120 = 0,

de la segunda ecuacion se puede obtener que ’ mr?0 = cte = k ‘ con lo cual:

m?*r*i — k*sen® (a) + m*r®g cos (a) sen (a) = 0.

es la ecuacion del movimiento para la coordenada 7.

2.2.3. Equivalencia: Hamilton - Formulacion fuerte

De la Ecuacién [2.14] se puede obtener que la variacién respecto a v es:

to to to t2
5V$:5v/ Ldt:5v/ T dt —dy (/ U—i—/ th) . (2.27)
t1 t1 1 t1

La energia de deformacion, la energia potencial de las fuerzas externas conservativas y la energia
cinética se definen como:

= Uu(t)) = / Up (D(u(t))) dV/, siendo Uy la densidad de energia de deformacion.
Q

» V(u(t)) = — / b-u(t) dV — / f-u(t) dA, siendo b las fuerzas por unidad de volumen
Q 00

y f las fuerzas por unidad de 4rea.

1

£ T0) = 5 [ PG av.

Con lo anterior la energia potencial queda definida por (en lo que sigue se quitard la dependen-
cia del tiempo para simplificar la notacion):

M(u) = Uu) + V(u) = /

Q

Uy (D(u)) dV — /

b-udV—/ f-udA. (2.28)
Q 09

Las variacion de U se puede expresar como:

5v/:u<u) it = [2 (/Q %Ug Dan)| dV) dat

_ /tt ( /Q VU, (D(u)) : D (v) dV) dt.
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10 2. Elemento de barra

Las variacién de V se puede expresar como:

to d ta d
—/ (/ —b - (u+av) dV) dt — / / —f (u+ av)
ty Q da a=0 t1 0Qy dex
ta ta
[ ([pvar)w - () f.vdA)dt.
t Q t Cley

Las variacién de la energia cinética se puede expresar como:

ta
5 / V(u) dt
ty

dA | dt
a=0

5/1527_() B /tz l/i (_+ .)2 av ) dt
v i u = . B Qdap u av L
to 1
- / (—/2p(u+om-v dV) di
t1 2 Q a=0

to to
_ / (/pu-vclv)dtz/(/ ,ou-th>dV 2.31)
t1 Q Q t1
to to
_ /<pﬁ.v _/ pii v dt | dV
Q

t1 t1

to
- / (—/pii-vdt) dv.
t1 Q

Donde se asumi6 que v(t1) = v(t3) = 0 como hipétesis del principio de Hamilton. Utilizando la
ecuacion constitutiva se tiene que:

5, L) = /: <—/Qpii-vdv> dt—/: (/QT(u) D (v) dv> dt
[(fpvar)as [ (/m f.vdA) s

Utilizando la definicién la relacién entre desplazamientos y deformaciones (ver Seccion [2.2.1))
en el segundo término del lado derecho de la Ec. [2.32] se obtiene que:

/f(/gﬂu):mv)dv)dt_/f(/gnu);“%wdv)dt 033

(2.32)

(2.30)

Propiedad 2.1. Sea T un campo tensorial y v un campo vectorial. Se cumple que:
V-(T'v) = (V-T)-v+T: Vv,

donde “:” representa el producto escalar de tensores, definido por:

3
A:B= tI'(ABT) = tr(ATB) = Z AijBij .

1,j=1
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Dado que T(u) es simétrico se puede probar que : T (u) : Vv = T(u) : (Vv)”, utilizando este
resultado en la Ecuacidn. se obtiene:

/: (/QT(“) :D(v) dV) dt = /j (/QT(u) : Vv dV> dt, (2.34)

utilizando la Propiedad 2.1 (con T simétrico) se tiene que:

/:2 (/QT(u) :D(v) dV> dt = /tt2 (/Q V- (T(a)v) dV—/Q(V-T(u))-V dV) dt. (2.35)

Teorema 2.2. (de Gauss de la divergencia) Sea (2 un sélido simple de R? y 912 su borde, orientado
con la normal unitaria saliente n. Sea I’ : ) — V5 un campo vectorial de clase C, entonces:

/V-FdV:/ F.-ndA
Q o0

Utilizando el teorema de Gauss en la expresion definida por la Ecuacién [2.35]se obtiene que:

/: (/QT(u) :D(v) dv) dt = /: (/m T(u)v-n dA—/Q(VT(u))-v dV) dt. (2.36)

donde se utiliz6 que: v(P) =0 VP € 09,.

t2
/ <—/pii-VdV—/ T(u)v-ndA+/(V-T(u))-vdV—{—/b-vdV—i—/ f-vdA) dt, (2.37)
t1 Q an Q Q aﬂf

agrupando en términos de dV' y dA y usando que T es simétrico, obtenemos:

/t2 (/ [V-T(u) +b —pi] -vdV + / [f—T(a)n] - v dA) dt. (2.38)
i1 Q 0Qy

Dado que dicha expresion es vdlida Vv, el mismo se puede elegir arbitrariamente, por ejemplo
v =1 [V-T(u) +b — pii] donde 7 es la distancia del punto x al borde 92 (por lo tanto vale O en
él) se obtiene que:

V-T(u) +b — pii =0 en Q x RY, (2.39)

misma expresién que la presentada en la formulacion fuerte, ver Ecuacion [2.3] Si elegimos v =
f — T(u)n se puede obtener la condicién de la Ecuacién

f—T(u)n =0 en 9Q; x RT. (2.40)
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2.2.4. Aplicacion del Método de los Elementos Finitos (MEF)

Utilizando las definiciones presentadas al inicio de la Seccién 2.2.3] y la Ecuacion se
obtiene que:

g(“):/: (%/ﬂp(ﬁ(t))z dV—/QUO (D(u)) dVJr/Qb-udV+/8Q f-udA) at (2.41)

Uy (D(u)) = ~D(u) : C (D(u)) = %D(u) . T(u) (2.42)

Z(u) :/: <%/Qp(ﬁ(t))2 dV—/Q%D(u)  T(u) dV+/Qb-udV—|—/m f-udA)dt (2.43)

Se puede discretizar entonces el campo de desplazamientos u en el cuerpo (2, mediante la utiliza-
cién de elementos finitos. Diremos entonces que: u = N,U y por lo tanto u = N, U.

2
c

U= u

p=4
=

) =BU
e T(u) = C(D(u)) = CBU
= u=N,U

N., ﬁ, C son matrices globales (definidas en todo (2), las cuales se pueden mostrar como:

» N,: Es la matriz de funciones de interpolacion globales para el campo de desplazamientos,
el tamano de la misma depende de la discretizacion que se realice para el campo de despla-
zamientos.

» B: Es la matriz de derivadas de las funciones de interpolacidn utilizadas para el campo de
desplazamientos.

m C: Es la matriz constitutiva.

Podemos definir asf el funcional .Z en funcién de U, con lo cual estaria definido de forma “discre-
ta”, similar a tener un sistema de particulas.

2 /1. T~ .1 e
Z(U) = / (—UT ( / ,oNfNu dV) U--U" ( / B’ CB dv> U> dt
t1 2 Q 2 (9]
to B B
+ / /b-NuUdV+/ f-N,UdA | dt,
t1 Q an
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en la Ecuacion 2.44]1a expresion de L es:

. 1. T .1 T -
L(U,U,t) - U / pNiN, dV ) U — ~U” / B'CBdv | U
2 Q 2 Q
+ /b~NuUdV+/ f-N,U dA.
Q o9

(2.45)

Utilizando la Ecuacién [2.26]en la Ecuacién [2.45] se obtiene que:

" / NIN, dV — UT / BCB dv + /
Q Q

b'N, dV + / f'N, dA = 0. (2.46)
Q

09

Trasponiendo la expresion anterior y ordenando los términos se obtiene:
T~ . ~T - ~ A < T
{/pNuNu dV}U—k[/B CB dV}U:/Nub dV+/ N, f dA. (2.47)
Q Q Q 09
Es usual en el manejo de los elementos finitos utilizar la expresion anterior elemento a elemento.

[ / oNIN, dV} U+ { / BTCB dV} U= / NTp av + / NIfdA (2.48)
e e e 89?

Cabe destacarse que al ensamblar las matrices de rigidez, ver Seccion [2.3.2] solo es necesario
calcular la integral de N} f en la superficie 92, N 9€);.

Fuerzas puntuales En el andlisis anterior no se consideraron fuerzas “puntuales”. Dado que son
utilizadas para el caso de barras y porticos aceptaremos que la expresion en tal caso sera:

[/ pNIN, dV} U+ V B’ CB dV} U :/ NIb dV+/ NifdA+) F,; (249
Qe Qe Qe 0N

i=1

donde ¢ representa cada nodo donde existen fuerzas puntuales aplicadas (ver Seccion [2.3]y apunte
tedrico de vigas).
Una expresion usual y simple para la ecuacién de un elemento es la que sigue:

MU+ KU =F; + F{ + F; | (2.50)
donde:
M¢ = / pNIN, dV, K¢ = / B'CB dV (2.51)
Qe Qe -
Fi = /Q NIb dV, Fj= /89 NofdA, F= Zan (2.52)
e e i=1
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2.3. Elemento finito de barra de dos nodos 3D

Consideraremos piezas cuya seccion transversal posea dimensiones mucho menores que la
longitud de las mismas, que llamaremos barras. Por tanto, idealizaremos a una barra como un
elemento unidimensional, ilustrando esta idealizacién en la Figura[2.2]

5 Re
pe ML 3 pe xOL/QO —
€ 1
;50 E, Q¢ — be()
Yo T Yo E, Q¢
P P
L L

Figura 2.2: Idealizacién de una barra.

En la Figura[2.3|se muestra una barra con una carga de volumen b (z)e, donde z esté definido
en el intervalo [, = [z§,x§]. R y RS pueden interpretarse como fuerzas de contacto o fuerzas
puntuales externas aplicadas en los extremos de la barra. Por la definicién de barra diremos que

(U4L7 U5L7 U6L)

Figura 2.3: Elemento de barra.

u(z,y,z) = u(z,0,0). Las coordenadas (x,y, z) serdn llamadas coordenadas locales y la base
ortonormal %, = {e,.e,, e, } serd llamada base local (donde e, es colineal al eje de la barra). En
esta seccion se interpolard el campo de desplazamientos linealmente, y obtendremos entonces una
solucion wyi,e, () que en principio es aproximada. Dado que se utilizan dos nodos diremos que:

u(z,y,z) =NyUL = 0  Ni(z) 0 0  Ny(z) 0 U, (2.53)
0 0 Ni(z) 0 0 Ny ()
donde U, = [Uy, Uy Us, Uy Us, UGL]T son los desplazamientos nodales (en coordenadas lo-

cales), en principio desconocidos, y N1(z) y No(z) son las funciones de interpolacién utilizadas
para la interpolacion del campo de desplazamientos en el elemento (N # N).
Impondremos que Ni(x§) = Na(z§) = 1y Ni(x§) = Na(z§) = 0 con lo cual:
T — x5 T — 79

Ni(z) = Ny(z) = . (2.54)

e e’ e e
Ty — Tg Loy — I
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En barras se tiene que:

T11<l‘) 00 Dll(x) 0 0
@LT($)%L = 0 00 =%, D(.%)ggL = 0 DQQ(iL‘) 0 . (2.55)

Omitiremos la notacién 4T(z) 4, utilizando simplemente T, lo mismo con el tensor D

1 1 1
= Up = 5T : Dy, = Sir (D5, Ts) = 5DH(g;)TH(:c). (2.56)

Con lo anterior podemos ver que solo nos interesa la entrada (1,1) de los tensores T4, y D4, para
resolver nuestro problema. Utilizando la ecuacién constitutiva, se obtiene: 77, (z) = E(x) Dy1(2)
y por la relacién de deformaciones y desplazamientos se cumple que:

o, 0 ON ON.
Dy (z) = (,;; (z) = o (N (2)Uy,, + No(2)Uy) = a—;(:p)UlL + 8—;(x)U4L, (2.57)
DH(I) = B1<JZ>U1L + BQ((L’)U4L = BUL, (258)
donde
ox ox

Para introducir en el modelo la fuerza de volumen b, (x) existen diferentes métodos, se puede ver
(con la mismas funciones de interpolacion de desplazamientos u otras) o utilizar otros métodos
para el cdlculo numérico de Fy, por ejemplo cuadratura de Gauss.

Si observamos las expresiones de las Ecuaciones[2.51}{2.52]se puede observar que al realizar las
integrales en cada uno de los dominios que se definen, para cada elemento utilizado serian en prin-
cipio diferentes las matrices obtenidas aunque utilicemos las mismas funciones de interpolacion
para cada elemento. Es de interés entonces construir un cambio de variable (cambio de variable)
que permita realizar los célculos de dichas expresiones de forma genérica y sencilla. Como muestra
la Figura podemos utilizar una transformacién de variable, que lleva el intervalo I, = [—1, 1]
en el intervalo I, = [z5, z§] correspondiente al elemento niimero e. La transformacién de variable
serd entonces dada por la funcién z : Iy — I, que puede expresarse en la forma:

>
»

€ €
T it x

z

>

—O——e———o0—>

1 0 1 7

Figura 2.4: Elemento lineal.
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En general es de interés utilizar una transformacién simple, tal como una lineal. Esto es:

T=an+0b,
(=1) ==2f, (1) = a3, (2.60)
x5 —axy U/ x5+
a = — —
2 2’ 2

Esta transformacion serd dtil para realizar todas las integrales en el intervalo [—1, 1]. En el caso
que se defina esta transformacion utilizando las mismas funciones de interpolacion Ny y N, se dird
que se utiliza un elemento isoparamétrico y se llamaran funciones de forma a N1 y N,. Seré de
utilidad obtener la derivada de la funcién = (Jacobiana del cambio de variable) y de su inversa 7):

_di. Jfl_@

J= d_n’ = (2.61)

Las Ecuaciones [2.5TH2.52] (sin considerar en este capitulo la matriz de masa) pueden calcularse de
la forma:

K¢ = / BTCB dV = / EQOB'B dz = / JoEQB'B dn (2.62)
e Ie ]()
F, = / NIb dV = / ONIb dz = / JoONIb dn (2.63)
e Ie [0
F, = Y F,;=[R{0,0,0,0,0"+[0,0,0,R5,0,0]" (2.64)
=1

donde .J, es el determinante de la matriz Jacobiana (Ilamado Jacobiano) del cambio de variable
dado por Jy = |J|, en este caso Jy = £/2. Se utiliz6 también que la densidad p es uniforme en Q..
Utilizando el cambio de variable definido en la Ecuacién [2.60|en la expresion de las funciones de
interpolacién definidas en la Ecuacion se obtiene que:

1 1+
Nilm) =~ Nafn) = =, 2.65)
y para las derivadas
|
=gt | MW o o Mmoot =1 00,100 (2.66)
Ox ox 14

Es comin realizar una interpolacién de la funcién b en el elemento, en particular con la mismas
funciones de interpolacion que se utilizan para el campo de desplazamientos, supongamos entonces
que b.(z) es una fuerza de volumen lineal en el elemento, con lo cual seria exacto aproximarla
como b.(z) = Ny(z)by + Na(x)by = b = Nyb, con

bo=1[b 00 b 00], (2.67)
por lo tanto la Ecuacién2.63|tiene la expresion:
Fi = / JoONIb dn = / JoONIN, dnb.. (2.68)
Iy Iy
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Utilizando la expresién de la Ecuacion [2.62]junto con la Ecuacién [2.66] se tiene la expresién de la
matriz de rigidez del elemento K°:

100 -1 00 100 -1 00
000 000 000 000
1 000 000 EQ 000 000
TR _ e ¢
BB=%1 100 100 |7% 7| 100 100/ ©¥
000 000 000 000
000 000 000 000
donde se supuso que E y (2 no varian a lo largo de la barra.
(1—mn)? 0 0 1—n? 0 0
0 (1—mn)? 0 0 1—n? 0
1 0 0 (1 —n)? 0 0 1—n?
T
= - 2.
NN 41 1-9? 0 0 (1+n)? 0 0 2.70)
0 1 —n? 0 0 (1+mn)? 0
0 0 1—n? 0 0 (1+mn)?
por lo tanto:
200100 by 1
020010 0 0
. W]l 002001 0 ) e QU0
F, = S 1100200 by siby=by=0=F, = b7 1 (2.71)
01 0020 0 0
00100 2 0 0

Ejercicio 2.1. ;Qué modificaciones se deben realizar a los calculos antes propuestos en caso de
que el area de la seccidn y/o el material de la barra variaran a lo largo de la misma?

2.3.1. Cambio de coordenadas

Es de interes obtener los desplazamientos nodales en un sistema de coordenadas globales. Para
esto debe realizarse un cambio de coordenadas, entre %, y %; = {e,,, €., €., }. Es preciso utilizar
el concepto de cambio de base:

coordz, (X) =2, (1), coords, (X). (2.72)

Donde [ es la transformacién identidad. La i-ésima columna de la matriz g, (1), son las coor-
denadas del i-€simo elemento de la base %, en la base HB,;. Puede ser util entonces utilizar el
esquema representado en la siguiente imagen.

_ ($2G> Y2:, ZQG) - (-1'1G> YiG, Z1G) _ (xQG - le) €, 1+ (y2G - ylG) €y, + (ZQG - ZlG) €.
¢ A A, ¢ (2.73)
= —Ce,t—re,t+—e,,
E G E Yo E G
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(x207 Y2:, ZQG)

(17107 Yig, ZlG)

Cx

G

Figura 2.5: Elemento de barra - cambio de base.

Por lo tanto podemos decir que:

(808, 8"

coordy, (e;) = i

(2.74)

Para el caso de barras las restantes componentes de la base 2, son arbitrarias, por tanto podemos
definirlas con la unica condicion de que dicha base sea ortonormal:

AW A,
e, = _g_efﬁa_'_g_eycr—'—oezc’
L A’BZAZ . wyAyAz N . . (2.75)
= Uyl e logl % ¢

siendo £ = /A2 + A2+ A2y (,, = /A2 + AZla proyeccion de ( en el plano z; = 0. Para lo
anterior se supone que /,, # 0. No necesariamente siempre debe cumplirse que ¢,, # 0, en tal
caso se define

e, =€, €, =€, € =¢€,. (2.76)
Por lo anterior:
Si Aﬁ = Az =0
010
2.(I)g =100 1|, (2.77)
10
en el caso contrario
A, Ay AN,
14 Uay Uyl
2, (1) g, = T T (2.78)
o 12 Cay Uyl
A T
14 14
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Diremos entonces que el vector de desplazamientos generalizados U en las coordenadas globales
y el vector de fuerzas F en las coordenadas globales son:

U;=QU,, F;=QF, (2.79)
donde
B (I>gq 03><3 )
— G L1 , 280
Q ( 0305 2, (1), (2:50)

Q es ortogonal con lo cual Q" = Q™'. Cabe destacar que para cada elemento debe calcularse un
Q diferente. Con lo anterior se tiene que la expresion en coordenadas globales de la Ecuacién 2.50
es:

QK Q'U; =F;_ +F,g, (2.81)
equivalente a:

KU, = Fy. +F, . (2.82)

2.3.2. Grados de libertad y ensamblaje de matriz de rigidez

Es claro que en coordenadas globales U, en pincipio tiene 6 valores desconocidos, 3 por cada
nodo del elemento, podemos entonces introducir el concepto de grado de libertad nodal. Diremos,
en el caso de barras, que cada nodo tiene n,, grados de libertad, siendo n;, la dimension que estemos
considerando (3, 2 o 1). Para este caso cada elemento tendra np n,.q, siendo n,,q la cantidad de
nodos que tenga el elemento.

Es importante utilizar entonces el concepto de grado de libertad del elemento para la interpre-
tacion de las matrices Mg, y K¢,. Para la matriz K{, diremos que las entradas ij representan una
rigidez que relaciona una fuerza aplicada en el grado de libertad ¢ con un desplazamiento en el
grado de libertad j.

En los casos en que tengamos mds de una barra es ain més importante este concepto debido a
que los grados de libertad nos permitirdn ficilmente obtener la matriz de rigidez y de masa de toda
la estructura.

Supongamos tenemos una estructura como se muestra en la Figura[2.6] La misma esta incluida
en el plano z = 0y por tanto se podria trabajar como un problema plano (serd abordado como un
problema en 3 dimensiones igualmente). Cada nodo tendrd 3 grados de libertad y cada elemento
tendra 6 grados de libertad, los cuales pueden enumerarse a continuacion:

w gdl g, = (1,2,3), gdl, g, = (4,5,6) y gdl, g, = (7,8,9)
v gdly,, = (1,2,3,4,5,6) y gdly.,,, = (4,5,6,7,8,9)
De forma genérica podrian calcularse los grados de libertad del nodo ¢ como:
Sl TLD - 3 = ngHOdL - (nDZ - 2, TLDi - 17 TLDZ>
Sl nD - 1 = gdll’lodl - nDi
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Figura 2.6: 2 elementos de barra.

Los grados de libertad de un elemento dependen de los grados de libertad de los nodos que se
encuentran en él y de la orientacion del elemento, supongamos que el nodo inicial del elemento j
es i; y el final es f;, se tiene asi que:

gdlelemj = <gdln0dij ) gdlnodfj > (284)

Con la numeracion antes vista se pueden escribir las ecuaciones de rigidez de cada elemento como
sigue, elemento 1:

K, Ki, K{3 Ki, Ki; K Uss Fly
Kiy Ky Ky Ky Ky Ky Usa Fyq
oy - | K Kb mh mh sl s o | o
14 24 34 44 45 46 4G 4G
Kis Ky Kg Kis Ks; K Usa Fiq
Kis Ky Kj Kig K5 K Usa Feo
elemento 2:
Ki Kis Ki Ki; Kiy Ki Usq Fis
Ki; K2, Ki; Ki K3 K Usa Fz,
e | A o s s || e || e g
a7 57 67 7 78 79 76 76
Kis Kiy Kg Kis K& K Usa F
Kiy K3, Kg Ki, Ki Ki Usga Fgo
Usando de factor comun los términos Uyg, Usg Y Ugs se puede obtener la siguiente expresion:
K111 K112 K113 K114 K115 K116 0 0 0 Ui Fllc
Kiy K3 Ky Ky K5 K o 0 0 Usg Fyq
Kl Ky Ki3 Ky K3 K3 0 0 0 Usa Fyq
Ki, Ky K3 Ki+Ki Ki+Kj Kig+ Ky, Ki; K3 Kg Use Fis + Fi;
Kis K K3 Kis+Kijs Kgs+ Ky Ko+ K3 Kig s Kis Use = Fio + F3, (R.87)
Kig Kss K5 Kig+Kis Kig+ K3y Koo+ Ky Kiy K3y Kgy Uss Fig + Fgq
o 0 0 Ki; K2 K& K Ki Ki Urs Fi
o 0 0 Kiy N Kg K K3 K Usa Fg
0 0 0 Kf9 K529 K(2;9 Kgg K829 Kgg Ugg F920
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El vector de fuerzas nodales puede traducirse en:

F, = (F\,FL FL Fl +F2 F. 4+ F?

1G6» G G 4G 5G»

- (RlGaR2G7R3GaP$7_Pya())R?GaRSG)RQG)T)

Fl, + F2, F2 F2

6Gr ~ 7G> G

T
Fio) (2.88)

siendo asi expresado en términos de las reacciones en los apoyos, R, y las fuerzas externas
sobre la estructura. Se tiene entonces un sistema de ecuaciones que se puede representar como
KUs = Fg. Por lo dicho en la Seccién [2.2.1] “donde se conocen los desplazamientos no se cono-
cen las fuerzas de superficie y viceversa”, las entradas 1,2,3,7,8 y 9 de U, deben ser conocidas.
En este caso es claro ver que dichas entradas deben ser nulas debidas al apoyo fijo, con lo cual:

UG = (Oa 07 07 U4Ga U5G7 UGGa 07 07 O)T (289)

En el sistema de la Ecuacion la matriz K es no invertible, su determinante es nulo, esto
puede verse utilizando las expresiones de las Ecuaciones [2.69]y [2.80] Al imponer las condiciones
de borde, dadas por la Ecuacion [2.89] se obtiene lo que llamaremos sistema reducido que si es
compatible determinado:

Ki,+ K3, Kis+Kj5 K+ K Use Py
Kis+ K2, Ki + K2 K+ K2 Uss | =1 —P (2.90)
Kig+ Kis Kio+ Kz Kés + Kgs Usc 0

A los grados de libertad 4,5 y 6 se los llama “grados de libertad libres” y a los restantes “grados
de libertad fijos” o mas genéricamente “grados de libertad conocidos”.

2.3.3. Utilizacion de Octave

A continuacién a modo de ejemplo, se resolverd una estructura isostdtica de simple resolucioén
por diversos métodos. La geometria de la misma se detalla en la Figura [2.7] las barras 1,2 y 3
pertenecen a un tetraedro regular de arista de largo /. Todas las barras tienen la misma seccién €2 y
estan constituidas del mismo materia de médulo de Young E. En el nodo 3, Gnico con coordenadas
z diferente de 0, se aplica una carga de valor P orientada segiin la Figura 27| (segtin —e.,).

Figura 2.7: Ejemplo utilizando Octave.
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Utilizando el principio del trabajo virtual se puede obtener el desplazamiento vertical del nodo
4 de forma sencilla:

1 P/¢ )
v = SEQ segin — e, (2.91)

si P=10kN, /= 1m, E = 200GPay Q = 0.01 m? se tiene que:

v=25x10%m segin —e, (2.92)

-
Para la realizacién del script en Octave, se deben definir las coordenadas de todos los nodos y
la conectividad de los mismos:

% Materiales: Todas las barras el mismo material
E = 200e9; % 200 GPa = 200000000 N/m2

% Seccidén: Todas las barras con la misma seccidn
A = 0.01; % 0.01lm2
L

= 1; Im

o

% Coordenadas de los 4 nodos:

% X (m) Y (m) Z (m)
Mnod = [ 0 0 0; ...
L 0 0; ...
L/2 Lxsqrt (3) /2 0;..
L/2 L/ (2xsqrt(3)) sqrt(2)/sqrt(3)];

% Matriz de conectividad:

o

Ninicial Nfinal

Mconect = [ 1 4; ...
2 4; ...
3 41;

A continuacién se deben calcular las matrices de giro para cada barra, la matriz de rigidez en
coordenadas globales para cada una de ellas y el posterior ensamblado de las mismas en la matriz
de rigidez global de la estructura. Una estructura de barras de n nodos (en las que se utilicen
elementos de 2 nodos) tendrd una matriz de rigidez de tamafio 3n x 3n.

% Definimos el tamafio de la matriz global total KG:
KG = zeros (3%4,3%4);
for elem = 1:3

3
g

Ni = Mconect (elem,1l); Nf = Mconect (elem,?2); %Nodo inicial y final del elemento

% Coordenadas del elemento y largo del mismo

X_elem = [Mnod(Ni,1),Mnod(Nf,1)]; Y elem = [Mnod(Ni,2),Mnod(Nf,2)]; Z_elem = [Mnod(Ni,3),Mnod(Nf,3)];
DeltaX = X_elem(2)-X_elem(l); DeltaY = Y_elem(2)-Y_elem(l); DeltaZ = Z_elem(2)-Z_elem(l);

1 = sgrt( DeltaX”2 + Delta¥”2 + Deltaz”2 ); 1l_xy = sqgrt( DeltaX"2 + Delta¥"2 );

o

% Grados de libertad del elemento
gdlelem = [3%Ni-2 3xNi-1 3%Ni 3x*Nf-2 3«Nf-1 3xNf];

oo

% se calcula la matriz cambio de base

if 1_xy == 0
;cb =(010; 001; 1 0 0];
el:e
;cb = [ DeltaX/1 -DeltaY/1l_xy -DeltaX*DeltaZ/l_xy/1l;...
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DeltaY/1 DeltaX/1l_xy -DeltaY+Deltaz/l_xy/1l;...
DeltaZz/1 0 1 _xy/171;
end
% Matriz de giro
O = zeros(3,3); % Matriz de ceros de 3x3
Q = [Icb O; ...
O Icb];

% Matriz de rigidez del elemento en coordenadas locales:

KLelem = ExA/1x[ 1 0 0 -1 0 0; 000 OO0O0O; O0OO0OOOOO;...
-100 1060; 0000O0O0; O0O0OOOODO];

% Matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales:

KGelem = QxKLelem=*Q’;

% Alocamos la matriz KGelem en el lugar correspondiente en KG
KG (gdlelem, gdlelem) = KG(gdlelem,gdlelem) + KGelem ;

o
S

end

En lo anterior se utilizaron las expresiones ya definidas en la Seccién [2.3] A continuacion se
resuelve el sistema lineal en funcidn de los “grados de libertad libres” de la estructura.

o

Se definen los grados de libertad fijos/conocidos
% Los nodos 1, 2 y 3 estédn apoyados por tanto:
gdlfijos = [1 2 3 45 6 7 8 9];

% Los grados de libertad libres son los restantes
gdllibres = [1:3%4];

gdllibres(gdlfijos) = []; % sacamos los fijos

% Matriz reducida:

Kreducida = KG(gdllibres,gdllibres);

% Definimos el vector de fuerzas nodales externas:
F = [0 0 -10000]"; % 10000N en direccidén -e_z

ol

Ulibres = Kreducida\F;
Utotal = zeros(3%4,1); %los desplazamientos conocidos son ceros en este caso
Utotal (gdllibres) = Ulibres;

<

Ftotal = KGxUtotal;

o

o

Reacciones en apoyos:
R = Ftotal(gdlfijos);

Luego de compilar el script en Octave se puede utilizar en la consola el comando Utotal (12)
para obtener el desplazamiento vertical del nodo 4.

octave:22> Utotal(12)
ans = —2.5000e-006

Ejercicio 2.2. Junto con el script presentado en la Seccién [2.3.3] realice el grafico de la configu-
racion indeformada y deformada de la estructura dada por la Figura Utilice la funcién plot
de Octave. En caso de que el material de cada barra fuera diferente , ;como modificaria el script?
(considere que el material es uniforme en ambas baras).
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2.4. Elemento finito de barra de tres nodos 3D

Imaginemos el problema de la Figura [2.3| pero que a diferencia de lo presentado en la Sec-
cién buscamos una interpolacién cuadratica del campo lﬂ Es intuitivo imaginar que utiliza-
remos entonces polinomios de interpolacién NV; cuadraticos, he aqui que no es suficiente con las
condiciones que se impusieron para obtener la Ecuacion dado que cada una de las funciones
serd de la forma:

Ni(z) = a;2° 4 bz + ¢ (2.93)

Se necesita incluir un nuevo nodo en el elemento, de forma de imponer tres condiciones para
cada funcién de interpolacidn y por tanto la necesidad de tres funciones de interpolacién. Es usual
utilizar como tercer nodo al punto medio de la barra, aunque esto no es necesario.

Se tiene entonces que:

Ni(z) 0 0 Na(z) O 0 Na(x) 0 0
No=| 0 Nyz) 0 0 Na(z) O 0 Ny(z) O (2.94)
0 0 Ny(z) O 0 Ni(z) O 0  Ny(x)

No en tanto se utilizard el mismo cambio de variable definido en la Ecuacién [2.60} por lo que
en este caso no hablaremos de funciones de forma para referirnos a /V,.

Ejercicio 2.3. Demostrar que las funciones de interpolacién para el elemento finito de barra de tres
nodos, con el tercer nodo siendo el punto medio de la barra, en funcién de n (ver Figura [2.4) son:

N1(77) = M Ng(n) = (1 — 77)(77 + 1) N3(77) _ (77 “‘21)77

5 (2.95)

Notar que para el caso de elementos de barra de dos nodos 3D la cantidad de elementos no
influye directamente en el tamafio de la matriz de rigidez, en el caso de elementos de barra de tres
nodos 3D si.

Ejercicio 2.4. ;Cudl es el tamafio de una matriz de rigidez de una estructura reticulada con n nodos
y e elementos utilizando elementos de barra de tres nodos 3D? ;y de cuatro nodos por barra?.

Ejercicio 2.5. Obtener la matriz de rigidez y de masa para el caso de elementos de barra de tres
nodos 3D. ;Cémo cambia la matriz de giro Q?.

Para el caso de elementos de barra de tres nodos 3D el ensamblaje de la matriz de rigidez de
toda la estructura es conceptualemente igual al ejemplificado en la Seccién[2.3.2]

Ejercicio 2.6. Modificar el script presentado en la Seccion[2.3.3]para el caso de elementos de barra
de tres nodos 3D.

IPuede ser de utilidad cuando existen fuerzas de volumen a modo de obtener una solucién exacta de la ecuacién
de Navier, ver|Canelas| [2013,[2014]).
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