Solucion Examen - Métodos Numéricos
15 de Diciembre de 2014

Problema 1 (35 puntos)

a) Sea {x,} sucesién que converge a . Sean p,3 > 0 con p, € R. El orden de
convergencia de la sucesién es p (y la velocidad de convergencia es ) siempre
que:

, |a - $n+1|
lfm,,
im,, o = P I5]

b) Se pide demostrar el directo del teorema de “Velocidad de convergencia de un
MIG”. Ver demostracion en tedrico.

c) Ver deduccion en tedrico.

d) Se debe observar que Newton-Raphson es un caso particular de MIG (con g(z) =

T — %), y por tanto puede aplicarse el teorema de condicion suficiente de

contractividad. Nos encontramos en sus hipétesis porque |¢'(a)| = 0 < 1. Por
tanto la sucesion generada por Newton-Raphson converge a « siempre que xg se
elija suficientemente proximo.

Para verificar que la convergencia es al menos cuadratica con constante § =
|%\ se aplica el teorema de la parte b) (verificando que estamos en las

hipétesis: ¢'(a) =0y ¢"(a) = ;}l,((z)) #0).

Problema 2 (35 puntos)
a) El polinomio interpolante que pasa por los n + 1 puntos:
(3707 y0)7 (CCl, y1)7 DR (x'rlv yn)

es un polinomio de grado n, P(z) = ag + a1x + asx? + - - - + a, 2™ que cumple las
n + 1 condiciones:

P(z;))=vy;, 1=0,1,...,n

Esto se traduce en un sistema lineal de n 4+ 1 ecuaciones y n + 1 incoégnitas
ag, A1y ...,0n:

ap + a1 + agxd + - + anzh = Yo

ap + a1y + agxi + -+ apzt =y

ap + a1y, + agx? + -+ ana = yp

Este sistema puede escribirse de la siguiente forma:

1 x m% Sz agp 70
1 l’% ooz} ai Y1
1 oz, 22 Ty an Yn



La matriz de coeficientes del sistema se denomina matriz de Vandermonde aso-

ciada a los puntos zg, x1, ..., Tn:
1 zo a3 ... af
1 oz 23 ... af
Vizg,x1,...,2pn) = .
1z, 22 b

b) Dados los n 4+ 1 puntos a interpolar: (xg,yo), (1,y1),- - -, (Tn, yn), €l método de
Newton consiste en encontrar los a; que satisfacen:

=n
= Z a;w;(z)
i=0

siendo
w'(:c)_{l sii=0
' H0§j<i($_33j) sit=1,...,n
A partir de esta base se plantea y resuelve el siguiente sistema:
(l'(), yO) a0 =1%o
(r1,91) ¢ ap+ar(r1 —x0) = Y1
(z2,92) © a0+ a1(x2 — xo) + az(z2 — 20)(¥2 — 1) = Y2

(Tn,yn) : a’0+Zz la,HJ o 1( — ) =Yn
c¢) Para los puntos (0,0), (1,1),(2,2), (3,4) el sistema queda:
(0,0): ap=0
(L,L1): ag+ai(1-0)=1=a; =1
(2,2): ap+a1(2—0)+a2(2—-0)(2—-1)=2=a2=0
(3,4): ap+a1(3-0)+a2(3-0)3-1)+a3z(3-0)3-1)3-2)=4=a3 = ¢
Por tanto el polinomio es P(z) =z + tz(z — 1)(z — 2)
d) Dados los n + 1 puntos a interpolar: (o, y0,9()s (21,Y1,Y1), - s (Tn, Yn, Y), €l
método de Hermite consiste en encontrar el polinomio Hap,41(x) que satisfaga:

Hopi1(z5) = y; ¥ Hypy (75) = v B
Este polinomio puede escribirse en funcién de h;(x) y hi(z) segun:

i=n

Hopi1(2) = Y (yihi() + yihi(x))

i=0
Siendo:
hi(a) = [1 = 2l(z;) (x — )] (li(2))
hi(x) = (x — @) (Li(x))?
y li(z) los polinomios base de Lagrange.
Puede verifcarse que estos h;(z) y hi(x) cumplen con la interpolacion (Hop41(x;) =
Yj ¥y Hopy(75) = yj) y ademas:
hi(xzj) = 6;;(delta de Kronecker)
hi(z;) =0Vj € 0..n
(x]) =0Vje0.n
B (wj) = 8y

Por una explicacion completa ver los detalles en tedrico.



e) fz) =1 = fl(2) = =2’ Por lo tanto tenemos los siguientes datos:

(1+22)2
x| fz) [ f'(=)
0] 0 1
1112 o0
2| 2/5 | —3/25
0 0
f(0)=1
1_
0 0 =05
fl0,1] =1/2 0
_1
1172 T =05 020 =01
f/(l) =0 —051_460,5 — 072 —O,SEEO,I _
1
1 1/2 00— 01 0.08-0.2 _ _0,06
—0,0240,1 _
fLg=-110| =0.02401 _ ) 08
2 2/5 —t1 — 0,02
F1(2) = —3/25
2 2/5

Por lo tanto el polinomio buscado es
P(z) = 0+1(z—0)—0,5(x—0)*+0(z—0)*(x—1)+0,1(z—0)*(x—1)*—0,08(z—0)*(z—1)*(z—2)

Problema 3 (30 puntos)

a) Se pide demostrar que el problema PMC se puede resolver mediante el sistema
lineal de las ecuaciones normales. Es decir, la demostracién del directo del teo-
rema de caracterizacion de la solucién en ecuaciones normales:

Datos A € R™*™ b€ R™, x € R", con m > n. El ¥ que minimiza ||b — Ax||2
también verifica A'(AZ — b) =0 Ver demostracion en tedrico.

b) Los p problemas de minimos cuadrados ((PMC;) ming||b; — Az||2, con b; € R™,
i € 1..p.), se pueden resolver usando LU = A'A en las ecuaciones normales:

Se tienen que resolver p sistemas de la forma A’Azx; = A'b;, i € 1..p. Sea b: =
Atb;. Al conocer la_descomposicin LU = Al A tenemos p sistemas cuadrados de
la forma: LUx; = b;, el cual se puede descomponer en dos sistemas triangulares:
= Primero computo Ly; = b; para obtener y;.
= Luego computo Ux; = y; para obtener x;
Respecto a la cantidad de operaciones (sumas/restas y productos), para cada p
necesitamos computar A’b; (orden mn) y resolver dos sistemas triangulares (or-
den n?/2 cada uno). Es decir, para los p sistemas se tendr un total de p(mn+n?)
operaciones. (No olvidar que por hipétesis se supone conocida la descomposicién
LU).




