
Resolución Examen - Métodos Numéricos

Viernes 28 de febrero de 2020

Problema 1 (35 puntos)

i) Ver teórico.
ii) Ver teórico.

iii) Tenemos: y′(x) = y(x)exy(x).

Calculamos el Predictor : y0k+1 = yk + hf(xk, yk).

Calculamos el Corrector : yn+1
k+1 = yk + h

2 [f(xk, yk) + f(xk+1, y
n
k+1)].

Tenemos entonces:

{
yn+1
k+1 = yk + h

2 (yke
xkyk + ynk+1e

xnk+1y
n
k+1)

y0k+1 = yk + hyke
xkyk

iv) Región de estabilidad del método: yn+1 = yn + hf(xn + h
2 , yn + h

2f(xn, yn))

Al aplicar el método iterativo al problema test tenemos: yn+1 = yn + hq(yn + h
2 qyn).

Haciendo cuentas tenemos:
yn+1 = yn + hqyn + (hq)2

2 yn

yn+1 = (1 + hq)yn + (hq)2

2 yn

yn+1 = (1 + hq + (hq)2

2 )yn

Tomando z ∈ C : z = hq tenemos:

yn+1 = (1 + z + z2

2 )yn

Por inducción completa se obtiene que :

yn+1 = (1 + z + z2

2 )ny0 = (1 + z + z2

2 )n. Esta sucesión permanece acotada si y solamente

si |1 + z + z2

2 | ≤ 1.

v) y′(x) = y(x)2x, y(0) = 1. Aplicamos el método anterior con paso h
2 para estimar y(12).

y0 = 1

y1 = y0 + 1
2f(x0 +

1
2
2 , y0 +

1
2
2 f(x0, y0))

y1 = 1 + 1
2f(14 , 1 + 1

4f(0, 1))

y1 = 1 + 1
2f(14 , 1)

y1 = 1 + 1
2
1
2

y1 = 1 + 1
4

y1 = y(12) = 5
4

Problema 2 (35 puntos)

i) Dado el conjunto de datos D = {(−1, 0), (2, 1/2), (1, 2), (2, 1)} y la función de ajuste
y(t) = αt2 + 2βet + γ. Tenemos y1(t) = t2, y2(t) = 2et, y3(t) = 1. La matriz A y el vector
b son los siguientes:

1



2

A =


y1(−1) y2(−1) y3(−1)
y1(0) y2(0) y3(0)
y1(1) y2(1) y3(1)
y1(2) y2(2) y3(2)

 =


1 2

e 1
0 2 1
1 2e 1
4 2e2 1

 , b =


0
1
2
2
1


ii) El sistema de ecuaciones normales es AtAx = Atb, con x = (α, β, γ)t. Como las columnas

de A son l.i., |AtA| 6= 0. En consecuencia, existe una única solución.
iii) Ver teórico.
iv) Si R(α, β) es la función residuo, el PMCL del paso k es:

mı́n
δ
||JR(αk, βk)δ +R(αk, βk)||2 = mı́n

δ
||Aδ − b||2

Entonces A = JR(αk, βk) y b = −R(αk, βk) y valen:

A = J(αk,βk) =


sin(αk) 1

0 0
sin(αk) 1

2sin(2αk) 4

 , b = −R(αk, βk) =


0

−cos(αk/2)
1− cos(2αk)− 4βk
2− cos(αk) + βk



Problema 3 (30 puntos)

i) Ver teórico.
ii) Al sumar tendremos que Qt + Q = 0 con lo cual 2qii = 0, ∀i ∈ 1..n, entonces: qii = 0,
∀i ∈ 1..n (los términos de la diagonal son cero en una matriz antisimétrica).
Aplicando el Teorema de Gershgorin (a matrices antisimétricas) los valores propios de Q
están en discos {Di}i∈1..n del plano complejo centrados en (0, 0) y radios ri =

∑n
j=1,j 6=i |qij |,

∀i ∈ 1..n. Por hipótesis sabemos que
∑n

j=1,j 6=i |qij | < 1, ∀i ∈ 1..n, entonces claramente los
discos Di están incluidos estrictamente dentro del ćırculo de radio 1 del plano complejo
con centro (0, 0). Con lo cual ρ(Q) < 1 y por lo tanto el método es convergente en este
caso.

iii) Haremos la demostración por inducción en k.
Paso Base: k = 1.
Tenemos que: x1 = Qx0 + r = Qx0 + 0Qr + r.
Paso Inductivo:
H.I.) Se asume que xh = Qx0 + (h− 1)Qr + r.
T.I.) Queremos probar que xh+1 = Qx0 + (h)Qr + r.

xh+1 = Qxh + r = Q(Qx0 + (h− 1)Qr + r) + r = Q2x0 + hQ2r −Q2r +Qr + r
Como Q es idempotente (Q2 = Q) tenemos:
Qx0 + hQr −Qr +Qr + r = Qx0 + hQr + r, como se queŕıa.
Por lo tanto xk+1 = Qx0 + kQr + r. Vemos que no hay convergencia, basta con pasar al
ĺımite con k → +∞, siempre que Qr 6= 0.

iv) a) Sabemos que e(0) =
∑n

i=0 αivi y además que el error en el k-ésimo paso satisface

e(k) = Qke(0). Con lo cual:
e(k) =

∑n
i=1Q

kαivi =
∑n

i=1(λi)
kαivi

de la misma manera tenemos que:

e(k+1) =
∑n

i=1(λi)
k+1αivi



3

b)

ĺım
k→+∞

||e(k+1)||
||e(k)||

= ĺım
k→+∞

||
∑n

i=1(λi)
k+1αivi||

||
∑n

i=1(λi)
kαivi||

= ĺım
k→+∞

||(λ1)k+1α1v1 + (λ1)
k+1

∑n
i=2

(λi)
k+1

(λ1)k+1αivi||

||(λ1)kα1v1 + (λ1)k
∑n

i=1
(λi)k

(λ1)k
αivi||

=

ĺım
k→+∞

||(λ1)k+1α1v1||
||(λ1)kα1v1||

= |λ1|


