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Problema 1 (35 puntos)

(a) Sea X̂ ∈ Rn tal que At
(
y −AX̂

)
= 0. Para todo w ∈ Rn vemos que Y −Aw =(
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y entonces X̂ minimiza ‖Y −AX‖22.

Supongamos por absurdo que X̂ ∈ Rn minimiza ‖Y −AX‖22 y At
(
Y −AX̂

)
=

Z 6= 0. Dado ε > 0 definimos w = X̂ + εZ, por lo visto anteriormente en la
demostración sabemos que

‖Y −Aw‖22 =
∥∥∥Y −AX̂∥∥∥2

2
+ ε2‖AZ‖22 − 2εZtAt
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Y −AX̂

)
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=Z

=
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2
+ ε2‖AZ‖22 − 2ε‖Z‖22

y para llegar a una contradicción con respecto a la minimalidad, buscamos un ε

tal que ‖Y −Aw‖22 <
∥∥∥Y −AX̂∥∥∥2

2
. Tenemos dos casos, ‖AZ‖22 = 0 o ‖AZ‖22 6= 0.

Si ‖AZ‖22 = 0, tomo cualquier ε > 0 y funciona. Si ‖AZ‖22 6= 0, tomo ε =
‖Z‖22
‖AZ‖22

y
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(b) Sea A ∈Mm×n(R) de rango r. Entonces existen U ∈Mm×m(R) y V ∈Mn×n(R)
ambas ortogonales y Σ ∈ Mm×n(R) diagonal con rango(Σ) = r tal que A =
UΣV t.

La matriz Σ es de la forma: Σ =

[
Σr 0
0 0

]
=

[
Σr 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
1



2

donde Σr =


σ1 0 . . . 0

0 σ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 σr

 ∈ Rr×r matriz diagonal que cumple σ1 ≥

σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0.
A los {σi}i∈1...r se les denomina valores singulares de A.
Además, U = [U1|U2] con U1 ∈ Mm×r(R), V = [V1|V2] con V1 ∈ Mn×r(R), y
cumplen A = U1ΣrV

T
1 .

Sea T : Rn → Rm tal que T (x) = Ax, entonces A = ((T ))Cm Cn donde Ci es la

base canónica de Ri. Por otra parte, se tiene que existenA y B bases ortonormales
de Rn y Rm respectivamente tales que T (vi) = σiwi con σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0
y σi = 0 si i > r.

Por lo tanto, ((T ))B A =



σ1

σ2

. . .

σr
0

. . .

0


Además

((T ))Cm Cn = ((Id))Cm B ((T ))B A ((Id))A Cn

Las matrices de cambio de base ((Id))Cm B y ((Id))A Cn son ortogonales pues
transforman una base ortonormal en otra. Por lo tanto, poniendo

U = ((Id))Cm B, V = ((Id))Cn A, Σ = ((T ))B A

se tiene que A = UΣV t y además rango(Σ) = r.
Los valores singulares de A son σi =

√
λi donde λi es valor propio de ATA. Se

cumple además que λi ≥ 0 ya que ATA es semidefinida positiva.
(c) La solución al PMCL de norma mı́nima es el vector dado por

X̂ = V

[
Σ−1
r 0
0 0

]
U tb

Consideramos

‖b−AX‖2 = ‖U t(b−AV V tX)‖2 = ‖(U tb︸︷︷︸
C

−U tAV︸ ︷︷ ︸
Σ

V tX︸︷︷︸
Z

)‖2

donde la primera igualdad es cierta por ser U t ortogonal y V V t = Id.
Luego, realizando los cambios de variables Z = V tX y C = U tb se tiene:

‖b−AX‖2 = ‖C − ΣZ‖2 =

∥∥∥∥(c1

c2

)
−
[
Σr 0
0 0

](
z1

z2

)∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥(c1− Σrz1

c2

)∥∥∥∥
2

donde z1 ∈ Rr, z2 ∈ Rn−r, c1 ∈ Rr, y c2 ∈ Rm−r.
Esta norma se hace mı́nima cuando c1 = Σrz1 (z2 arbitrario).

Tomando z2 = ~0 ∈ Rm−n, tendremos que ‖Z‖2 es mı́nima.
La norma ‖X‖2 tambin es mı́nima puesto que ‖X‖2 = ‖V Z‖2 = ‖Z‖2, ya que
V es ortogonal.

Llamando Ẑ a la solución de norma mı́nima, se tiene que

X̂ = V Ẑ = V

[
Σ−1
r 0
0 0

](
c1

c2

)
= V

[
Σ−1
r 0
0 0

]
U tb⇒ X̂ = V

[
Σ−1
r 0
0 0

]
U tb
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Problema 2 (35 puntos)

(a) Teorema de acotación del error en Interpolación Polinómica.
Sea f de clase Cn+1 en el intervalo [x0, xn] y pn el polinomio interpolante a

f por las abscisas x0 < x1 < . . . < xn. Luego, para cada x ∈ [x0, xn] existe
γx ∈ [x0, xn] tal que se cumple la siguiente igualdad para el error E(x):

E(x) = f(x)− pn(x) =
fn+1(γx)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi)

Demostración.
Tomemos x ∈ [x0, xn] fijo. Si x = xi para algún i, la igualdad es evidente, pues

E(xi) = 0. Supongamos entonces que x no coincide con ninguna de las abscisas.
Consideremos la función auxiliar F : [x0, xn]→ R tal que

F (t) = f(t)− pn(t)− (f(x)− pn(x))

∏n
i=0(t− xi)∏n
i=0(x− xi)

.

Se menciona, ya que puede resultar confuso, que la función F depende de la
variable t, no de x, que pensamos fijo. Se observa que F (xi) = 0 para cada
i = 0, . . . , n, y además F (x) = 0, por lo que F tiene al menos n + 2 ráıces en
[x0, xn]. Como f es de clase Cn+1, resulta que F también es de clase Cn+1. Sean
p0 < p1 . . . < pn+1 las n + 2 ráıces de F . Aplicando el Teorema de Rolle en
cada intervalo podemos asegurar que existen n+ 1 ráıces p′0 < . . . < p′n para F ′

(nuevamente recalcamos que la derivada es respecto a t). Aplicando reiteradas
veces el teorema de Rolle es posible asegurar la existencia de una ráız γx ∈ [x0, xn]

de la función F (n+1). Como pn es un polinomio de grado n o menos, tenemos que
su derivada de orden n+ 1 es nula. Entonces, al derivar n+ 1 veces la función F
tenemos que:

F (n+1)(γx) = f (n+1)(γx)− (n+ 1)!
f(x)− pn(x)∏n

i=0(x− xi)
= 0.

Finalmente despejando f(x)− pn(x) se prueba el enunciado.
(b) Dados n + 1 puntos a interpolar: (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn), el método de

Newton consiste en encontrar los ai que satisfacen:

Pn(x) =
i=n∑
i=0

aiwi(x)

siendo

wi(x) =

{
1 si i = 0∏

0≤j<i(x− xj) si i = 1, . . . , n

A partir de esta base se plantea y resuelve el siguiente sistema:

(x0, y0) : a0 = y0

(x1, y1) : a0 + a1(x1 − x0) = y1

(x2, y2) : a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = y2
...

(xn, yn) : a0 +
∑n

i=1 ai
∏j=i−1

j=0 (xi − xj) = yn

(c) El sistema queda:

(0, 1) : a0 = 1
(1, 1) : a0 + a1(1− 0) = 1⇒ a1 = 0
(2, 2) : a0 + a1(2− 0) + a2(2− 0)(2− 1) = 2⇒ a2 = 1

2
(3, 3) : a0 + a1(3− 0) + a2(3− 0)(3− 1) + a3(3− 0)(3− 1)(3− 2) = 3⇒ a3 = −1

6
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Entonces:

p2(x) = 1 +
1

2
x(x− 1)

p3(x) = 1 +
1

2
x(x− 1)− 1

6
x(x− 1)(x− 2)

(d) Basta aplicar el Teorema de acotación del error en Interpolación Polinómica,
cada (x− xi) se puede acotar por 2, y sabemos que todas las derivadas de f en
un compacto están acotadas.

Problema 3 (30 puntos)

(a) Sea el (PV I):

{
y′(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.
Cuando en el mtodo del trapecio la predicción se realiza con Euler y no se

realizan iteraciones de punto fijo, el procedimiento recibe el nombre de mtodo
de Heun:

(Heun):

{
yHk+1 = yHk + h

2 [f(xk, y
H
k ) + f(xk+1, y

H
k + hf(xk, y

H
k ))]

yH0 = y0

(b) La región de estabilidad del mtodo de Heun se deduce:

yHk+1 = yHk +
h

2
[qyHk + f(xk+1, y

H
k + hqyHk )]

yHk+1 = yHk +
h

2
[qyHk + q(yHk + hqyHk )]

yHk+1 = yHk +
hqyHk

2
+
h

2
q(yHk + hqyHk )

yHk+1 = yHk [1 +
hq

2
+
h

2
q(1 + hq)]

yHk+1 = yHk [1 + hq +
(hq)2

2
]

Por lo que para que yHk+1 se mantenga acotada se llega a:

R = {hq ∈ C : |1 + hq +
(hq)2

2
| < 1}

(c) Imponemos que hq = z = a+ 0i ∈ R, y además en el borde se dará la igualdad:

|1 + a+
a2

2
| = 1

Buscamos 1 + a+ a2

2 = 1, que ocurre cuando a = 0 o cuando a = −2; y tambin

1 + a+ a2

2 = −1, que ocurre cuando a = −1 +
√

3 o cuando a = −1−
√

3.


