Ejercicio 1
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b) La tension de la cuerda tiene la direccion del hilo.
Proyectamos la segunda ley de Newton en la direccion
perpendicular (o sea, segln é,) y obtenemos la ec. de
movimiento:

. .. . b
mro? —m(b —1r0)8 =0 < 62 =<;—9>9

b) El médulo al cuadrado de la velocidad es v? =
(b — r0)?6? y su derivada vale

d(v?) s .

it =-=2r(b—16)6° + 2(b —1r0)°60

=-2(b—10)0(r6%>— (b —18)d) =0

dado que el dltimo factor del producto es nulo en virtud
de la ecuacién de movimiento. Dado que durante el
movimiento se tiene b > rf y 6>0,se puede escribir el
mddulo de la velocidad como

vl =u=(b-76)6 = f(6)0,

donde definimos f(6) = b — r6. Esto no es otra cosa
que la coordenada x que fue definida previamente.

c) (1) Escribimos la tensién del hilo como T = —Tég.
Proyectamos la segunda ley de Newton en esa direccidn:

2 muZ

12 = o (b — )
T=m(b—10)6°=m(b Te)f(g)z_b—re

a) Posicion (usando coord. polares para ubicar la masa):
r =716, + xéy (r es el radio del disco, cte., y x es la long.
de la cuerda sin enrollar).

Vinculo: x = b — 10 (b es el largo inicial de cuerda, 78 es
la longitud de la parte enrollada). Entonces, x = —r8 (ry
b son constantes).

Velocidad: v = i = 1é, + xég + xé,
=108y — 108y — x08é,
=—(b—16)08,

Observamos que la velocidad es siempre perpendicular al

hilo, que esta en direccion de éy.

Aceleracion:
a=v=(r6%—(b-16)8)é. — (b—18)62%¢,

Observacion: la velocidad es v = —ué, = —f(6)8é,. Al
proyectar Newton en la direccién tangencial obtenemos
u = cte., como en la parte anterior.

(I1) Planteamos una ecuacién diferencial para 6(t)
(usando separacion de variables):
. do _u b—16

i A T

Integramos entre la posicion inicial (t = 0, 8(0) = 0) yla
posicion final (t = try G(tf) = b/r, dado que la cuerda
estd completamente enrollada):
b/r
b—16 b—-r0)?"" b2
tr = j dg = ——— =—
u 2ru 2ru

0

Observacion: el método anterior permite encontrar la ley
horaria de la coordenada 6, con el resultado

—+/b —2rut

b
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Ejercicio 2
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Sistema fijo S = {0; 1,j, Kk}

mg = —mgj

N=-N

T=Ti

F, = —klft = —kxi + 2kaj
N' = N'j

T = —T'i

z: posicion efectiva de la
reaccion del plano sobre la
placa

a) (1) Sup. placa en reposo. Estudiamos el disco.

Centro de masa: r; = xi, v; = xi, a; = ¥i.
Velocidad angular del disco: w = ¢k.
El punto P no desliza: vp = 0 = v; + w X 1¢p

= %i+ (¢j) x (@) = (% — ad)i

Entonces X = a¢ vy, derivando, tenemos X = a¢.

. . 1
Mom. angular: L; = I§5®°w — L, = -ma’¢k.
Mom. de las fuerzas: M&* = r;p X T = —aTk
(solo T tiene momento no nulo con respecto a G).

Primera cardinal y Sequnda cardinal respecto a G (disco):
)T — kx =mi
j)2ka—mg—N=0

k) —aT = %mazd)

- N = 2ka —mg

ST = —%madj = —imjc' (usando ¥ = a¢)
—omE—kx=mi o+ eex = 0
- —omi—kx=mi > X +o—x

La ecuacién para x es de un oscilador arménico de

frecuencia angular Q = +/2k/3m. El sistema parte del
reposo en x = A. La ley horaria es x(t) = A cos Qt.

(I) Condiciones para que se mantenga el movimiento:

i) N = 0 (la normal debe ser saliente al plano de apoyo).
Esto equivale a que se cumpla

2ka—mg20<—>k2%f

i) |T| < f|N] (fuerza de friccidn estatica).

Observamos que N es constante; el médulo de T es
maximo en los extremos de la oscilaciéon, cuando x =
+A:

1 . 1
|T| < |T|méx = Emlxlméx = EmAQZ

La condicién se cumple para todo tiempo si
1
IT|max = EmAQ2 < fIN| = f(2ka — mg)
mAQ? 1 kA

- f=> = —
2(2ka —mg) 3(2ka —mg)

b) La fuerza neta y el momento neto sobre la placa deben
ser cero en todo momento.

MEt = 1o X (T' + N') = (zi — aj) x (T'i + N'j)
= (zN'+aT"k

Primera cardinal y sequnda cardinal respecto a Q (placa):

Dkx—T'=0->T =kx
j)N'—2ka—mg=0- N'=2ka+mg
k) zN'—aT' =0

T’ akx x

V=2ka+mg:2+%
a

—>Z=a

Recordemos que el valor maximo de |x| es |x| 4 = A.
i) Se verifica trivialmente N’ > 0.

ii) Para novolcar: |z| < b

iii) Para no deslizar: |[T'| < f|N’|

m
<—>k|x|Sf(2ka+mg)<—>ASZfa+ng



Usamos la base de ejes principales {é;, é,, é5} solidaria a
la barra (ver figura) para calcular el momento angular de
la barra con respecto a A. k es un vector unitario vertical
tal que

k-é,=—cosq, k-é,=singp, k-é;,=0

La velocidad angular del sistema y las derivadas de los
vectores son

@ = wk+ ¢é; = —wcos @ é; + wsing é, + ¢é,
b, =W xé =—wsingé; + @&,
b, =Wxé,=—wcospé; — @pé
b3 =W X6 =wcospé, +wsingé,

Momentos con respecto a A:
MS¥t = M3 + Lé, x (—mg k)

= M} —mgLsing é; X é, = M;** —mgLsin ¢ é,

Solo el peso ejerce un momento seguin é; porque

la articulacion cilindrica es lisa: M€ - é; = 0

Segunda cardinal
con respecto a A (fijo), proyectada en é;:

i é; = Mg - &
4ml? . . .
- (—w?sin@cos@ + $) = —mgLsin g

. 5 39
- @ — (a) cos @ ——)smqo =0
4L
El equilibrio relativo correspondea ¢ = 0y ¢ = 0. Si
esto se cumple, en la ecuacién de movimiento queda

39
_ 2 I 3 —
((u cos ¢ 4L)sm(p—O

Para que se cumpla, alguno de los factores debe ser cero.

Sisin¢@ = 0, entonces ¢ = 0 0 ¢ = m, que son
posiciones verticales.

Tensor de inercia respecto al pto. A (usando ejes
principales):

If f P +x3) dV 1|
L= f P2 + x3)dV |
| |
[ ]

| ez + 32y
174

~([mar)” 1]!";“[0 ! 1]

usando que x, = x3 = 0 para este cuerpo. La integral es
(si S es el drea de la seccion transversal de la barra,
entonces dV = Sdx,V = 2LSyp =m/V)

jpxl2 av = - x2Sdx; = ——
, 215 J, 213

Momento angular:
Aml?

L,=L&= (wsing é, + @é;)

dy _4ml?
> =T(a)q)cos<pe2 +wsingé, + $é; + ¢é;)
4mL? . " .
=— [2w@ cos @ &, + (¢ — w? sin @ cos )é;]

. 3
Si w? cos Q- ﬁ = 0, entonces, dado un valor de w,

encontramos
39
cosp = ——
T e
La ecuacion tiene solucién para 0 < ¢ < 3 solamente si
g 39
cosp<1le <low> |—
¢ 4Lw? 4L

. . s
(las desigualdades son estrictas porque el caso ¢ = 5 ho
es fisicamente realizable y el caso ¢ = 0 es vertical).

Alternativa: para buscar las posiciones de equilibrio se
puede plantear un potencial efectivo Ugs(¢). La ecuacion
- . . d
de movimiento equivale a ¢ + ™ U =0
y los puntos de equilibrio corresponden a los extremos
d? -
—(pUef((p) indica la

d?

relativos de Ug(¢p). El signo de

estabilidad de la posicidn.



